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DE    RÉSOUDRE    LES  PROBLEMES 

DES    MATHEMATIQUES. 

E  T 

D'APPRENDRE  FACILEMENT  CES  sè&NCES; 
Expliquée  &  dëmomrée  daiii  le  premier  Volume ,  & 
appliquée ,  dans  le  fécond ,  à  découvrir  les  proprietez 
des  Figures  de  la  Géométrie  (impie  &  compofée  j  à 
réfoifdre  les  Problêmes  de  ces  Sciences  &  les  Problêmes 
des.  Sciences  Phyfico-mathématiques,  en  employant 
le  calcul  ordiruire  de  l'Algèbre ,  le  calcul  différentiel 
&  le  calcul  intégrât  Ce$  derniers  calculs  y  font  aufll 
expliquez  &  démontrez. 
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tude  des  Mathematiqites  ,  &  pour  les  con* 

duire  à  kur  ferfiHim  far  tm  pagres  ra- 

,fide,  paroijji  fous  vos  Jufpias  gjr  fiais  la 

froteûion  de  votre  augufle  Nom ,  e/î  le  plus 

j  i/Con  puiffe  avoir  defon  utilité'^ 

'.  ffait ,  MONSEIGNEUR  , 

.'.  tur  tome  forte  de  Sciences  en 

,  :  pour,  les    Mathématiques   en 

,'  particulier  ;  que. ce  goût  e fi  plein  de  difcer-r 

^(^-iKmmlq»\iiÀ^7ex%m.L.i,  .. 

On  voit  avec  admiration  qultm  jeune  Hé- 
ros qui'- a  ffu  eoniuirA  des  Armées  f  vaincre 
t Ennemi,  ^  ttiiporter  les  glus Jortes  Places 
prefiqu'auffi-tét  qaitit  été  en  âge  de  manier 
les  armes  y  toujoi^  p^n,£mfi.no6le  ardeur  ^ 
qui  'ne^rhfyih^qm'd^*iotwelks^  conquêtes  &. 
de  nouveaux  triomphes;  toujours  pr^t  à  s'e»- 
pàfer  pour  le  bien  de  l'Etat,  foit  qu'il  faille 
porter  la  terreur  au  dehors  en  fondant  fitt 
nos  Ennetpiiy^Jtflr4l^i>fr,à(yon^ance  au  de-^ 
dans  du  Royaume ,  en  rendant  inutile  leut^ 
irruption  fur  une  de  nos  Provinces  :  qui  ne 
néglige  aucun  des  foins  qu'un  Prince  defliné 
0  gouverner  un  grand  Royaume  ,  doit  pren~ 
"^'de  s^r^rûire  fori  avance  jie,  tmtt.  Je  ^què 
'cmérft^^^bim^  a^tlEnt-,  ^.kt  'ivmitages 


pnrticuUers  de  cba^  Province ,  ^  gênera-^ 
lemmt  de  tmt  ce  qui  peut  contribuer  au 
^heur  des  Peuples  0*  à  la  grandeur,  du. 
Souverain  ;  On  voit ,  dis  ->  ie  ,  avec  admi*^ 
ration  que  fans  rien  prendre  fur  le  temps  f 
qu'une  pieté rfolide  lui  fait  un  dfèvoit^  de  don^ 
ner  au  culte  de  Dieu  ^  à  P étude  aj[pdue  des 
Livres  faints  y  il  ffait  pncore  en  dérober  à  fe9 
plaijirs  pour  déveloper  ce  qu'il  y  a  de  plus 
caché  dans  les  Sciences;  qu'elles  lui  fervent 
de  délajfement  ^  &  qu'il  honore  de  fa  pro^ 
teâion  ceux  qui  les  cultivent,  après  s'être 
mis  en  état  de  juger  par  lui-même  de  leurs 
fdences^  &  de  décidef^^'leiFrfifQ^vvytges^^^^ 

« 

Maisr  MONSEIGNE II R,  les 
traits  de  la  plume  d'un  Géomètre  n'ont  pas 
ajfez  de  délicate£e  ni  de  vivacité  pour  repre- 
fenter  au  naturel  le  portrait  que  vous  ave:^ 
tracé  vous '•même  dms  tous  les  efprits  &. 
dans  tous  les  coeurs  par  cette  conduite  tou^ 
jours  remplie  de  fagejfe  Ù*  de  bonté,  for^- 
mée  fur  les  admirables  Exemples  ^  fat  les 
Royales  Infiruâions  du  plus  Sage ,  du  plus 
Religieux ,  du  plus  A^gnanime ,  en  un  mot 
du  Premier  <^  du  plus  Grand  des  Rois  vt^ 
tre  augufie  AyeuL 


Je  puis  ajjunf  ,  AêONSEIGNWR  , 
mCil  rCy  a  performe  en  qui  il  produife  de 
plus  vifs  fentimens  de  vénération  que  dam 
celui  qui  a  rbmneur  îêtre  avec  m  très^pro* 
fond  refpe^^ 
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MONSEIGNEUR, 
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"^àit^  frès-lkumble  Se  n^s^éifant 
jPrêfte  4e  l'Oiatoitv. 


PREFACE 

'ESPRIT  de  l'homme  eft  fi  borné, 

2B'il  ne  peut  Toit  difiiiiâeœeot  d'un« 
mplc  vue  beancoùp  d'objett  à  la  foitt 
iLes  perccptioiH  vives  f  comme  font 
'  toutes  celles  dn  fens  &  de  l'imagintu  ^ 
tïon,  rébloailTent ,  &  elles  occupent  tellement  Ion 
étendue,  qu'il  ne  pent  décourttr  les  tapons  Si  le» 
propriétés  des  objets  fenCbles  ,  qu'en  les  coa&le< 
tant  pat  parties  ks  unes  après  les  autres  avec  un« 
application  pénible  &  fatigante  i  &  quand  il  eft 
attentif  à  quelqu'une,  il  a  perdu  de  vue  les  autres  ^ 
qui  lui  feroicnt  pOBJtant  néceflàiies  afin  d'en  ap» 
percevoir  les  râpons.  - 

C'eft  ime  des  principales  canlès  du  peu  de  pr»-' 
gris  qu'ont  fait  les  fdences  fenfiblcs  :  Mais ,  pout 
ne  parier  ici  que  dés  Mathemadques  ,  que  leur 
milité,  leur  beauté,  leur  évidence  &  leur  ceni* 
tude  ont  toujours  fait  cultiver  i  pendant  que  l'on 
ne  s'y  eft  appliqué  que  par  la  contemplation  de^ 
figures  mêmes,  que  l'on  a  cluické.ies  propriet» 
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ces  figures  en  les  regardant ,  oa  en  les  formant 
•dans  Ton  imagination,  on  n!à  pas  fait  be/ucoup 
de  chemin:  les  découvertes  étoient  £xt  bornées: 
-on  ne  trouvoit  avec  beaucoup  de  peine  que  des  refo- 
Jutions  particuUer€s  des  Problêmes  ^  on  le  ^tiguoit^ 
lon  fe  rebuttoit  j  &  Ton  ne  peut  afTez  louer  le  tr^^ 
y  ail,  la  paâence  3c  la  force  d'efprit  des  anciei^fr* 
Géomètres,  d'avoir  porté  les  Mathématiques  par^  .^ 
des  moyens  H  difficiles ,  à  Tétat  où  ils  nows  les  ont 
JaiflTées,  '  ^        .  • 

On  s*avifa  heureufement ,  dans  le  dernier  fiecle  , 
d'exprimer  les  lignes  &  les  figuress  par  les  carac- 
tères familiers  dé  l'alphabet,  &  de  réduire  ces  ex. 
Î>reffions  k  un  calcul  ladle  ,  x^  exprimât  aufli  tous 
es  raports  fimples  &  compoiés  <jue  peuvent  avoir 
ces  lignes  &  ces  figures.  On  forma  un  Art  métho- 
dique (  qui  eu.  ce  que  l'on  nomme  VAnafyfi  )  pour 
trouver,  par  le«  raports  connus :<}u'i3nt  les  gran- 
deurs inconnues  que  Ton  cherche  dans  \ts  Vto^ 
blêmes  avec  celles  qui  font  connues ,~  des  équa^  . 
t'tons  qui  exprimaiTenc  les  conditions  ^  la  nature, 
pour  ainfi  dire ,  des  Problèmes  ;:  âcpoiir  découvrir,  les 
valeurs  dos  grandeurs  incoimues  de  ces  équations  ; 
ce  qui  donne  la  refblution  des  Problêmes.  Manfieur 
Difia^tes  petfeâionna  &  rédui^t  k-  une  extrême 
facilité  ces  calculs  &  cette  Analyfe  naiilànte.  Il  y^ 
ajouta  l'excellente  méthode  d*em ployer! les  .expreL 
lions  indéterminées ,  qui ,  jqiielque  iîmples  qu'elles 
étoient^  rèprefèntafTenc  pourtant  luie  infinité  de 
grandeurs  ;  &   de  les  déterminer  aux  grandeurs 
pattici^lie|es  da  tous  Je&.ca&àu£que]^ .elles  peuvent; 

convenir  ; 
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convenir  :  la  méthode  de  réduire  les  lignes  courbes 
a  des  équationis  qui  en  exprimaifent  les  principales 
proprietez  ;  &  de  tirer  de  ces  équations  tout  esle* 
chofes  que  l'on  pouvoit  defirer  de  connoure  fiir 
très  courbes  :  enfin  la  manière  d'employer  les 
courbes  elles-mêmes  à  la.refolution  des  équations 
€c  des  Problêmes. 

Ces  nouvelles  méthodes,  réduifânt  la  Géométrie 
à  un  calcul  Hmple  &  facile.,. retranchoient  ce  qu'il 
y  avoit  d'embaraHànt  dans  les  figures ,  c'eft-k-dire» 
coût  ce  qui  fatiguoit  l'imagination,  &  ce  qui  rem- 

Î>liflbit  la  capacité  de  l'efprit.  Elles  lui  laifToîent: 
a  liberté  de  pénétrer  fon  iujet ,  &  de  découvrir 
avec  évidence  tout  ce  qu'il  rcnfermoit*  Elles  aug- 
mentoient  même  ,  ppur  ainfi  dire ,  l'étendue  de 
l'efprit  par  l'arc  de  lui  repréfenter ,  comme  dan^ 
une  perfpeâ:iv«  ,  fous  des  expref&ons  amples  ^ 
abrégées ,  un  nombre .  infini  d'objets;.  Les  Mathe^ 
matiques  <ievinrent  par  là  fi  faciles ,  que  chaque 
trait  de  plUme  ^onnoit   naiifance  à  des  décou- 
vertes. Alors  le  plaifir  fiicceda  à  la  peine,  &  Iq 
coeur  dédommagé  permit  à  l'écrit  de  voir  les  uti- 
litéz  Se  les  beautez  des  MathematiquejS ,  âc  il  s'y  ' 
jendit.  Âulîi  ces  (ciences  changerent-clles  <le  for- 
jne.  On  vit  une  Géométrie  nouvelle,  qui  conte- 
noit  tout  ce  que  nous  avions  reçû/desanci^s. 
Se  qui  alloit  infiniment  j^us  loin  :  les  refblutions 
^toient  générales^  &c  aucun  cas  particulier  ne  leur 
^chapoit. 

On  vie  nj^tre  de  la.  même  fource  de$  Sciences 
curieufès  de  utiles. ,  &  pefque  toutes  les  autres. 
£1)  tir«cent-  un  nouvel  idat  ;  coinme  celle  qui,  ^ 
Tome  /.  -  *     *     b 
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appris  à  donner  aux  horloges  toute  la,  juftefTe  ne^ 
ceuaire  pour  les  rendre  la  mefure  exacte  du  temps r 
celle  ^ui  nous  a  donné  les  moyens  d*etendre  notre 
vue  aux  objets  <^i  nous  étoiient  inconnus  par  leur 
trop  grand  éloignement ,  ou  par  leur  extrême  peti- 
telle  r  celle  <pii  a.  découvert  la  manière  de  jetter 
les  bombes  ,  ôc  de  les  faire  tomber  preci£ément  oh 
Von  voudroit ,  &c^ 

Ces  méthodes  étoîent  adez^  fécondes  pour  pro- 
duire toutes  les  découvertes  y  mais  il  leur  manquoir 
de»  expreillons  y  &  un  calcul  qui  fuivît  pas  h  pas  la^ 
tiature  ,  laquelle  y  psoduifàiit  les  figures»  par  Le  mou- 
HTement ,  n'en  Jaûc-  décrire  ,  aus  corps  mobiles  qui: 
les  formeat  y  que  des  parties  infènubles  plus  pe» 
tites  que  tcmtes  celles  que  nous  pouvon».  déter^ 
miner  ,  dans  chacun^  des  milans  qui  pailent  plu$> 
vice  (3ja&  tout  temps  que  nous  pouvons  mefurer*- 
On  ne  penibit  pas  à  aonner  des  exprellions  k  ceS' 
efpaces  qui  étoient  trop  petits  pour  avoir  un  ra. 
port  déterminé  avec  ceux  aufquel»  convenoienr 
les  expfeffîonr  ordinaires  ,  ni  à  ces  inilans  que 
leur  petitefle  infinie  empêchoit  d'entrer  en  com- 
par^on  avec  le  phu  petk  temps  que  Von  pât 
prendre  pour  la  mddire  de  tous  les  autres.  Oi^ 
pei^:>it  encore  moins  à  réduire  ces  premiers  éle^ 
jnens^  des  grandeurs  à  tm  calcul  qui  leur  fut  pro^. 
pre,  &  qui  les  fournît  aux  méthodes  de  rAnalyfev 
'  Cependant  le  principede  ce  calcul  eft  fi  naturel  ^ 
que  les  premiers  Géomètres  l*ont  fait  fervir  à  quel- 
ques-unes de  iéufs'démonfbàtibns.  ta^  plupart  des 
propofitions  du  iiéu^ifmeJpvrs  iC Euclide  m  font  dé- 
niOfitrée&  que  par  ce  pti«cipei  ât  on  le  voit  fiip- 


pofé  dans  <]uelquesrunes  des  découTeitç$  d*Arcbi- 
mede»  On  s'apperçut  bien  du  befoin  que  Ton  avoit 
de  ce  calcul ,  pour  réioudre  des  Problèmes  qui  fu. 
rent  proporez  du  temps  de  MonHeiir  DeCcartes  » 
&  il  mt  pbligé  d'exclure  de  fes  méthodes  les  coun 
bes  qu'on  a  nommées  après  lui  Mecbdniquesy  qui 
font  pourtant  un  nombre  infini  de  courbes  dont 
les  proprietez  font  auifi  utiles  que  celles  des  cour- 
bes Géométriques ,  âc  qui  à  Taide  de  ce  calcul ,  de« 
viennent  foumifes  à  ces  méthodes  comme  les  au<* 
très.  Les  Géomètres ,  qui  ont  fùivi  les  méthodes  de 
Montieur  Defcartes ,  ont  été  obligez ,  aujÛî  bien  que 
les  plus  îuiciens ,  de  fuppofer ,  dans  la  réfolution  de 

{>luueurs  Problèmes ,  le  principe  de  ce  calcul  que 
*on  touchoit  du  doigt  ,  pour  ainlî  dire  :  mais  il 
falloit  que  différentes  Nations  euITent  part  à  U 
gloire  des  découvertes.  Celles-ci  fe  font  faites  en 
même  temps  en  Allemagne  par  ^fnfieur  Lethnits  > 
Sa  en  Angleterre  par  Monfieur  Newton  ;  Tun  &  Tau^ 
tre  on  trouvé  des  expreiîîons  ,  ôc  un  calcul  pro^ 
pre'  à  ces  premiers  élemens  des  grandeurs  d*une 
i>etite0c  infinie  par  raport  aux  grandeurs  entières 
aont  ils  font  les  premiers  élemens  ;  &  Ion  a  pu 
par  le  moyen  de  ces  expreifions  ôc  de  ce  nouveau 
calcul ,  leur  appliquer  les  méthodes  de  l'Analyfè  , 
&c  remonter  de  ces  élemens  infiniment  petits  auK 
grandeurs  entières  dont  ils  font  les  élemens.  Ces 
nouveaux  calculs  s'appellent  le  calcul  différentiel  Çf 
U  calcul  intégral. 

Monfieur  LeibnitstCtvx  pas  plutôt  rendu  publique& 
fes  nouvelles  découvertes ,  dont  il  cacha  pourtant 
une  partie  exprès ,  comme  il  le  dit  Jui*méme,  pour 
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kifler  aux  *  autres  le  plaiflr  de  les  trouver  ',  que 
Mejjieuri  Bemoulli ,  qm  en  virent  toute  l'utilité ,  s'y 
appliquèrent  avec  tant  de  fuccès  ,  qu'ils  les  péné- 
trèrent ,  fe  les  rendirent  propres ,  y  ajoutèrent  de 
nouvelles  méthodes  ^  de  en  firent  ufage  4f  ns  la  re- 
fblution  d'une  grande  quantité  de  nouveaux.  Pro* 
blêmes^ 

Monfieur  U  Marquis  de  ÏHûfpital  donna  réxcellentt 
Ouvrage  ie  VAnulyfe  des  infiniment  petits ,.  où  le  cal^ 
cul  différentiel ,   &   les  principaux  ufages  de  ce 
calcul  pour  toutes  les  courbes,,  font  expliquez  :& 
il  fit  voir  quil  avoit  pénétré  dan»  tour  ce  que  lé 
calcul  intégral  pou  voit  avoir  de  pli»  caché  ,.  pac 
les  réfoluttons  complettes  qu'il  t£Oùva>  des  plus  dif* 
ficiles  Problèmes ,  qui  fiir ent  propofez  par  ceux,  qui 
s'en  étoientxendu  lesmaîtres.^oif^<?»r  Varignon  doit 
bientôt  donner  une  fcience  générale'  du-  Mouvev 
ment  toute  nouvelle,  qui  eflle  fruit  des  profondes 
découvertes  qu'il  a  faites  dans  ces  nouvelles  métho- 
des ,  &  dans  la  Geonietrie  eompofée.  On  doit  juges 
du  prix  de  Touvrage  par  les  beaux  morceaux  qui 
paroilTent  tous  les  ^is.Ce  font  des  pièces  achevées  , 
remplies  de  nouvelles  découvertes  qui-  £Dnr  bien 
defirer  l'ouvragé   entier   dont  elles  ne   deivene 
£aire  que  quelques  parties.  Monfieur  (^arré  employa. 
le  principe  le  plus  gênerai  du  calcul  intégral  à  la: 
meiùre  des  furfaces  y  des  folides,,  des  didances  des- 
centres de  pefanteur   ôc   d  ofcillation.  >  Monfieur 
Ne'wtotP  fit  paroitre  de  fon  côté  le  fçavant  Ouvrage 
des  Principes  Afdtbematifues  de  la  PhUo/apbie  naturelle ,, 
qui  ed  tout  fondé  fiit  ces  nouvelles  méthodes  qu'il 
avoit  inyentéès.^  mais  dom  il  n'a  lailTé  voit  que 
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quelques  vediges  ,  pour  donner  Mça  k  ceux  qui 
voudroient  entrer  dans  Tinvention  même  deS' 
veritez  qu'il  y  découvre ,  de  fe  rendre  propres  les^ 
méthodes  qui  en  font  la  cle£  Enfin  depuis  i'inven- 
tion  de  ces  nouveaux  calculs  ^  on  a  non-seulement 
féfolu  d'une  manière  courte  &  générale  les  Proolê- 
mes  les  plus  difficiles ,  qui  avoient  été  trouvez  par 
les  méthodes  de  Monfieur  Defcartes  appliquées  au. 
calcul  ordinaire  de  T Algèbre  j,.  mais  on  a  vu  les 
ASies  de  Lipfic ,  les  Journaux  des  S  gavons  ^  les  Me^ 
moires  de  T Académie  Royale  des  Sciences  remplies  .de 
téfolutions.  de  Problèmes ,  que  Ton  n'auroit  ofë 
tenter  auparavant.  Elles  étoient  tirées  comme  du 
fond  de  la.  natute  ,  &  des  premiers  de  plus  in-r 
times  principes  du.  mouvement ,.  de  la  courbure 
même  des  courbes  Ôc  des  petits  angles  que  forment 
entr'elles  les  tangentes  de  leurs  points  qui  fe:  tou-. 
chent ,  que  l'on  peut  bien  concevoir  y  mais  que 
Von  ne  fçauroit  comparer  avec  les  angles  détermi^ 
nez  que  nous  mefurons  ^  &  Ton  s'eil  ouvert  par  le 
moyen  de  ces  nouveaux  calculs  une  voye  qui  con- 
duit à- une  nouvelle  Géométrie  des  courbes  mecha^ 
piques  &  parcourantes^:  qid  efl  aufll  utile  quç 
celte  que  l'on  avoit  déja.^ 

Les  reiblutions  d*un  fi  grand  nombre  de  Pro-T- 
blêmes  nouveaux  y  que  nous  ont  donné  les  illufires 
Inventeurs  des  calculs  différentiel  &  intégral^  ^ 
ceuxv  qui  après  eux  fè  les  font  rendu  propres  par 
leur  travail  y  font  les  fruits  que  TAnalyfe  a.  recueilli» 
de  ces  calculs  j.  mais  ils  ne^  font  que  pour  un  petit 
nombre  de  S^vans  ,,  c'elt  le  prix  de  la  peme  quiji 
iaut  prendre   pour  inventer  fbi-méme   queiquesr' 
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unes  des  méthodes  qui  ont  fenri  a  les  découvrir* 
Pour  les  pofleder  ,  il  fuit  fe  metae  en  état  de  faire 
de  pareilles  découvertes  ;  ^  ce  n'efl  que  depuis  peu 
de  téfiips  que  Ton  a  vu  des  règles  du  calcul  inté- 
gral dans  l'ouvrage  de  Monfieur  Cbemée  EcofTois  , 
de  Methodo fluxiouum  infuersâ, ,  (  les  Anglois  donnent 
après  Monfieur  Nevton  ,  au  calcul  différentiel ,  le 
nom  de  calcul  des  fluxions ,  )  &  dans  lé  petit  traité 
de quadramris  curvarum ,  que  Monfieur  Neirton  amis 
à  la  fin  de  foii  ouvrage  fiir  les  couleurs. 

On  a  toujours  regardé  les  Madiematîques  com- 
me très-utiles  pour  la  perfeâion  de  la  Phyfique 
6c  des  Arts  ,  Ôc  pour  former  refprit  des  jeunes 
ens  ,  en  les  accoutumant  a  apporter  aux  fujets 
le  leurs  applications  toute  Tactention  qu'ils  de- 
mandent  >  à  mettre ,  dans  toutes  les  démarches  que 
doit  faire  leur  refprit  dans  la  recherche  de  la  vçrité , 
Tordre  qu'il  faut  pour  y  arriver  ;  a  ne  donner  leur 
çonfentement  entier  qu'à  l'évidence  dans  les  fcien-- 
ces  naturelles:  en  leur  rendant  familière  la  pr^i^ 
que  des  règles  qui  font  découvrir ,  dans  toutes  les 
occafions  où  ils  peuvent  fe  trouver  ,  le  parti  le 
plus  raifonnable  :  &  enfin  en  leur  faifant  acque* 
rir  la  {àgâcjité  necefTaire  pour  trouver  dans  let 
queftioi)s  difficiles  les  moyens  les  plus  propres  à 
les  réfoudre.  Cette  utilité  des  Mathématiques,  6ç 
l'habitude  de  les  mettre  à  la  portée  des  comment 
Çans  acquife  pendant  vingt^deux  apnées  de  temps 
que  je  les  ai  enfeignées  publiquement,  m*ont  port^ 
a,  mettre  tputes  les  metliodes  que  nous  avons  re. 
çues  de  Mpnfieur  Defcaites  Se  de  f#s  Difciples  ^ 
"iic  celles  qiâ  oi^t  été  découvertes  par  les  fçav^ms 
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Geometrep  de  liocrc  temps  ,  dans  leur  ordre  na- 
turel, de  manière  qu'elles  s^éclaircinent  mutuelle- 
ment ,  ôc  fuITent  toutes  démontrées  dans  cet  Ou- 
vrage ;  que  je  nomme  à  caufè  de  cela  VAnafyfi  dé-^ 
montrée,  ]t  me  fuis  propoféde  r«idre,  par  le  moyen 
de  ces  méthodes,  les  M^^thematiques  faciles  k  ceux 
qui  commencent ,  &  qui  veulent  les  fçavoir  à  fond  ;, 
en  leur  découvrant  les  voyes  qui  les  conduiront  de» 
premiers  principes  ,à  tout  ce  qu'ils  peuvent  defirec 
d'en  connoitre ,  fans  fe  fatiguer  rimagination  >  ianft 
être  obligez  de.  lire  de  gros  volumes^  fans  qu'il  faille 
charger  leur  mémoire  d'un  grand  nombre  de  pro- 
pofitions  :  en  leur  ôtant  parla  ce  qu'il  y  avoit  de 
rebutant  &  de  plus  péniole  dans  l'étude  des  Ma- 
thématiques :  en  les  laifant  entrer  dans  l'inventioa- 
haturellede  ces  fciences,  qui  les  mènera  £ùr  chaque 
fujet  à  des  réfolutions  Amples  &  générales  :  en  les 
mettant  enfin  en  état  d'entendre  toutes  les  nou»» 
velles  découvertes;  &  de  faire  eux-mêmes  celles 
qu'ils  voudront  entre  prendre  r 

Cet  Ouvrage  eft  partagé  en  huit  Livres  :  TAnaly- 
fe  eCl  expliquée  &  démontrée  dans  les  fept  premiers. 
Livres ,  qui  font  le  premier  Volume  f&  le  huitième^ 
qui  efl;  comme  une  féconde  partie  de  l'Ouvrage  ,tt 
qui  en  efl  le  fécond  Volume ,  fait  voir  les  ufages  de 
rÀnalyfe ,  ôc  apprend  aux  Le:<^ews  qui.  commen- 
cent y  la  manière  d'en  appliquer  les  méthodes  \  \» 
Géométrie  ûmple  ôccompofée,  ôc  lila  refolutibn  des 
Problèmes  des  Sciences  PhyfîcorMathçmatiques^  en 
fe-  fervanc  du  cakul  ordinaire  de  l'Algèbre  ,au  calcul 
différentiel  &  du  calcul  intégral  i  ces  nouveaux  caL*' 
culs  y  font  auifi  expliquez  &:dém9Jitfe^,'co]W.odr 


le  difa  dans  la  Préface  de  ce  liuîtiéme  Livre. 

Le  preanier  Livre  contient  l*Anâlyfe  Simple  ,  & 
la  refolution  de  piufîeurs  Problèmes  qui  n  ont  be- 
foih  que  de  l'AnîUyfè  iimple.  Les  Cx  Livres  fiiivans 
expliquent  &  démon tsent  l'Analyfe  compofée.  Le 
fécond  &  le  troifiéme  enfeignent  les  premiers  prin- 
cipes de  l'Analyfe  ,  i8c  les  préparations  qu'il  faut 
4onner  aux  équations  compofées.  pour  les  refoudre. 

La  méthode  de  réduire  les  Problèmes  aux  équa- 
iâons  qui  en  expriment  toutes  les  conditions ,  cft 
expliquée  dans  le  fécond  Livre  avec  plufieurs  pré- 
parations qu'il  faut  faire  fur  les  équations ,  pour  en 
rendre  la  refblutilon  plus  facile  -,  comme  la  manière 
<d*en  oter  les  fraâiôns  .6c  les  incommenfurables ,  Ôc 
la  maniera  de  tr oiwer  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun a  pliifieur^  équajions  d'un  même  Problênie. 

On  explique  dans  le  troifiéme  Livre  U  formation 
des  équations ,:  çlle  fer t  %  faire  concevoir  claire- 
ment leur  nature  aux  Leéleurs  qui  commencent^ 
On  lejur  apprend  à  dilHnguer  le  nombre  ôc  les 
qualitez  des  valeurs  de  l'inconnue  de  chaque  équa- 
tion ;  &'  on  Içur  enfeigne  les  différentes  transfor- 
inations  des  équations  ^vec  leurs  ufàges.  Après 
avoir  appris  les  premier^^principes  de  l'Analyfe  dans 
les  trois  premiers  Livres ,  qui  font  comme  des  pré- 
paràdoAs  pour  refbudîe  les  équations  &  les  Pro- 
blèmes, qu'elles  ^icpriic^nt ,  on  eiifeîgne  la  refolu- 
don  des  équations  dans  les  quatre  Livres  fuivans. 

Le  quatrième  Livre  comie;iit  plufieurs  méthodes 
pour  réfoudre  toutes  les  équations  de  quelque  dc- 

fïé  qu'elles  puiffént  être,  lorfque  les. valeurs  de 'l'in- 
OMue  font  commen^ables  ^  &  les  méthodes  geJ 

neralçs 


'ner^s  de   rëduire  les  équatibns  ùoimpèfi^is  aine 
'plusfimples  qu'il  eft  pofllble.  Les  régies  qu'a  doiî- 
•^nées  Monfieur  Huddt  dans  la  lettre  intitulée  de  rè^ 
'^nSfionè  éequuionum ,  qui  ^(ï  s.  là  fîndu  premier  Va- 
-hime  de  la  Géométrie  de  Monfieur  Defcartes ,  V 
•forit  mifes  eii  ordre  &  dëtiiontr^es.  Là  meichodt 
-d'employer  les   grandeurs  indéterminées  qui- ré- 
prefentehC  toutes  les  grandeurs  particulières  ,   pôiir 
xiécouvrir  celles  que  Ton  cherche ,  eft  expliquée  darts 
ce  quatrième  Livre  ,   &  mife'  en  ufage  '  dans  totte 
le&  uiivans.  LefrLe<àeurs  qui  commencent ,  doiveût 
fe  rendre   familière   cette   méthode  de  Monfiéiè: 
i)éfcartes  :  elle  eft  comme  la  clef  qui  ouvre  T-entrée 
brefqueâ  toutes  les  découvertes.  On  expliqué  dans  lé 
anême  Livre  tout  ce  tjui  regarde  les  valeurs  égales 
•des  inconnues  des  équations  j  ce  qui  eft  de  grand 
■nîàge  dans  la  refolution  de  plufieurs  Probl^nes.  _ 
-     On  amis  dans  le  cinquième  Liv^é  lés  Méthodes 
-de  refoudre  les  équations- Gompofées  eA  jparticijlier 
du  fécond  d«gré,  du-troifïéme,  du  quatrième,  ^c. 
On  tâche  de  faire  entrer  les  cômmençans  dans  ceis, 
Tefalutions  ; .-qi»  Cdtfi- la  pli^art  de  l'inventidn^  du 
iPert:.*Vrtftety'comm^  s'ils  lés  découvi"ôieht  cùx-fni^ 
mes.  Us' y  feiïiàr<5[ueront  qu'il  "y  a  dans  l'AnalyfeJ 
-iuftrbien  que  dans  là -Géométrie  fimpîe,  êics  Prôi 
i>ieiies  èonx  l'Oii^ftVpûr  jûfqu'à:  jM^fént  démorrtfë^ 
jimpdiTil^ité  l  ni  ir© wer  de^  •  mè^^oéeà  -  'eftrf  jëft 
iioiinafleDt  )a  reiolutipiv  exaâe  ',  q<ir§h  nVi^és-laiifl 
sfipendaiit:de  trouver  des  methodôs  qui- en  ^^Jôrbi- 
Baffeiîc  de*  Tefôlution^  .fi  appiOjchàffflîtf/y  '^^-l^* 
Jdktbenaauqnes  ^ mâiîqiaol  &: Ji@  -im»^  fir^nir  ^ 
Tome  I.  c 
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fisaâes  t  ^'Coanme;  l'on  s,  isQveré  dans  Ja  Qeoancwc 

d£s  .v«leuis  £  «piicocliaiicei  <ie  Ja  ltM3gueiir  <ib  ia 

, jC3Pcaafe<i6i>cc  &  de  la  c|uadratiiiiie  «lu  cercJe,  «|iie 

.4euf  ;Ji£Eerenc«  4i*Air«c  les  v$leun  euiâes  eft  içie». 

ifiJâtLe^^on  A  de  saêms  uoiivé  d«<  mcdtodes  dWppn». 


'^er  de  £  |Mèsdes  yaJcucs  des  inconoues  d 
i«iaas  daos  les  cas  où  i'Aoalyiè  n'en  «  pu  caiôxe 
^û  troiurei-  d*«K|>xelIkMis  «esiâet ,  <{uV3n  en  D«flc 
ceadee  i&  dîtiFereiice  plus  petite  <|tt*aucune  «ndav 
^pe  i'oin  «TiMidrA.  Ces  oiediodes  d'approcanuaioA 
£iflt  ic  fujec  du  &âéme  «k  du  lèpti^e  Livw« 

0«  py|îJ^iig  'ât  ik)tt  déoMNMTe  dans  ie  ûcsàne 
Xu^ce  ia  œdiode  de  tmMiv«r  Jes  grandean  qnâ 
ioBt  ies  lioiites  des  «râleurs  de  l'iiiconsaoe  dans  Jcs 
ëquatioasiMmedqttes  deoousJesdegiiéB  ;  (Momfimr 
1{oik  jeQtéâatur  de  wetit  medfdtj  )  &  l'an  doone  pi2» 
Htutg toamicKi  de  uwavet^  parle  taoyea  de  ces  li> 
«âcesjj  Jes  valeu»  des  iocâiuMies  des  éqioaciDQs  lu» 
joeriques  aidfi  ipea  diâèraooes  des  i«leutt  oaâey 
^*<MiJe  peucdefirer. 

^  La  «daiere  de  âuie  une  fermule  geneole  i>onr 
^lerer  «lae  grandeur  cainf)ileae  de  tant  de  tennes 
aaV»  foiidia  à  une  pû^Tance  i|iielct3nqtte  ,  dnac 
lei^oikn.t  indéoeimisé  ropoeience  «n  oovahn  qaeL 
^a^jiHîtâer  <W:roiiq>iif,;pQfiDf.^ti  négatif,  cft 
:p^ée  ^  d^tuoiMifée  mtrtoiis  ia  cas  dm  i« 
me  JUvire.  £Ue  tû  der  grand  «fàçe^ipaar  ioc*. 
xa«r,ccH](e,i«rce  de  fwffanees^  ^om  cxtoase  tout 
4çrte  de  r^ooes  «  ^par  de  fitnples  iôbflikutiisnsj  poav 
^f  ^«R  hfWHk^^DStaàn^bm  ia  fdÈdadoB  dea 


«^  r*t 


'P  %B'  P  A  €&.  iîif 

Promue»  &  dan»  le  ettlcal  integM^j  ^  pour.Téi 
éuïre  à  une  extrême  fÎMàlité  la  pratique  <!«  meth^t* 
éei  qui  font  trouver  par  éef  fmtts  in^tef\^\xtXkMn 
âe  celles  de»  ineofùiues-  que  Toh  voucfra  de  tQutc^ 
fortes  d^quàtt&n»  qui  eh  ènt  plulieiir»,  commÀ 
àafCt  de*  toute»  eelteè  nqu»-  eontie»nent«^les  diffîçreni 
tielles  de  plufieurs  grandeurs  changeanfti  'mtiflé^t 
enfemble.  Ces  méthodes,  découvertes  par  j(ffj^^«fj 
Leibnits  i§^  Newron ,  font  expliquées  Ôc  démontrées 
dans  ce  feptiéme  Livre  :  ôc  comme  elles  font  de 
-rand  ufàge  dans  la  refolution  d'une  infinité  de 
leaux  Problèmes ,  &.  çfsit  font  tr^^utiles , .  commôv 
on  le  verra  dans  U  derniers  SeàUon  de  la  féconde  ^ 
Partie  du  huitième  \Mtt  |  Ofi  n'i^  ri«n  otiblié  pour  les 
faire  concevoir  clâurenent  ftux  Le^Urs  qui  com- 
mencent, ôc  pour  Iè<  leur  rendre  familières  par  plu- 

fleurs  exempiei  :  on  les  AppUque  Au(n>  à  lann  de  ce 
feptiéme  livre.,  k  l*appr09ciinftttQ|[^ .des  valeurs  des 
inconnues  des  équitiont  litteiàles  déterminées  de 
quelque  degré  qu'eIleVpui(&nt  être. . 

Ainfi  les  Ledeurs  apprendront  ,  dans  les  fepc 
premiers  Livres ,  la  manière  de  réduire  en  équa^ 
tipns  les  Problêmes  dés  Mathématiques,  Ôcfurtout 
de  la  Géométrie  fimplé  &  compofée ,  &  dés  fcien-> 
ces  Phyfico- Mathématiques  que  Ton  a  eues  prin-. 
cipalement  en  vue  dans  cet  Ouvrage.  Ils  appren-^ 
dront  les  méthodes  pour  refoudre  ces  équations^^ 
&  les  Problêmes  dont  elles  {ont  les  expreifions: 
Elles  leur  feront  trouver  des  refoliitionsexaâes, 
quand  cela  fe  peut;  &  quand  elles  ne  lé  pourront 
pa5 ,  elles  leur  donneront  des  approximations  qu*ik 

cij 


iflv,  .F  R  E'  FA  e-Ei\ 

pourront  conrinuer  à  l'infini.  En(in  ils:Tecront'<laiit 
le  huitiéjne  Livre  les,  ufages  de  ces  méthodes  i  Slj 
jls  y  apprendrpnf  I4,  manière  de  les  appliquer  ^  dé. 
çpuvrir.lçs  propriétés  des  figures  de.U  Geometriç  / 
urople-^  compofée;  &à  reldudrc  les  Problèmes  do 
ces  Sçiencef.^^l^^r^b^i^fesdcif  Sciences Phyfico; 
Mathématiques.    ',,;;,.  ; 
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AVERTISSEMENT. 

^  • 

fOV  Rfûrmcr  une  nation  de  tj4nalyfe  auxZeEhurs  fm  têlm» 
menant  ^  en  leur  fera  remarquer^  que  àans^  iêus  Us  Pr^blémet^ 
des  Mathématiques  il  y  a  des  grandeurs  inconnues  que  Von  chitche^ 
des  frondeurs  connues  y  ^dos  ra forts  connus  entre  Us  yandeurs 
eêtmues  Ct  Us  inconnues:  ^  que  e*efifar  U  mofen  de  ces  rafortseon»^ 
nus  qu'on  peut  découvrir  Us  grandeurs  inconnues  que  ton  cherche^ 
L'Analyfe  efi  la  fcience  qui  contient  Us  méthodes  pour  décou>^ 
prir  Us  grandeurs  inconnues  que  ton  cherche.  Ces  méthodes  tnfei^ 
ptent  à  marquer  far  Us  lettres  de  t alphabet  Us  candeurs  incon^ 
nues  é^  Us  grandeurs  connues  i  à  trouver^  far  le  moyen  des  ra^ 
forts  connus  qui  font  entre  Us  unes  é*  Us  autres,  des  équatiotii 
qui  exf  riment  Us  Problèmes  qne  ton  ^eut  ré  foudre  j  f^  enfin  à 
ré  foudre  ces  équations ,  c^e^-^^dire  ^  k  faire  découvrir  Us  valeurs 
des  Uttres  qui  marquent  Us  pudeurs  inconnues  que  ton  cherché. 
Cefi  ainfique  tAnalyfe  donne  la  réfoluiion  des  Problèmes. 
.  Quand  Us  équations  >  que  tAnalyfe  fait  découvrir  four  la  ri^ 
folutiim  des  Problèmes ,  contiennent  des  lettres  ^i  marquent  Us 
inconnue  i  qui  ne  font  point  multipliées  far  elles-mêmes  j  ni  far 
£  autres  lettres  qui  repréfentent  Vautres  inconnnes^  ces  équationt 
j^appeBent  fimples  \  ^  tAnalyfe^  par  raport  k  ces  équations\ 
/appeEe  l'AMlyfe  fîmple.  Le pemin  Livre  explique  tAnalyfk 
-fntfU. 

.  Quand  les  Uttrts  des  inconnues  font  multipliées  par  eBes^mènm 
ou  par  Vautres  Uttres  des  inconnues  dans  les  équations ,  on  Ut 
nomme  des  équations  compofées^  f^  tAnalyfe  par  raport  ieet 
équations,  s^ appelle  i'Ânalyie  compofce  :  Eâe  efiU  fujetde$ 
Livres  qui  fuivent  U  première 

Quand  t inconnue  ne  fait  qu^unfèul  terme  de  t équation  dàm 
40US  Us  autrei  termes  ne  contiennent  que  des  grandeurs  connuef, 
/elle  efi  multipUée  par  elle-même,  t  équation  efl  compofie,  (^ 
ellefe^  ré  fout  par  Us  méthodes  des  équations  compofées  i  mais  comh 
eue  elU  fe  ré  fout  anlB  par  une  fmpU  extrdFlion  de  ratines^  on 
font  la  regarder  comme  une  éqrtatienfmfU  y  qm  peut  être  réfolue 
far  tAttal^fe  JtmfU. 

c  îi; 


9V)  AVERTISSEMENt^ 

fn  h  fUffU  À  U  msi»f  (^  fain  nu-mkmês  Us  calculs  qtfih  f 

Pour  P  entendre  avec  plus  de  facilite  y  éffourfe  U  rendre  fropte 
feu  kfeufanife  uhuur.^  ils  fourromfê  cousenter  dam  unefre^ 
Miere  leïvurede  lire  le  premier  y  le  fécond  tir  le  troifième  Livre  juf 
^'èUfagê  ^1  dru  44  \  fafièr  tout  h  têfli  de  troifième  LivfOy  ç* 
tout  le  fuatricwfo  Zivtie  ^  ^  lire  lafouk  jpremiere  SeBion  dm  cifh 
^iemi  Livre.  La  eonnoiffances ,  ipiils  auront  acquifeS  dans  cett^ 
fnmiere  kBmt^fù^^mt  à  eeusc  qui  f^aivent  les  premiers  èUmens 
de  ha  Géométrie  fanploy  pour  entendre  la  première  é^  la  fécondé 
SofiioU  du  huitième  Livre  y  oà  ils  verront  les  ufaps  des  méthodes 
de  tAnalffe  qu'ails  auront  apprifes  ,  dans  U  Géométrie  fimplcy 
dans  ^ art  dejetterles  bosntes  y  e^  dans  les  Proilhnes  qui  font 
découvrir  les  centres  d^ofciBation  des  pendules  compoftxjpour  don- 
ner la  jujiefe  aux  horloges.  Ils  pourront  même  entendre  la  troijlé^ 
me  Stflion  du  huitième  Livre.  Jlsyjrouveront  les  ufages  de  fjf* 
êafy/edans  la  Oeometrie  tempo fèe^  <^en  même  tems  ils  fe  former 
tout  une  idée  de  cette  fcience  ^  de  toutes  Us  lignes  courtes  qui  en 
font  i'^tjet^  &ils  apprendront  les  proprietexje  s  plus  utiles  des  cour* 
hes  les  plus  fmples^  qu'on  appelle  les  Serions  coniques.  Ces  con^ 
uoiffiuÈces  les  tuettront  en  état  d'entendre  les  Proèièmos  des  arti^ 
des  4f  8  c^  499,  uiprèsqturi  ils  pourront  lire  la  première  Se ff ion 
de  la  féconde  Partie  dm  huitième  Livre  y  où  efi  expliqué  lé  calcul 
fdigerentiel yjufqu^k  fart.  53^  ;  paffer  aux  art.  549,  yjo  ^  551  j 
four  voir  l^ufa^  de  ce  calcul  dans  les  Proilèmes  qui  font  trouver 
Hs  t^^èutes  éts  comrées  îf^ûms  i^artèter  au  rtfh  de  la  féconde 
partie  du  huitième  Livre  y  ils  pourront  lire  la  première  SeUiem  df 
4a  if>oij£étUe  Partie  oàfinr  expiiquetjes  premiers  principes  du  caU 
ftd  ôutegfoi  fufqu^à  l'art.  666  ;  ra^ y  pour  iwr  quelques  ufaps 
faciles  M  et  calcul  y  lis  faferont  tmt  le  re fie  delà  troifième  Partie 
fêfp$^éa  dernirreSeShon  5  dtmt  ils  pourront  lire  les  deux  premiers 
Exemples ,  (^  paffer  à  la  féconde  Partie  de  la  dernière  SeRion  :  ils 
^metrettty  d^s  te  premier  JËtpetnplê  Phyfice-msathematique  y  finven^ 
piom  des  Ovales  dont  fapie  JWf^  Deftartes  â  la  fin  du  fécond  Livrt 
éefa  Oeomeiriey  démit iiiCafasdmmè  tArudffe.  Leficond  Exem- 
fie  Phjffioo^maiihemtatiqeoe  éemr  a^petmdra  ù  rèfoiution  pnerek 
ldaPmMèem^4iàUi"a^y.afrh^mw 

iAm»  «rmr  èelfiffu/u  qu^mu  mm^-vue^^  de  tfumver  la  figure  qu*ii 
faut  donner  à  la  féconde  fuff ace  du  même  verre ^  afinqueies  rapomg 


l 
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AVERTISSEMENT.  w»à  * 

,  dont  mn  même  f  oint  déterminée  iiift^ermt  tout  iew^fit, 

iMj^iewt^  commencent,  ^ffftnàinnt,far  cette  première  [ 

Aâvnr ,  des  fwméeeiet  tnétMtt  de  tAnaiffe\  ^  dswrfont  % 
tf^s  dee»i  mkbUeséémsU  <Se*metrie  jmfU  ^  eomfofit,^ 
ééms  UrifokH^n  4es  PeeUmee  Phffce^malhematifms^tnem^ 
floyant  U  calcul  ordinaire  de  fAiffére  >  4e  tdetd  âijfirmkl^ 
4e  €ai€$d  ènttffMj, 

Dam  mtefrcevde  lébme  ,  filet  e^s  ^•'4s  mmit  O^ém* 

U  feemeare  ne  denefom  fa$  agèfjjmdiem»  Ue  Seront  Jet  fe9é$ 

feemters  Ltmnt,  U  fmmieet  S«0im  dm  fnatrikiu  Uvet,  U 

•rHfemejmffu'à  faet  64,  é-^  fnatnime  SeSHm %Ufrem«em 

Se^on  Am  cmfnihte  Liem ,  U  féconde  S^im  jtfi^M  faef.  54;  I 

ia  tewifime  ^Miien  jnffiti  tort.  lOf  ^  Us  iinnt  tnfmHe  lenteM 

fermière  F^rtiedm  imitiéme  iàvrei tes  freit fftmitres  S^fU^m 

ée  U  fscemde  P^Mtie ,  extefté  fart,  53*.  é-  ies/ntvans  pMé 

f.m.  Hft)  Us f agiront ia  ^natriéme  Se€lion,é-  ^dirent  iam 

da  treéfktft  Partie  ia  frtmkre  StSùm  ynfii^i  fart.  «««,  i§s 

f^cemt<ttarHUe&éesfiifvamjmfyirÀfaft.'yui.,qm*Uffem^ 

f»mda9  avec  œ  fui  f9j(ede4a  première  S^on-y  Us  ne /irentnf 

la  féconde  ni  la  troifiéme  Seffion  ,  ni  U  premier  Exemple  deU  < 

fitatrJé$neimattUs  Uroittie'reJhde(afuairiSmeSefken,^i/s 

pomwm  ewtenJv  iet  fx  Kieemples  Piiyfco -■mathematîqun Mi  ' 

fmiiafnéteiamtfmhneSemon.  .  \ 

iUw  tm»  treifUme  i^hre ,  Us  ajomemett  et  ta  prieejiente  te  v 

^iémeé-^efiiptiéme  £evre^€xffepté4acfn^éme^taJSx^m!t 
SeeUen^  fejptiéme  Livret  j^  Ufff  mtra  phis-rien  dan$  U  éni- 
Uéene  làmm  fit'ile  tte  fttiffent  entendra  &  Ht  feront  en  état  ée 

feùfhthoixdefMèthe^Uéiiiiimui^^^dt  Jêiemufsnmin 

les  pUti familières. 

<  PertrerUènéreteitttetfksvrap,  ilnffoKtf^avofr^ies  opt^  • 

*''»^s^fAliçSimferiesigraiaiemrsiitterales,fefi'k-iireiHi$ 
fam  fif<moiri(fm  UjètUxiMeui^  tes  proportjlom  &ies  progr^ns; 
Ces  chofesfont  expliquées  dans  UsTraitet,  XAUéhe^  comme  dam 
he  gt'uiww  ^f^Bve  ^elbot ,  «gr  hms  ïeTraittée  U  Grandeur 
^9trtLaKmfiipnnefni9aKia<Uomettietttint4e9^''Defcartes^ 
fmmtmfeteeitenierÂu  petit  Traîtt  dontU  thre  r/?,  IMocJpia 
ldmtiMe»e«s  Momttù^ ,  Mti  efi  au  eomrnencemtftt  du  feceni 
9iékme,  Pw»  mtendre  deitmimt  Idwm  Hfumtéefçavoirli^ 


jçviîj  Ay;ÇR.TISSEMENT. 

"^iametfii  fimfU  y  c^fi-k-dire  j  ce  qui  eft  contenu  dans  les  jhç 
pemiffs  Livres  £EuclUe.^  On  demnera  dans  la  fuite  un  Traite 
£  Algèbre  ^  mç  Geemctriefimple.  > 

^ ,  ZefeuL  calcul  qui  n'cjipas  eKplique  dans  Us  TrMtetJiAlyAre 
^nt  on  vient  de  parler ,  e fi  celui  des  exppfans  des  puiflàûces. 
^n  le  mettra  ici  en  peu  de  mots  pour  la  cormnoditi  des  comment 
çans  qui  pourront  le  lire  quand  ils  feront  arrivex^aux  endroits  de 
^r .  Ofiyray:  oé,  ils  en  auront  befoin. 

Lorfqu'une  même  grandeur  a  efi  multipliée  par  ettememe  une 
fyis^  deux  fois  ^  trais  foi  s  y  ^  aidfidefuitey  les  produits  aa^  aaa, 
f^aa  ^  érc.  s* appellent  les  puiffances  de  cette  grandeur.  Pour  abre^ 
q^r  ces  exjr^ons  >  l'on  écrit  au  haut  de  cette  grandeur  vers  la 
^rpiteen  moindre  car^ihre  le  nombre  qui  exprime  combien  de  fois 
chacun  des  produits  contient  la  lettre  a ,  de  cette  manière  a%  a^  ^ 
â.%  a^»^c.  ces  nombre  s  s^appellentl^s  expofâns  des  puiffances  de 
4a  grandeur  a  j  ainf^  i^ejl  la  féconde  puifance  de^^é'%efi  iV^r- 
fofant  de  la  féconde  puijfance  dez^^efi  l^expofant  de  la  froifséme 
fuiffance}  ^  ainfides  autres  :  on  donne  auffi  k  la  grandeur Jmp te 
'^^r unité  pGur  expofant^  de  cette  forte  a\  ce  qui  marque  la  pre^ 
fuiere  paiffancjt  de  z.  qui  n^efi  point  multipliée  par  elle-même.  Les 
candeurs  dont  les  expofâns  font  des  nonibres  entiers  ,  s'appellent 
4es  puiffances  entières. 

.  Les  racines  £  une  candeur  a  fe  marquent  ordinairernent  par  le 
;&ne  V  avec  le  nombre  au-deffus  qui  marque  fi  Ce  fila  racine  quar-- 
ree  ou  féconde ,  la  racine  cubique  ou  troifiéme^  la  quatrième^  gj^r. 
4e  cette  forte  y/ 3l^  ^a,  ^a,c^r.  Mais  four  les  réduire  au  même  cal- 
cul que  les  puiffances  entières  y  on  les  marque  fans  lefigney/^  étalon 
écrit ypour  leur  expofantyUnefraBion  dont  le  numérateur  efi  l'unité 
4Jr  dont  le  dénominateur  efl  U  nombre  x  fi  c'eft  la  racine  féconde  i  le 

Nombre  3  \  quand  c^eft  la  racine  troifiéme^  drc  de  cette  forte  a  «'^ 

a  sa  4,  a  Tj  &c,  Ainfiz  *  =«y/â  marque  la  racine  féconde  de  a  j 
^  ainfi  des  autres.  Par  le  moyen  de  ces  expteffions  en  peut  regar^ 
der  les  racines  des  grandeurs  comme  des  puilîaûccs  dont  les  ex- 
jofans  font  des  nombres  rompus.  ^ 

.,  Za  racine  quelconque  d^une  grandeur  a%  a\  &c.  qui  efi  une 
fuiffance  entière^ fe  marque  en  donnant  pour  expo  font  k  cette  graru 
^eur  unefraHio»  dont  le  premier  tertfie  efi  l'expo  faut  de  la  puifanet^ 
en  fi  ère  de  cette  grandeur  ^  é-  dont  le  fécond  terme  efi  Nxpifani 
^elaracint^u]^  veut  ^xprimet,,4infi,Ujacin^fec4^^^ 

marque 
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WdrqMtainfi ^^^U  racine  cinquième  de z'fe  marque  ainfi a  ^ 
Jfl  en  eji  de  même  dei  autres  i 

.  Pour  marquer  untfuiffanee  en  gênerai^  m  f rend  une  lettre f^nf^ 
§ixfofantyainJÎ2^  marque  une pui^ance quelconque  i  Pexfofant{n) 
refrefentetelnomhreqn*on  vaudra ^  frit  entier:,  foit  romfu j^  ^  on 
taffeBe  ^à  caufr  de  cela  ,  un  OMpefant  indéterminé.  On  feut  auJK^ 
marquer  tme  fuijfance  en  ^eneraly  dont  Pexfofant  eft  une  fraction  , 


dec^te^maniere  z",  ce  quififfiifie  ^  à ,  c^efi^Mrela  racine  queU 

m 

^nquerefrefintée^far  (n)  delà  grandeur  ft.  De  mJtme  a  "  as  ^  a"* 
marque  la  racine  quelconque^  refféfrntéefarf indéterminée  n^deZ'^ 
élevée  À  la  fuiffance  entière  dont  te xfo font  ^  quelque  nombre  en^ 
tier  quUl  puiffe  être  y  eft  refréfrnté  far  t  indéterminée  m.  Ces  ex^ 
fofarts^  indétefmineKjervent'  à  trouver  des  ré fr  lu  tiens  oMierales  qgl 
cenviennent  k  toutes  Us  grandeurs  Particulières  dont  les  fuiffances 
ffiuvetit  avoir  pour  expo frns  quelque  nombre  qmece  puiffe  être  i' 
tous  ces  expofansiparticuUers  pouvant  être  refréfrntex^par  l*ex^ 
pefansindetermmé.  Ces  chefes  fuppafees ^vûici  leealculdespuif^ 
faseces  par  It  meymt  de^  leurs  eocpofrmsè 

£e  G^X;Ct7X  DES  FtJlS«AMCES   CÈS^  «RAND»UILS? 

par  le  moycû  de  leurs  expafans; 

P'OV  X  multiplier  deux  pmffances  ^têne^andeur^ilnefaut 
qu* ajouter  les  deux  expofdns  de  ces  pui^anc^s y  é*  écrire  lé^' 
femme  des  expo  fans  peur  Pexpofanrdteprmittit. 

pour  divifer  unepuiffanct  d^unej^randeur  par  une  '  autre  puifr 
fànee  delà  memergrandeur-y  il  ne  jfaut  qu^b  ter  t^^o fane  du  di-^ 
vlfeur de  rêxpofdittde  U puijfanee  k  divifer yf^  écrire  la  Àiffe^ 
rencedes  expofanspeur  texpofant  d»  quotient. 

Fèurnmhiplier^par^yil  faut  écrire  i^'*^  où  ^^'pourtepro* 
duiti.Pèur  multiplier  z^  par  ù,\  itfaut écrire  a**'  ou  z^ pour  le 

peàmt^  Pèuf^mmUipUer  ^^par^^Ufaut  écrire  pmtrU  pfoduit^ 
t    »  «Bra  *.  Femr  mstmplier^^  pato,  ♦ ,  il  faut  écrire  pour  le-' 


proiufH^'S'^^ :ssxak^:  TH  mhne  te prodàiidé  ^par  x^  eft  x^*^ 


m.  i& 

tehi 4e  ^tptf  ytefi^*"^ y ctlài de ^  faf  X  '  efi%^ '  ycekl 


'éi.  iR  par  «*■  eft  x  **  *  ±te  x r^*^.  //  en  eft  de  même  des  autres . 
Terne*  Z,^  d> 


itx  AVERTISSEMENT. 

Pour  divifer  â^  far  a  *^  il  faut  écrire  pour  le  quotient,^}  "  *  s=s  a^j 
^^  ;»^;»^  /^  quotient  de  a*  ^^r  a^  ir/?  a*  •"  *  3=3  a  '  j  celui  de  a*  ^f/z;^ 

^^r  ^\ejl%     ^i=s:Z^.Ze  quotient  de  ^^ far  a^  ^  a  *  "^  7  =s  a  '  »{ 

uluide  a*jpifj»aTi^a'""TŒaa""i.D^  m^;»^  /p  quotient  de  x^ 
far  x'^  ir/^  x""^j  f^/w^  x'"/^r  x-"#/  x"*%  ff/«/  ^r  x'^p^r  x' 

€y?  x"-^i  celui  de  x'-'^divifie  far  x-Te/ix-'^'^j^  Il  en  efi  de, 
même  des  autres. 

On  remarquera  qu'il  fuit  de  ces  opérations  ,  i^.  qfi^un  ^xpofant 
négatif  marque  que  la  puijfanoe^  dont  il  efi  J^exfofant^  efi  un  divi^ 
pur,  ^^u\eUe  efi  par  eonfequent  au  dénominateurs  ainfi  x"^ 

^x  >  ^      =^-m«  X   * r —  V  ^  * ••  -^^^  ^ 

»  x7      y  *  ^ 

de  mime  des  autres. 

a**-  Que  Ton  peut  d^s  unefraBion ,  faire  paffer  une  puijfanc9 
du  dénominateur  au  numérateur,  ou. du  numérateur  au  dénomina* 
teur,  fans  changer  la  valeur  de  la  fraflion.  Par  exemple  au  lieu 
de  ^,  on  peut  écrire  ax*y""^  L*on  peut  encore  écrire  ~-7.  it 

en  efi  de  mime  des  autres.  Ces  changemens  Jtexprefiion  feuttevt 
être  d'ufage  dans  quelques  rencontres. 

i^.  Que  quand  i^n  multiplie  deux  puisantes  dont  Us  expo  fans 
[ont  négatifs t  farextmfle x ~  *fétr  x ~  * }  ce^  inné  leprt^ 
duitx"":  ""  T  B=B  x"'  j  ctttt  opération  revient  k  la  même  chofe 
efuefPon  divifoit  x  -  \far  x  ^icar,  le  quotient feroit  ai^  x  -  ^  -  i 

ff"-  Q^e  quand  on  nmltiflieîa  même  ^andew  ou  la  nUnu 
fuijfance  flâneurs  fois  far  ,eBe-mème ,  far  exeiufle  x  "^far  x  * 
farx  *-farx  *_,  ilfaut  écrire  ^  four jxfo faut  d»  froduit^  U  doublé 
4e  texfofant  ^uand  c'eft  x  ï/4r  x  Ï3  le  trifle  y  qfiand/ffi  x  * 
farx^far  x  »  j  /p  qnadrufle^  dudnd  c*efi  x  '^far  x  'Wx^/^rxTî 
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1^  aînfi  des  autres  i  C»r  x»xx  ïssrx**  »s3sx  »asx^  x»x 

■î-       -ï.  i^i^l  lit         11  1111 

r^'xX^asX*      *      »  =  X»iX»>cX*XX»"xX»=aX»*4     *-*T 

=  X  *  =5=  X  V  //  r«  f/  ^^  «^;«^  rf^/  ^0/rtf j«  Ifoà  tm  voit  que  pour 
élever  U  fuijfànct  iPune  grandeur  k  une  fuijfance  dont  texpofant. 
tfi  un  nombre  entier^  iln^y  a  qtik  multiplier  t expo fant  de  cette 
fuifancepar  texpofant  de  la  puifdnce  â  laquelle  on  la  veut  êle^ 
"ucTj  (^  ron  aura  t expo  faut  quo  In  cherche.  Par  exemple  pour 

ileveriî^kla  quatrième  puijfance  ^  ilfaut  écrire  xî^4^=xT, 

lyoà  il  fuit  que  pour  avoir  la  racine  d^unepuiffance  quelconque^, 
ilny  à  qu^a  divifer  ^èxpofantde  la  pnifancepar  Foxpefant  du 
^gnè  radical  dkla  racine,  &  le  quotient  fera  l"  expo fant  que  F  on 
Perche:  P}tr  exemple  pour  extraire  la  racine  quatrième  marquée 


t 


far  y)  de  z  ' ,  ilfaut  écrire  pour  la  racine  a  4  =  a  "•  Cefi  la^ 
même  chofh  des  autres. 

Mais  j  divip  par  4  efi  la  même  thofê  que  f  mutiiplié  par  ~  • 
,ainfien  regardant  les  racines  comme  des puijfances ,  Ceft-k^dire^. 
n*:employant pas  le  fiffie  radical  V pour  marquer  les  racines,  mais 
leur  donnant yComme aux  puiffances ,. four  exfofata  des  nombres 

rompus  y  alors  pour  élever  une  puiffânce  comme  z^  kune  puijfancè 
Hont  F  expo  font  efi  un  nombre  rompu,  par  exemple  ^ ,  //  ne  faut  que 

multiplier  texpofant^de  la  puiffante  propofee  a  '^par  Nxpofant  \ 

de^la  puiffânce  à  laquelle  on  veut  élever  a  J ,  ^  Hon  aura  a  T '^  4 
=  a  -j^.  Ce  qui  donne  cette  règle..  \ 

Pour  élever  une  puiffance^  quelconque  a"  i  une  puiffânce  quel^ 
conque  dont  hxpofant  eft  repré fente  par  pi  ^  il  ne  faut  que  multi^ 
flter  texpofantndtla puiffânce propoféf  H^ par  l^expofant  m  de 
la  puiffânce  à  laqueBe  on  veut  élever  a'\  ^  écrire  a""*  pour  Im 
fuiffance  que  Pon  cherche.  * 

Pour  élever  a?  k  la  puiffânce  dont  l'expofant  efi  \^  ilfaut  écrire 
^?    '^ sssa^ipouréleverx^ àlapuiffancedontTexpofantefi^^^^, 
ilfaut  écrire:^    7  •- Jl  en  efi  de  même  des  autres^ 


atxij  AVE  ans  SEMENT^ 

y'oilk  le  cslcul  des  fuijfances  parle  mojfen  de  leurs  txféfoHp 
tfoiciia  ratfon  fur  UqmeOe  ce  calcul  efi fondé:  les  ZeBeurs  fin 
ffaventJes  prefrieiet^des  progreffions  arithmeti^s  XÎT'da  ftê^ 
grej^ons  geemetri^s^  Pentendront facilement. 

A  Pcogreffim  ge<mittriqiie  des  poiflâocei  de  jr. 

S  Xamêfoe. 

^  9r\  nr^^  ur\  $rU  m-^%  %^\  *%  n\  â\  é\  a*,  t^,  a<^  «cç.^ 

TùUHsla  puiffanees  Sune  grandeur  a  m^i  de  fuite,  de  ma^ 
e^iererûue  .a%  m  ^  ^r  ^i  efi  la  même  chefe ,  tunitèfeit  -entre  ceÉe* 
dont  tes  icxpéfans  font  des  nemhes  entiers  pefaifs  pris  de  fuite  ^ 
i^  celles  dont  les  expofansfont  Ui  mêmes  mûmbres  négatifs  mis 
Mu!R  de  fuite  i  toutes  ces  Jfu^ances  ^  Jis-je^  font  uns  profftfion 
riffometri^ue. 

Les  expofansdeeesputffaneeefontune  prowfion  arithmétique^ 
4^  tfr^qui  ejl  entre  les. ejcpoftns  pojStifs  ^  les  expafàns  négatifs  ^ 
afi  texpofant  de  t  unité  ou  de  a»  dans  la  progrej^on  géométrique:: 
Minjiily  a  deux  pro^effsons  dans  J^expteBon  S  ;  la  géométrique 
ajf  ceRe  des  puiffanus  S  f arithmétique  efi  celle  des  exfofans. 

Outre  les  termes  marquexjtansîaproffefion  géométrique  B,  on 

uu  peut  concevoir  une  infinité  Vautres  de  cette  manière.  Entre  a^ 

-^M  f unité  ^  a\  on  peutconeevoir  toutes  les  puiffances  infinies  de  a 

dont  le  s  expofans  font  les  nombres  rompus  pofitif s  moindres  chacun 

que  Uexpofant  i  de  a'^  comme  a  ^^^  a^^  aT^  a T^a  *.,  a  J^  Ccc 

^  ton  peut  concevoir  entre  eJ^é'  tT^  toutes  les  puiffances  kt  infini 
deu^  dont  tes  expofans  fout  les  mêmes  no9t^res  rompus  moindres ^ 
chacun  que  l'unité  j  mais  négatifs. 

On  peut  de  mémo  concevoir  entre  Oi\^  a'  un  nomire  infini  de 
puiffances  de  a  d»nt  les  sxpofans  font  de  fuite  tous  les  nombrtt 

'  '       fon 


nmpus  pofitif  s  fut  qui  paffent  tunite^  é*  font  moindres  que  i.  Om 
feue  at^  concevoir  entre  oT^ié-uT^le  nomho  infini  de  puiffan^ 
us  de  a^  dont  les  expofans  font  les  minus  nomkres  rompus  dont 
unvienede  parler  y  mais  négatifs. 

A  in  fi. entre  chacun  des  termes  do  la  progrefilon  B  f^  celui  qui  le 
frit,  ou  celui  qui  le  précède ,  il  peut  y  avoir  une  infinité  i  autres 
èermfs  qui  feront  tottsks  puiffances  de  a^  mnis  leurs  expofans  feront 
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/jfr/  mêmhts  rinfus  pfjitifs  m  allant  ic  ^  versU  in}te^  &  né^ 
féU^s^tn  aUam  de^^'^mlapmche. 

Pmr  faire  cmcevùir  que  us  ex fe fans  de  ee  nemire  infini  de 
fniffanees  de  a  mifes  de  fuite  en  freyeSien  geemetrifue  ^  font 
rentr^mx  wne  frcgrej^en  arithmétique ,  dent  la  différente  eft  lefht 
fetirntfmbreqû^en  fuiffe  ima^ner^  il  n^y  a  qu'i  faire  remarquer 
ame  manière pmf  le  de  trouver  ces  termes  moyens  k  P infini  entre  les 
fermes  marquex^dansB.  Tar^xemflefour  trouver  tous  les  termes 
^entre^^^'é*  a  V  ou  entre  i  é*  ^\  il  ^y  a  qù^k  prendre  le  terme  moyen 
jfropertionel  géométrique  ^z,  ^  ^four  avoir  fin  expofant,  il  n'y 
.a  qu^kfrendeele  moyen  arithmétique  frofortionel  entre  o  ^  < 

^efi  \.  Ainf  Fon  aura  -n-a^,  a  %  a'.    ' 

Onfftndra  de  même  la  moitié  deo^\  qui  e fi  \^  é"  i^  moitîi 

^\^^<s=M\^UqueJlenmtiéefi\^é'^on aura^ z\ a 4^  as 

4L  4)  a!.  On  cen^^  clairement  q^on  peut  ainfi  continuer  de  fren* 

Jre  des  fermes  moyens  fropntionels  ^  tani^  les  géométriques  que  let 
arithmétiques  correffondans ,  tjt  ^l^  k  f  infini  ;  ^  qu*on  peut 
^n fuite ^ au  lieu  £un  moyen prop^nptumel éprendre  dcuxytroiSyqua^ 
4re^<^c.  moyens  proportioneUffonutriques  entre  deux  termes  voi'- 
fins  y(^  pretulre  en  même  temps  Jes  moyens  proportionelsarithmeti*- 
jques  correjpandans  qui  f  cru  iront  £  expo  fans  aux.  ^ome  trique  s. 

En  ima^nantdela  même  manière  les  moyens  propûrtionels  geoi^ 
imetriques'  entre  tous  les  termes  voifins  ^  les  arithmétiques  qui 
ieur fervent  d expo  fans  j  on  verra  clairement  qu^  on  peut  poncevpit 
mneprogfcfiion  géométrique  infinie  de  toutes  les  puiffances  de  fuite 
d^une  grandeur^  dont  Us  expofans  ferontmt^ll^  une  progrqfion  aritk^ 
inetique. 

ronremarqueraque  routes  les  fois  qu'enprendraf notre  termes, 

dans  la  proyéJlion  ge^metri^e^  qui  feront  entreux  une  propar*- 

tion  géométrique^  les  quatre  expofans  de  us  quatre  termes  feront 

entreux  une  proportion  arithmétique:  Et  que  toutes  les  fois  qu^en 

prendra  pluSeurs  termes  j  c'efi-k-dire  tant  de  termes  qu*on  vou^ 

dra  3  dans  fa  progrefiSon  géométrique ,  qui  ^  ^oiqu*èleignexJes  unr 

des  autres ,  firent  pourtant  ont/ eux  une  progrej^oft  géométrique  i 

les  expofans  de  tous  ces  termes^  pris  dans  le  même  ordre  y  feront 

entr^eux  une pro^effîon  arithmétiques  Cefi-k^ircy  la  même  difi 

rfirenu  reptera  dates  leur  proyrdl^oet* 


I 

f 


Kiv  A  y  E  R  T I  s  SE  MTEN^r. 

M^s  quand  z^ro  efi  le  premier  terme  iunefrtkfonicn  arHhnu^- 
tique  o,  i:i,  i-h2  =  3,  il  faut  ajouter  le  fécond'^  le  troifiémer 
termes  é*  la.famméefi'  le  quatrième  terme.  Quand  x^ro  eft  le 
quatrième  terme  d'une  frofertiow arithmétique  3, 1  u^Oyllfaut 
retrancher  le  fécond  terme  du  premier^  (^  la  différence  efl  le  trou 
Jième  termes  Enfin  ^andx^ro  efi  le  premier  ou  le  dernier  terme 

m 

d^une progrej^on arithmétique -^ Qj  i^x,  3^>4%5  -4-  4>  3,  i>  i^  o, 
il  faut  multiplier  le  terme  le  plus,  proche  de.  xgro  y.qui  efi  la  dif^, 
ference  dé  la  progrefiion  y  par  le.nomire  des  termes  depuis  xgrob 
non  compris  y  par  exemple  par  4 ,  fi  Pon  veut  le  quatrième,  terme^ 
4ipuiS  xgro  iTon  compris  ^  (jr  le  produit  efi  le  terme  que  ton  cherche^ 
C'efi  la  raifort  des  règles  qu'on  a  données pounmuhiplier^ poup^ 
divifer  deuxpuiffances  £une.  même  grandeur  tiune^parl\auire pat 
le  moyen  dès  expo  fans  V  ^  pour  élever  une  puiffance  £  une  y  an-- 
dèur  à  une  autre  puijfanee  dont  Pèxpofànt  efi  dormi.  Car  pouf- 

multiplier  par  exemple  H'  par  a?,  il  y  a  une  proportion  géométrie 
que  a"  ou  i  .z^.w  a*,  af ,  dont  t  unité,  efi  le  premier  terme ,  a*  (^  aJ 
font  le  fécondé"  l^  troifième  terme  ^  f^  Ui  produit  o^  que  ton  cher^ 
che  efi  le  quatrième  terme.  Les  expo  fans  o ,  r  :  3^  J-f-  raasy 
font  aufii  une  proportion  arithmétique  dont  xgro  efi  le  premier  ter*» 
THe,  les  expofans  1  èL  ydes  grande$trs  À  multiplier ^  ^^^^forit: 
le  feeond^  le  troifième  terme  :  ainfi  ajoutant  ir  h-  3 ,  lafomme  y; 
efi  texpofantdu  terme  a*  que  ton  cherchoiti 

J?our  divifer  ^^  par  ^^il y  aune  proportion  géométrique^,  a* 

T:  a\  a^  ou  I ,  dont  a^  efi  le  premier  termes  le  divifeur  a'  lé  fécond 
terme  y  le  quotient  a"  que  ton  .cherche  efi  le  troifième  terme  ^  ^- 
f unité  a*  ou  i  efi  lé  quatrième  terme.  Les  expofans  3,1:1,  o^ . 
font  aufft  une  proportion  arithmétique  î  le  premier  terme  efi  j^^  le 
fécondé  fi  z ,  le  troifième  1  efit'txpofàntdii  quotient  que  ton  cher^ 
che  3  ^  t^ro  efi  le  quatrième  terme  j  ainfi  en  retranchant  le  fe^ 
cond  terme  i  dit  premier  terme  3 ,  la  différence  i.  efi  texpofant  dk: 
quotient  que  ton  cherche; 

Four  élever  là  puiffance  d^une  grartdiur  commet  ^  tine  puif 
fânce  dont  t^expofantefi  donné ,  par  exemple  k  là  puiffance  dont 
texpofant  efi  4 ,.  il  y  a  une  progreffion  gfometriq^e'^^  ^.oui^  af> 
et  ^^^!^yAont  le  premier  terme  efitunitè^  la  puiffance  donnée  a^ 
efi.  le  premier  ternujtprés  tumtè  ^  é'  la  puiffance  a!  quetonxher^- 
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ithe  tfilt  quatrième  terme  a^rès  Punité.  Les  expofans  font  at^ 
une  freyfffîan  arithmttique  —.-  o,  i,î.,  3>4)  depuis  xerai  U 
premier  terme  afrès  z^ro  ifi  V unité  y  ^  c'efi  la  différence  de  la 
fr9^r(ffion  »  Pexpofant  que  Pon  cherche  eft  le  quatrième  terme 
■après  Sigre  i  ^  dans  une  pro^eûion  arithmétique ,  la  différence 
■étant  ccnnue^  qui  eft  ici  lyCr  le  nombre  des  termes  après  X^ro, 
^ui  eft  ici  4 ,  ilT^y  a  qt^à  multiplier  la  différence  par  le  nombre 
des  termes  depuis  xfro  non  compris  i  &  le  produit ,  qui  eft  ici  4  , 
^ftle  terme  que  l'on  cherche  de  laprogre^on  arithmétique  ^  f^p^r 
tC^nfè^uenr  PfJipcfant  de  la^viffanu  ^  .^uSon-thepf»**/^        -* 


AFIS.    AtL'   LECTEUR.. 

LA  première,  édictôn  dé  YAnsAjCé démontrée  du  Père  KtrmtÂv; 
étant  dèvenae  très-rare  depais  plufieurs  aimées ,  nous  avons  crû 
devoir  entreprendre  cette  fécondé  édîti6n..Notts  n'ayons' rien  négKgé: 
pour  la  rendre  anfli  correâê  que  là  première;.. On  croavera dins  cette 
nouvelle  écfition-qoelqiies  Remarques  dé  M:  de  Vâsignon  fiûr  l'Analyfit 
démontrée  ^  .nous  av<ms  yHgjk  à  propos  et  les  inlêrer  à  là  &  dctTbme 

fécond ,  afin  que  cmauffk  oncii  {ftoumédidîm  délltoalyfep^^^ 
les  y  joindre^. 


« 


«NACVSÊ 


ANALYSE  DEMONTREE, 

L    1    y  R    E        I. 

DE     L'ANALYSE    QUI    ENSEIGNE 

à  réfoudre  les  Problèmes  qui  fe  réduifent 

èi  dès  équations  Cmptes. 

S  E  C  T  I  O  N     L 

La  Méthode  de  réduire  un  Problème  en  équdtions, 
PROBLEME     I.  ; 

*-  K.  EDV IRE  un Pfohtème en  équations i  c'eft-à^dire  expri- 
mer par  âes  équations  tous  les  raports  £un  Problème. 

.    1**.  L  faut  dîftiingucr  avec  beaucoup  d'atten- 

tion les  crois  choies  que  renferme  le  Pro- 
blème: I.  Les  grandeurs  connues:  i.  Les 
grandeurs  inconnues  qu'on  cherche,  ou 
qui  fervent  à  faire  trouver  celles  qu'on 
■  cherche  :  3 .  Les  raports  connus  entre  les 
grandeurs  connues  &  les  inconnues ,  ou  même  ceux  qui' 
font  entre  les  inconnues. 

2**.  Il  faut  marquer  les  grandeurs  connues  par  les  pre- 
mières lettres  de  l'alphabet  a^btC-t  &('  èc  les  inconnues 
par  les  dernières  s^  t^  v,  x,^,  i^ 

Il  eft  bon  auili  démarquer  les  gr^dei^rs  ç.Qnnues.$6  in- 
Tonu  /.  A 


t  AvAtTSZ      DEMONTIl£*£, 

connues  par  les  premières  lettres  des  noms  qui  les  eicpri* 
ment  :  Par  e:(emple  de  marquer  un  nombre  en  gênerai 
par  »,  une  fommç  par  y,  le  temps  par  t^  la  vîtefle  par  v^une 
tangente  par  #,  une  (butangente  par  /,  &  ainiî  des  autres  ^ 
cela  foulage  la  mémoire. 

3  ®.  Il  faut  fiippofèr  le  problême  comme  néfolu ,  en  regar* 
dant  les  inconnues  comme  fi  elles  ctoient  connues,  &  trou- 
ver  par  le  moyen  dçs  raports  connus  du  Probl^iiiie  3  autant 
d^équations  qu*on  a  fuppofc  d'inconnues,  11  faut  qbferver 
autant  qu'on  peut ,  Tordre  naturel  dans  la  formation  des 
«équations,  c'eft-à-dire  quil  faut  commencer  par  les  raports 
les  plus  fimples,  &  ife  fervir  cnfiute  parordrç  des  raports 
Ips  plus  icompofçs. 

Exemple     L 

JLRouvEiLie  quatrième  terme  d'une  proportion,  dont 
on  connoît  les  trois  premieiÉ^s  termes. 

i^.  Je  remarque  les  grandeurs  connues  qui  ibnt  les  trois 
premiers  termes  cîonnus,  la  grandeur  inconnue  qui  eft  le 
quatrième  terme,  &  les  raports  connus  entre  les  grandeurs 
connues  &c  Tinconnue:  dans  ce  Problême ,  les  raports  con- 
nus font  le  raport  qui  eft  entre  la  première  &  la  féconde 
grandeur  connue.,  èc.  le  raport  qui  efb  entre  la  troifiéme 
grandeur  connue,  &  la  quatrième  qui  eft  Tinconnue  qu'on 
cherche ,  ces  deux  raports  '-  font  égaux  i  par  confequent  le 
produit  des  extrêmes  eft  égal  a  celui  des  moyens, 

1°.  Je  marque  les  grandeurs  connues  par  les  premières 
lettres  dp  Talphabet,  &  Tinconnue  par  une  des  dernières^ 
de  cette  manierCrSoit  le  premier  termç  5=/^,  Le  fécondais^, 
Le  troifiéme = c.  Le  quatrième «=2  x^ 

3®,  Parie  moy^n  des  raports  connus,  j'ai  cette  propor- 
tion a  ,  6  :  :  c .  Xp 

Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à  celui  des  moyens, 
Ton  aur^  cette  èqûatk)n^x*as=^f ,  qui  el^  cplle  du  Pro- 
blême, 

£   X   £   M^P    L   £      IL 

X  R^ouv  Eii  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  d'une 
progreffion  géométrique  qui  va  en  diminuant,  dont  on  con- 
fiait Iç  premier  ^k  fécond  terme. 


1^,  Je  remarque  les  grandeurs  connues^  qui  font  le  pre- 
mier terme  de  la  progreflîon  qui  eft  le  plus  grand,  &  le 
fécond  terme ,  la  grandeur  mconnue  qm  eil  la  fomme  de 
tous  les  termes  infinis  de  la  progreffion  r  Je  remarque  de  plus 
que  par  la  propriété  des  ^aporcis  égaux  qui  font  entre  tous 
les  termes  de  la  progreflîon ,  la  fomme  de  tous  les  antece- ' 
dfnts,  qui  eft  ici  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  de  la 

Î progreflîon ,  parceque  zéro  eft  le  dernier  terme ,  eft  à  la 
bmme  de  tous  les  confequents,  qui  eft  la  fomme  detous^ 
les  termes  moins  lej)remier ,  comme  le  premier  terme  eft 
au  fécond, 

z"^.  Je  marque  les  g;randeurs  connues  &:  rioconnue  de* 
cette  manière. 

Soit  le  premier  terme  connu  =ss^« 

Le  fécond  =  L 

La  fomme  inconnue  de  tous  les  termes  infinis  s/. 

3  °.  Je  me  fers  ainfi  du  raport  conmi  pour  former  Téqua- 
tîon  du  Problême. 

La  fomme  de  tous  les  antécédents  de  la  progreflîon  qui 
eft  égale  is — o ,  c'eft-à-dire  la  fomme  i  y  eft  a  la  ïbmme 
de  tous  les  confequents  qui  eft  /  —  isi  î  comme  le  premier 
terme  a  eft  au  fécond  t ,  &  j'^ai  cette  proportion 

Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à  celui  des  moyens^ 
Ton  aura  cette  équation  ùs^=r=i  as  -^-^aa  qui  eft  celle  du 
Problème, 

£    X    £   M    P    L    £      I  I  L  

Trouver,  deux  grandeurs  dont  on  cpnnoît  k  fomme 
&  la  différence. 

1°.  Soit  k  fomme  connue  des  deux  grandeurs  incon- 
nues =5^. 

Soit  leur  difïêrence  connue =<î^. 

Soit  k  première^  &  la  plus  grande  des  deux  grandeurs 
inconnues  =3=^  x, 

La  fèconde=rjf, 

2^.  Il  y  a  deux  raports  connus ,  le  premier  eft  que  la 
(omme  des  deux  inconnues  eft  égale  à  ^  ^  ce  qui  donne  cette 
première  équation  x-h/=^. 

Le  fécond  raport  connu  eft  que  k  difierence  des  deu^^ 


J^ 


4  Analyse     demontiib^e. 

incotinues  eft  égale  â  d^  ce  <jui  donne  cette  féconde  c<|iuu 
tion  X — y:=id. 
i.'on  a  ainfiies  deux  équations  du  Problème^ 

R   £   M   A   B.  Q^U   E^ 

L O R s Qu* IL  n'y  a  pas  aflez  de  raports  connus  pour 
trouver  autant  d'équations  qu'on  a  fuppofé  d'inconnues ,  le 
Problème  a  plufîeurs  réfblutions ,  comme  on  le  fera  voi;: 
d^s  la  fuite,,  &  on  l'appelle  indètermir^è . 

De*  FINITION. 

LEs  grandeurs  qirî  font  des  deux  côtés  du  (îgne  =  dans 
une  équation ,  font  nommées  les  deux  membres  de  Téqua,. 
tion ,  X  —-y  eft  le  premier  membre  de  récjuation  x  i — y  =// ^ 
im  d  en  eft  le  fécond  membre. 

Avertissement, 

j\  P  R  e's  avoir  réduit  un  Problême  en  équations ,  il  faut 
faire  en  forte  que  les  inconnues  des  équations  (è  trouvent 
feules  dans  le  premier  membre,  &  qu'il  n'y  ait  que  des  gran- 
deurs connues  d^tns  le  fécond;  ce  qui  donne  la  réfolutioo 
du  Problême.  , 


paration 
Aion 
pes,  &c. 
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SECTION    II. 

La  Méthode  de  dégager  les  inconnues  des  équa^ 
tions ,  &  de  préparer  les  équations 
à  c?  dégagemeiit^ 

Vfa^9  de  t addition  ^  de  la  fouftraBion  four  le  dégagement 
des  inconnues  j  ^  pour  y  préparer  les  équations ^ 

%.  L'Addition  &  la fouftraétion  fervent  à  faire  pafler 
une  ou  plufîeurs  grandeurs  d*un  membre  de  l'équatioij 
dans  Tautre. 


tr       l       y       K       B  !•        T  ^  f 

Il  faut  effacer  la  grandeur  qtfon  yeut  /aire  pjiflèr  dans 
le  niembre  où  elle  eft ,  &  récrire  dans  Tautre  ^nembre  avec 
un  figne  contraire  à  celui  qu'elle  avoir. 

Par  ejcemple,  dans  T^équation  bs^=:^as^-^aa^  on  fera 
paflèr  ^^^aaà^  fécond  membre  xlans  le  premier ,  en  Tefiâ- 
çant  dans  le  fécond  membre ,  &  récrivant  dans  le  premier 
avec  le  fîgne  -h,  &:  l'on  aura  bs  ^^aa^=^  as. 

On  fera  pafler  de  même  dans  Téquatîon  bs-^aa=^  as, 
la  grandeur  •+•  ^/  du  premier  membre  dans  le  fécond,  ea 
reffiiçant  dans  le  premier ,  &  en  décrivant  avec  le  figne  — 
daos  le  iecond ,  .&  Ton  aura  aai=  as  —  bs. 

D  E*M  ONST  RATION. 

JL'On  ne  fait  dans  cette  tranfpofition  qu'ajouter  ou  retran- 
cher des  grandeurs  égales  dans  chaque  membre  de  Téqua- 
tion  :  car  en  ajoutant  -f-  aa  dans  chaque  membre  de  Téqua. 
tîon  bs^=zas  —  aa^  Ton  trouve  aa  -h  ^i  =s  as  —  aa^-k-aa^ 
^.j^aa-^  aa  étant  égale  à  zéro,  on  Tefiàce,  6c il  refté  aa 
-H  bs^  as,  Et  en  retranchant  hh  ^i  dans  chaque  membre 
de  aa  -f-  bs=^as  ^  Ton  trouve  aa  h- bi —  ^/=  as  —  bs^  fît 
^  bs—-  bs  étant  égal  à  zéro,  on  Tefiàce,  &  il  refte  aa  =^/ 
—  bs.  Par  confequent  les  deux  menibres  demeurent  tou- 
jouFS  égaux  après  cette  tranfpofitioA. 

1)fa^e  de  la  tranffêjtthn. 

^/On  peut  mettre  par  tranfpofition  toutes  les  quantités 
QÙ  eft  Tificonnue  dans  un  membre,  &  toutes  les  quantités 
connues  dans  l'autre,  comme  on  le  voit  dans  la  dernière 
équation  -,  ce  qui  feryira  jtu  dégagement  des  inconnues,  . 

%.  Ow  peut  mettre  par  tranfpofition  toutes  les  quantités 
d'une  équation  dans  un  membre ,  &  zéro  dans  l'autre  j  ce 
qui  fervira  dans  les  Livres  fuivans.  Car  en  effaçant  toutes 
les  quantités  d'un  naembrÇ;,  &:  les  écrivant  avec  des  fîgnes 
contraires  dans  l^autre  membre,  régalité  demeure  toujours, 
&  zéro  fe  trouve  feul  dans  le  membre  ofi  Ton  a  effacé  touJ 
tes  les  quantités.  Par  exemple,  fi  Von  a  xx  —  ax  =  ab^ 
Von  aura  par  tranfpofition  xx-^ax  —  ab^=^o. 

3.  On  peut  rendre  pofitivespar  le  moyen  de  la  tranfpofî- 
tâon,  les  grandeurs  négatives  de  l'équation,  les  ôtant  du 
membre  où  elles  font  négatives,  6^  les  mettant  <lans  l'autre 

'  Aiij 


6  ..  An.alt^e'^   ôEk  b  NT  iie'e. 

avec  le  figiîe  -f-  j  ce  qaî  fçit.  à  rendre  rmconnoe  pofîtivc  , 
quand  elkeftnegàdve^  &  àfeirc  trouver  la  valeur  pofitive 
de  l'inconnue. 

4.  lorftjue  la  même  grandeur  fe  trouvée  avec  le  même 
fîgne  dans^ chaque  membre  de  Téquation ,  comme  dans  cet 
exemple  ax  -hdb=i  ^-ai-^-hcy  il  faut  TeÉicer^  &  Ton  aura 
ax  '=bc. 

IJfages  de  la  multiplication  four  f  réparer  les  équations  ,  four 
en  bter  les  froElions ,  é^  fomr  en  dégager  les  inconnues^ 

3-  I.  Lorsque  l'inconnue  eft  dîvifée  par  one  grandeur 
connue,  comme  da»s <:et  exemple  f  =5f,  on  peut  dégager 
l'inconnue  de  cette  grandeur  connue,  en  multiplianc  cna^ 
que  membre  par  la  grandeur  a  y  par  laquelle  l^inconnue  x 
eft  divifée ,  &  Ton  aura  x±si^. 

1.  On  peut  encore  ôter  par  k  multiplication  y  tocKes  les. 
fraAîôns;  d^une  équation. 

Il  faut  mukîplier  tes  deux  membres  de  l'équation  par  le 
(iéiiomîtïafeur  de  fa  première  fradion ,  êi  multiplier  la  nou* 
veile  équation  par  le  dénominatetir  de  la  féconde  fradiofl  y 
&ainfi  de  fuite,  &roû  trouvera  une  équation  oùil  n'y  aura 
plus  de  fradîons.  .        "^ 

Exemple.  Il  faut  ôtèr  les  fraétîons  de  Téquatian  f -♦- f 

Je  multîplie  chaque  membre  par  a^  &  je  trouve  Téquatîon 
^  -t-  ^-  ==  —^ 

Je  multiplie  enfuîte  chaque  membre  de  cette  équation  par' 
le  dénominateur  t,  8C  je  trouve  cx'^ab'=^^: 

Etifin  je  multiplie  chaque  membre  de  cette  équation  par 
le  dénomînateur  e^  &  je  trouve  cex-^abe  =acdoii  il  n'y 
a  plus  de  fradionsi. 

On  peut  ôter  tout  d'un  coup  toutes  les  fradfons  d'une 
équation ,  en  multipliant  chaque  membre  par  le  produit  de 
tous  les 'dénominateurs. 

Dans  l'exemple  précèdent  en  multipliant  f -h  7  ==  ^  par 
à  ce  produit  de  tous  les  dénominateurs ,  l'on  trouve  l'équa- 
tion iiii  -4-  ^'  =  ^  ^  dans  laquelle  effàcjant  les  lettres  com-^ 
m'unes  au  numérateur  &  au  dénomînateur  de  chaque  fra- 
ftion.  Ton  aura  l'équation  fans  fractions  cex  -4-  abe  =  acdy 
comme  on  l'avoit  trouvée. 
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D^où  Ton  voit  que  &  toutes  ks  qi^aadt^  d*iinc  équation 
écoient  divîiëes  par  une  tnême  candeur ,  il  n'y  auroit  qu'à 
eSkcer  cette  grandeur ,  &  l'équation  feroit  fans  fraâions. 

3 .  On  peut  auffi  faire  en  forte  par  la  multiplication ,  qu'une 
des  grandeurs  connues^  laquelle  on  voudra,  devienne  un 
quarré  ou  une  putflance  parfaite ,  en  multipUant  chaque 
membre  de  Téquation  par  cette  mcme  gra^ndeur ,  ou  par  ià 
racine  j  par  exemple,  dans  cette  équation  axx '^a6cs=ic\ 
on  peut  rendre  la  grandeur  c^  quarrée  en  multipliant  cha- 
que membre  par  c ,  &  Ton  aura  acxx,  •+-  aAcx=:c^. 

On  peut  auffi  par  ce  moyen  fairpen  ibrte  ^ans  quelques 
équations ,  où  la  plus  haute  puiilance  de  l-H^cQi)nue  eft  muL 
tipliée  par  quelque  grandeur  connue,  que  ce^ te  :gtandeur 
devienne  quarrée  ou  une  puii&nce  parfaite. 

Par  exemple,  fi  Ton  a  Téquadop  a^çjç ^ abc ^zssithc y  on 
rendra  quarrée  la  grandeur  /^xjr ,  :eQ  tpuit^liaot  chaque 
membre  par  la  grandeur  connue  /i,^  Vf)f^^va^^  fi^fcx  i^4t^x 

e=  abbc. 

Enfin  on^ourroit  ôter  tantes  <}çs,  grandeurs  iiiçompien- 
furables  d'une  équation,  lorfqu'clk  çn  a ,  pgr  le  moyen  de 
la  multiplication  5  mais  cet  u/àge  n'ocant  que  pour  les  équa- 
tions compofées ,  il  ièra  mieux  pla^é  daQs:le  Livre  fui  vaut. 

Démânfiration  de  ums  CfS  pfages. 

1 L  eft  ^évident  que  dans  toutes  les  qperations  précédentes, 
on  multiplie  les  deux  membres  de  Téqïiation  par  des  gran- 
deurs égales  )  par  coniequentib.font  encore  égaux  après  la 
multiplication. 

Vfa^ei  de  la  divifenfowr  préfaùr  hs^  êqHatims^  f^fout 

dégager  les  iw^nn^es. 

4.  I .  L  O  R  s  <iu  E  l'inconnue  eft  multipliée  par  une  grandeur 
connue  dans  une  équat;iG^ ,  comme  aaos  le  premier  exem- 
ple de  la  première  ^  SoÀion  ^  où  l'on  / Arttojuvé  .nix  ?ai  ^ ,  on 
dégaêera  riuciwni»  cnuiivifantduiqtte  mep)i?re.pgrj  cette 
grandeur  connue.  <!    r 

Ainfî  dî vîfant  chaque  mcmfere  par  if ,  l<?n  iwira  x  ,«=  i^,  ce 
qui  donne  la  résolution  du  Problème.,  oit  Ton  voit  que  le  4e 

terme  d'uni;  proportion  «tant  incûiuwvfi(«l^^frQÎ^iP^^^i!^^^ 
étant  connus,  l'on  trouvera k^.  ca idîviiimtiK  |>rç4«lL<ltt 

Second  Se  du  troifiéme  par  le  premier. 


"8  A  N  A   L  ^  s   ï       D  ï  M  O  N  T  R  e'e. 

On  dégagera  de  même  rinconnue  dans  l'cquarion  du? 
fecond  exemple  hs  ^=±éis  ^-^  aai  car  par  traxifpoiîtioB  Ton' 
aura  aa-=as —  ^J5  &  divifant  chaque  membre  par  a  —ty 
Ton  aura  ;^^=j.  C^eft*-à-dire  (irondivife  le  quarré  du  pre- 
mier terme  d'une  progreffion  géométrique  qui  va  en  dimi. 
nuant ,  par  le  premier  terme  moins  le  lëcond ,  le  quotient 
fera  égal  à  la  fômme  de  tous  les  termes  infinis  de  la  progref- 
fion. 

1.  Lorfque  toutes  les  quantités  d'une  équation  font  mul- 
tipliées par  une  même  lettre  ou  par  une  même  grandeur^ 
on  rendra  Téqùation  plus  fimple,  en  divifant  toutes  les  quan- 
tités qui  la  compoiènr^r  cette  grandeur  commune. 

Par  exemple ,  fi  Ton  à  t'équation  axx — aifx^=i  hcx^^n 
divifant  toutes  les  quantités  par  x  ^  Ton  aura  l'équation  plus 
fimple  âx  —  ab^s=:  bc. 

'  3.  Loi-fque  les^  deux  membres  d'une  équation  ont  un  divi-^ 
fëur •  commun ,  on  la  réduira  â  une  équation  plus  fimple ,  en 
divifant  chaque  membre  par  leur  commun  divifeur. 

Par  exemple,  lés  deux  membres  de  axx^^aax=^abx 
— aaB^  ont  le  divifeur  commun  ^x—  aa'y  en  divifant  cha- 
eun  parWx — aa^  Ton.  aura  l'équation  fimple  ;c=^ ,  oà  L'in- 
connue efl  entièrement  dégagée. 

■ 

•    \  Dcmmfifation  de  tous  ces  upages. 

1 L  eft  évident  que  dans  toutes  les  opérations  précédentes, 
on  divife  les  deux  membres  égaux  a  une  équation  par  des» 
grandeurs  égales  j  par  confèquent  ils  font  encore  égaux 
après  la  divifion. 

Vfages  de  Pexttafiian  des  racines  four  préparer  les  équations  ^ 

(^  four  dégager  les  inconnues. 

r.  Lo  R  s  Qjj  E  le  fecond  membre  d'une  équation  ne  con- 
tient que  des  grandeurs  connues ,  &:  que  le  premier  mem- 
bre où  efl  l'inconnue  contient  une  puiflance  parfaite ,  il 
faut  extraire  la  racine  de  ces  deux  membres,  &  l'on  aura 
une  équation  plus  fimple. 

L'on  a  par  exemple  réquatîonr  xx:=:iaa^  il  faut  extraire 
la  racine  quarrée  de  chaque  membre ,  &  l'on  aura  x  ^=ia. 
De  la  même  manière  en  tirant  la  racine  cubique  de  chaque 
memi>re  de  l^équMion  :^:ssAaab  y  Ton  aura  x^ss^aab. 

.  •  T  ^ 
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Le  f^remîcr  membre  de  réquacion  xX'^iax^aar±±6cf 
eft  an  quarré  parfait  ^  ainfi  en  tirant  la  racine  quarrée  de 
chaque  jnem bre ,  on  aura  l'équation  iîmplex-^^=V'^^^ 
&  par  tranfpofition  x^^a-hVic. 

Le  premier  membre  de  Véqu^tiotix^'-^iaxx'^iaax'-^a 
t=iabcy  eft  un  cube  parfait  ^  ainfi  en  tirant  la  racine  cubique 
de  chaque  membre,  Ton  aura  l'équation  fimple;^-^i^ï=c^^^rj 
&  par  trani^ofition  ;if  3=^^  ^ahc^ 

i\  Il  y  a  plufieurs  équations  dont  le  premier  membre  de- 
tieiïdroît  une  puiflànce  parfaite ,  fi  oïl  lui  ajoutoit  une  gran- 
deur connue  i  par  exemple,  fi  Ton  ajoutoit -4*^^  au  premier 
membre  de  Téquation  xx— i#ix=^^j  te  premier  membre 
feroit  le  quarré  xx  —  lax-^aai  dans  ce  cas  il  faut  ajouter 
à  chaque  membre  la  grandeur  connue  qui  rend  le  premier 
membre  une  puiflànce  parfaite ,  &  Ton  aura  xx  •—  lax  h*  aa 
s=^  aa-^  te 'y  li  faut  eniuke  tirer  la  racine  de  chaque  mem« 
bre,  &  Ton  aura  x— -^=v^^J^^,  qui  eft  une  équation 
fimple ,  où  Ton  aura  par  tranfpofition  x  =  ^ -^  y/aa^bc. 

De  la  même  manière  fi  Ton  retranche  y  de  chaque  menl^ 
bre  de  Téquation  x — ibxx^^^bbx^sss^Cy  Ton  aura  Téqua^ 
tion  X  —  }^xx-f-3^^x  —  ^^==  à  —  b^y  dont  le  premier  mem- 
bre  eft  un  cube  parfait  ^  ainfi  e;i  tirant  la  racine  cubique  de 
chaque  membre,  on  aural*^équation  fimple  x — ^=^f' — "W^ 
&  par  tranfpofition  x^b-^-^c* — b\ 

Le  fécond  ufagc  de  Textradion  des  racines  fert  à  réduire 
à  des  équations  fimples,  toutes  les  équations  où  Pinconnue 
eft  élevée  au  quarré  dans  une  des  grandeurs  de  Téquation  ^ 
&  linéaire  dans  quelqu^autre  grandeur ,  comme  Téquation 
XX  — ax = ab. 

Ces  équations  font  nommées  du  fécond  degré  ^  &  Tony 
dîftingue  trois  termes  :  le  premier  eft  xx,  c'eft-à^dire  le  quarré 
de  Tinconnue  j  le  fécond  eft  celui  où  l'inconnue  eft  linéaire^ 
comme — axy  letroifiéme&  dernier  terme  eft  celui  qui  ne 
contient  que  des  grandeurs  connues ,  comme  ab. 

Za  fhéthode  de  réduire  toutes  lés  équations  du  fécond  degré  â  des 
équations  fitnf  les  :  ce  qui  en  donne  la  réfolution. 

'^.  P  O  u  &  réduire  les  ëcuations  du  fécond  degré  â  des 
équations  fimples,  i^  imùt  faire  palTer  .les  grandeurs  tou- 
Tome  I,  B 
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tes  connues  dans  le  fècoûd  membre.  zP.  Il  faut  prendre  la 
moitié  de  la  grandeur  connue  qui  multiplie  l'inconnue  lu 
nçaire  dans  le  fécond  tei*me.  3°.  Ajouter  le  quatre  de  cette 
moitié  à  chaque  membre  de  Téquation,  &  le  premier  mem- 
bre deviendra  un  quarré  parfait.  4^.  Il  faut  tirer  la  racine 
quarrée  de  chaque  memore  ,  $c  Ton  aura  une  équation 
jSmple, 

Exemple.  Il  fout  réduire  Téquation  xx — ax — ab=^o  à 
une  équation  fîmple. 

I  o.  Je  fais  pa0èr  la  grandeur  connue  ~^  4^  dans  le  fécond 
membre ,  &  je  trouve  xx — ax  ^=at. 

lo.  Je  prens  l^r,  qui  eft  la  moitié  de  U  grandeur  connue  a 
du  fécond  terme. 

3  o.  J*ajôute  ^aa,  qui  eft  le  quarré  de  cette  moitié ,  à  cha- 
que membre,  &  je  trouve  xx  —  ax-^^aa=s:^aa^aè^ 
dont  le  premier  membre  eft  un  quarré  parfait  ^  qui  a  pour 
fa  racine  Af-—*!:^. 

40.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre ,  &  je 

trouve  réquatîon  fimple  x  -^j  a^Bs  Vj^gg  ^  ah ,  &  par 
tranfpofitîan  x^s^\4!i'\-'^  \ag^ab. 

Troifihne  nfage  de  VextraHlondes  racines. 

trouve  dan3  la  réfolution  de  quelques  Problêmes 
deux  équations,  qui  étant  jointes  enfcmble,  ou  retran- 
chées  Tune  de  l'autre,  font  trouver  une  équation  dont  le 
premier  membre  où  eft  Tinconnue,  eft  une  puiflance  par. 
faîte  j  ou  bien  ces  équations  étant  élevées  au  quarré ,  au 
Cube,  &c.  &  enfuice  jointes  ènfèmble  ou  retranchées  Tune 
de  Tautre,  Ton  trouve  une  équation  dont  le  premier  mem- 
bre où  eft  l'inconnue  ,  eft  une  puiflance  parfaite  :  dans  ce 
cas  îlfàut  extraire  la  racine  de  chaque  membre  de  la  der^ 
niere  équation  que  l'on  a  trouvée ,  &  Ton  aura  unç  équa- 
tion  plus  (Impie,  , 

Exemple  7.  5î  l'on  a  les  deujc  équations  ;i^^  h- 3^*^==?^?^^ 

Les  ajoutant  l'une  à  l'autre  ,-,ron  aura  x^-^'^axx  p^rlagx 
^a^r=:b^^c\  dont  le  premier  membre  eft  le  cube  de  x-i-^,' 
il  faut  extraire  la  racinie  cubique  de  chaque  membre,  &  l'on 

aura  l'équation  fimpiit  x>*f>^ afe  *^h^\^ à^  &par  tran^ofition 


7.  t O  N 


.  i      A. 
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fjiifU  II.  L'on  a  les  deux  é<)iiadosis  ^^'•^yy^^-f^ 

Si  l'on  eievc  la  première  à  la  troîficraepuiflance,  &  la 
féconde  au  quarré ,  Ton  aura  ^^---*3x^j^^-3xx^^---y^î=sB^^5^ 

Retrancnant  le  premier  membre  de  la  première  du  pre<f 
mîer  membre  delà  féconde,  &le  fécond  membre  de  lapre^ 
miere  du  fécond  membre  de  la  féconde ,  Ton  trouve  <)x^yy 
-»-6x>:y-+-^^=»^^^-^^^'^  dont  le  premier  membre  eft  le 
quarré  de  ^xxy  -f-y . 

C'eft  pourquoi  ciranc  la  racine  quarrée  de  cJti^qae  nrenv 

bre ,  Ton  trouve  -^x^y  ^y^  =ar  y/\(j^ — "^7"-^ 

Enfin  ajoutant  cette  équation  à  Inéquation  x^  h-  ^xyyss^l^^ 

Ton  trouve  x^  -♦-  ^xxy  -♦-  ^xyy  -^f  =  1^-4-%/  7  f  ^  -^  77  f\ 
dont  le  premier  membre  eft  le  cube  dé  x4-/- 

Oeft  pourquoi  tirant  la  racine  cûbîqtte  de  chaque  menu 

bre,  Ton  trouve  Téquatîon  iîmple  x  -^yz^^^q^^Tq^IZT^^ 

HèmoiifiraUon  de  foUi  cef  ufages. 

L  E  S  racines  quarrées ,  ou  cubiques ,  ou  quatrièmes  ^  &C. 
de  grandeurs  égales ,  font  égales  :  or  il  eft  évident  que  dan^ 
toutes  les  opérations  précédentes  y  on  tire  des  racines  quar*' 
rées  ,.ou  cubiques,  ôcc.  de  grandeurs  égales  j  les  grandeurs 
que  Ton  trouve  font  donc  encore  égales ,  &  elles  font  une 
équation ,  mais  elle  eft  plus  (impie. 

Avertissement* 

Le  s  opérations  précédentes  fuffifentpour  dégager  Hn-- 
connue  des  équations  fimples,lorfqu*îl  n*y  en  a  qu'une  feule^ 
mais  Ton  a  encore  bcfbin  des  fubftitutions,  lorfqu^on  trouve 
plufieurs  équations  fîmples  dans  ta  réfblution  d*un  Problè- 
me y  qui  contiennent  pluiïeurs  inconnues, 

y 

Des     s  u.b  stituti  on  s. 

3;  LOrsqu^il  n^^y  a  qu'une  inconnue  dans  le  premier 
membre  d'une  équation ,  les  quantités  dont  le  fécond  menw 
bre  eft  compofé  ^  fonr  la  valeur  de  cette  inconnue. 
Dans  Téquation  x=^-*-  ^,  a-^b  eft  la  valeur  de  x. 
Subftituer  la  valeur  d*uoe  incqnnue  di^As  une  équatioif^ 
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c'eft  y  metxre  cette  valeur  à  la  place  de  rinconnue  y  ou  les 
puiilances ,  ou  les  racines  de  cette  valeur  à  la  place  des 
fèmblables  puiflànces  ^  ou  des  femblables  racines  de  Tin- 
connue. 

D*où  il  fuit,  lo,  que  fi  l'inconnue  eft  dans  Tcquation 
avec  le  (îgne-4-ou — ,îl  faut  Tôter  de  Téquation,  &  mettre 
fa  valeur  en  fa  place  avec  fes  fignes  fi  l'inconnue  a  le  figne-H, 
avec  des  fignes  contraires  fi  Tinconnue  a  le  figne— . 

xo.  Si  Tinconnue  eft  multipliée  ou  divifée  dans  Tcquation 
par  quelqu*autre  grandeur,  il  faut  multiplier  ou  divifer  la 
valeur  de  l'inconnue  par  cette  grandeur,  &  la  mettre  dans 
l'équation  à  la  place  de  la  grandeur  oit  étoit  l'inconnue  :  ce 
qui  fe  doit  aufii  entei^dre  des  ^uiÇknccs  de  l'inconnue ,  ou 
d^  fes  racines. 

Enfin  de  quelque  manière  que  foit  1-inconnue  dans  unç 
iéquation,  il  faut  y  mettre  de  la  même  manière  fa  valeur  i 

là  place.  Tout  ceci  s'entendra  mieux  par  des  exemples. 

*    ■  *     . 

E  y  E  M  P  ^  ?    If 

P  O  tr  R  fubftîtuer  la  valeur  dç^,  qu'on  fupppfe  =:a^^x^ 
dans  l'équation  x—y=^d'y  il  faut  ôter — y  de  cette  équa- 
tîon,  &  mettre  en  fa  place  fa  valeur  a — x^  en  changeant 
*  1  les  fignes  de  cette  valeur  *,  &  l'on  aura  x — a-^x=^dh  &ç 
en  abrégeant  Ton  aura  ix~-^=rf,  &  par  tranfpofition  ix 
=3^-4*^^  &  en  divifant  chaque  membre  par  deux ,  Ton  aur^i 
X  =5  ^  5  ce  qui  fait  voir  Tufâge  des  fyb/jtitutions. 

Exemple     H. 

P  O  u  R  fubftîtuer  la  valeur  de  a:  ^  qu'on  fuppofê  s==y  ^- 1  ^ 
dans  Tëquation  xx— tiat — 3  ===  Q  ;  il  faut,i^,  élever  chaque 
membre  de  x  =^Hr  l  au  quarré ,  &  Ton  aura  xx'=yy  -+•  xy 

-♦-I. 

1^.  Multiplier^ -H  I  valeur  de  x  par — 2^&Tonaura---i;v 

3 ^.  11  faut  mettre  dans  Téquation  xx  -r*  ix  — .3  =  o ,  a U 
place  de  XX  &de  —  ix,  leurs  valeurs,  &  Ton  ûnvQ,yy — 4. 
35=  o  ^  au  lieu  de  xx—  ix —  3  =  o ,  &  par  tranfpofition  Ton 
aura j^ =4,  &j^  =  2,  Ton  aura  la  valeur  de  x  toute  connue^ 
en  mettant  à  la  place  dcy  dans  Téquation  x  s=::^ -h  1  ^  fa  va- 
leur %  ^  car  Ton  trouvera  x«r  3, 
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L'opefation  fe  fait  de  cette  manière. 

L'équation  propofée  eft  xx  —  ix— 335=0,  Ton  fuppofe 

JL'on  aura  donc  xx  ^^yy  ^-  iv  -♦-  r.  . 

—  IX  =s=      — xy  —  i. 

Donc  X;tf— -XX—- 3    =    O  =:&  yy        *— 4=sîO. 

Exemple    III. 
On  propofe  de  fubftituer  dans  l'ibuation  x = i=ila  valeur    -^ 
de  t^  prife  dans  l'équation  x,~=i  —  i  +  i^^EL  ^^^  jj^u: 
▼e  en  mettant  au  lieu  de  ^fa  valeur»  ^'"^ 


yc 


—  1"+-  ab-^a  -\~b-\-t 
Vf 


Il  faut  enfuite  abréger  cette  expreffion  par  les  opérations 
ordinaires  de  l'Algcbre  de  cette  manière , 


^™"— ^ 


-r^- hi 


Vc 


«H-iXVf-Hi  V4-hix  v«irrxv<qr; 


I 


VA-+-I  V*-|-i 

L'on  aura  donc  l'expreffion  la  plus  fîmple  x 

Yat-t-a-i-c-i'X. 


Dimonftration  des  fubfiitutions. 

L/  'O  N  met  par  la  fubftitution  des  grandeurs  égales  dans 
une  équation ,  à  la  place  d'autres  grandeurs  qu'on  en  ôte  j 
par  confequent  les  deux  membres  de  l'équatibn  demeurent 
(oujours  égaux,  B  iij 
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SECTION   m. 

Ou  Von  explique  leu  manien  de  réfondre  entièrement 
les  Problèmes  pmptes  ou  du  premier  degré,  ^  l'on 

en  apporte  plufieurs  exemples. 

P  RO  B  L  É  M  E    11. 

^.  A  P  R^S  avoir  réduit%n  Frohlèm»  en  autant  £  équations 

m^on  a  ffts  S  inconnues  i  trouver  la  valeur  connue  de  toutes 

les  inconnues,  c'efi-a^ire  trouver  la  rèfolution  du  Problème. 

Première  manierez 


f 

le 


i^.  ^^N  écrira  toutes  les  équations  du  Problème  qui 
V^y  expriment  tous  les  raports  connus  qui  font  entre 
les  inconnues  &  les  connues  ^  &  on  les  nommera  les  premier 
res  équationSr 

i*.  On  en  prendra  une,  qu'on  écrira  k  part  ^  Ton  preildra 
la  valeur  de  Tune  des  inconnues  qu'elle  contient ,  &  Vovk 
fubftituera  cette  valeur  à  (a  placç  dans  toutes  celles  des  pre- 
mières équations  où  fe  trouve  cette  inconnue,  excepté  celle 
où  on  Ta  dégagée  j  après  quoi  cette  inconnue  ne  fe  trouvera 
plus  dans  les  équations  où  fa  valeur  a  été  fubftituée  5  on 
écrira  toutes  ces  nouvelles  équations ,  8c  Ton  y  ajoutera 
celles  des  premières  équaçions  où  Tinconnue  ou'on  a  ôtée^ 
n'étoît  point ,  s'il  s*en  trouve  quelqu'une,  &  on  les  nommera 
les  fécondes  équations. 

3  o.  On  prendra  une  de  Ces  équations,  qtie  Ton  écrira  avec 
celle  qu'on  a  déjà  mife  â  part,  on  prendra  la  valeur  de  Tune 
des  inconnues  qu^^elle  contient ,  &  on  la  fubftituera  â  fà 
place  dans  toutes  celles  des  (econdes  équations  où  fè  trouve 
cette  inconnue  y  ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  où 
cette  inconnue  ne  fe  trouve  plus.  On  les  écrira,  &  Ton  y 
ajoutera  celles  des  fécondes  équations  où  ne  fe  trouvoit  pas 
cette  inconnue ,  &  on  les  nommera  les  troifîémes  équations  ^ 
fur  lefquelles  on  opérera  comme  Ton  a  fait  fur  les  équations 
précédentes,  &  Ton  continuera  l'opération  jufqu'à  ce  qu'on 
trouve  une  équation  où  il  n'y  ait  qu'une  fçule  inconnue. 
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.40.  On  prendra  la  valeur  de  Pineonnue  de  cette  ëqua- 
tion,  &:  on  la  fubftituera  dans  celle  des  équations  miles  à 
part ,  où  il  n*y  a  que  cette  inconnue  &  aine  autre ,  &  il  n*y 
reftera  que  cette  autre  inconnue,  dont  on  prendra  la  va. 
leur  y  qu'on  fubftituera  dans  une  des  équations  mifes  d  part 
oi\  il  n*y  a  que  cette  inconnue  avec  une  autre.  En  conti* 
nuant  d'opérer  de  cette  manière ,  on  trouvera  les  valeurs 
connues  de  toutes  les  inconnues ,  &  l'on  aura  la  rcfolution 
du  Problème. 

Seconde  manière. 

^  •  A  P  i^  E*s  avoir  écrit  les  premières  équations,  on  pren- 
dra toutes  les  valeurs  d'une  même  inconnue  dans  toutes 
celles  des  premières  équations  où  elle  fe  trouve,  &  l'on  en 
écrira  uiie  à  part. 

2^.  On  comparera  toutes  ces  valeurs  les  unes  avec  les 
autres  5  ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations,  qu'on  écrira, 
&  l'on  y  ajoutera  celles  d^s  pren^ierçs  où  n'étoit  point  cette 
inconnue,  s'il  s'en  trouve,  &  l'on  aura  les  fécondes  équations. 

30.  On  opérera  fur  celles-ci  comme  on  a  fait  lur  les  pre- 
mières ,  &  l'on  continuera  jufqtfà  ce  qu'on  fpit  arrivé  à  une 
équation  où  il  n'y  ait  qu'une  inconnue. 

40.  On  en  prendra  la  valeur ,  &  on  la  fubftituera  dans 
celles  des  équations  mifes  à  part  où  elle  fe  trouve  avec  une 
feule  autre  inconnue,  ôcl'on  continuera,  comme  dans  la 
méthode  précédente  ,  jufqu'à  ce  qu'on  ait  les  valeurs  con- 
nues de  toutes  les  inconnues. 

R    E    M   A    R    Q^U   E.  , 

Lorsqu'on  a  trouvé  la  valeur  toute  connue  d'une  feule 
inconnue,  fi  l'on  n'avoitpas  mis  à  part  les  équations  dont 
on  a  parlé,  on  trouveroit  néanmoins  la  valeur  de  toutes  les 
inconnues  en  fubftituant  la  valeur  toute  connue  dans  une 
des  équations  où  il  n'y  a  que  Pinconnue  qui  a  cette  valeur 
avec  une  féconde  inconnue,  Çcaprèsla  fubftitution  on  pren- 
droit  la  valeur  toute  connue  de  la  feconde  inconnue ,  &  on 
la  fubftîcfterott  avec  la  valeur  de  la  première  inconnue  dans 
une  des  équations  où  il  n'y  a  que  les  deux  premières  incon- 
nues avec  une  troîfiéme4'&  en  continuant  cette  opération , 
on  trouveroit  les  valeurs  connues  de  toutes  les  inconnues. 
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Troifièmc  manière  qui  fert  k  abréger  les  $feratUn» 

dans  plufieurs  cas. 

I L  arrive  quelquefois  qu*on  trouve  tout  d'un  coup  la  va- 
leur  toute  connue  de  chacune  des  inconnues  du  Problême  j^; 
en  ajoutant  enfemble  deux  ou  plufieurs  des  valeurs  d'une 
même  inconnue  prifes  dans  les  premières  équations  ^  ou 
bien  en  les  retranchant  les  unes  des  autres.  Il  faut  feule- 
ment obferver  de  joindre  enfemble  les  valeurs  d'une  même 
inconnue  qui  forment  une  équation  où  les  autres  inconnues 
fe  détruifent  par  des  fignes  contraires  ,  ou  toutes ,  ou  la 
plupart ,  comme  on  le  verra  dans  l'exemple  fuivant  ^auquel 
on  appliquera  ces  trois  méthodes^ 

Application  de  la  première  méthode  k  un  exemple. 

On  fuppofe  qu'en  réduîfant  un  Problême  en  équations^ 
on  a  trouvé  les  quatre  fuivantes. 

Premières  équations^  Equations  mifes  k  part. 

v^x^  5;^=  y-^rh.  2i^=  xy  —  a  -+•  ^. 

v^y-j^z.^ss^X'^  c,  ,         2^  =  ix— ^-f-r. 

X  -4- J  -4-  1^=  V^d. 

1^  On  prendra  la  valeur  d'une  inconnue ,  par  exemple 
de  Vy  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  équations  comme  dans 
?  x  la  première ,  &  l'on  trouvera  *  z;  =  ^  —  x  — y-^-a^  qu'on 
écrira  à  part,  &  Ton  fubftituera  cette  valeur  dans  les. autres 
équations  à  la  place  de  v^  &  l'on  aura  les  fécondes  équations 
oii  V  ne  fè  trouvera  plus. 

Secondes  équations  ahregéef. 

2^ — iy^ar=zb.     xx, —  iX'Jha^=^c.     2x-+*iy=^-+*/. 

30.  On  prendra  la  valeur  d'une  inconnue  de  ces  fécondes^ 

*  1  équations ,  comme  de  s^^  &  l'on  trouvera  *  2;^=  ly-^^a^  b  i 

on  l'écrira  dans  l'ordre  des  équations  mifes  à  part^  &  l'ott 

fubftituera  cette  valeur  dans  celles  des  fécondes  équations 

où  fe  trouve  x^^  c'eft-à-dire  dans  la  féconde ,  &  l'oft  aura  la 

première  à!ts  troifîémes  équations ,  &  y  ajoutant  l'équation 

xx^xy^ssza^d^  les  tfoificmes  équations  feront  les  deux 

fùivantes. 

Troifèmet 


Trùifi^mes  JquatMis  -.^hn^is. 

40.  On  prendra  la  valeur  d'une  ioctmnue  de  ces  troi£é. 
mes  équations,  comme  de  jk^  &  Voû  trouvera  a^^^î*:  zx-r-jf 
^c.  On  écrira  cetce  équadûi]kdai\s;rprdre^i  équations 
mifes  à  part ,  &  Ton  fubllituera  la  valeur  de  ly  dan;»  l'éqmu 

Comme  Ton  eft  arrivé  à  une  léquatioii  qui  n0^C9ntièjD« 
qu'une  f èulç  inconnue  xy  on  la  dégagera  ^  ^  Ton  trouvera 

On  fubftituera  la  valeur  can<na^  49/ji  àansrVéf^mQttXP^ 

a  parc  ly^sssL^x — i-^^r^quin^a  d'incpnbucs^uftjfKii^î&i'eri 

trouvera  ijr  =»  ^^»V"^^  — 4  ht  rs=ae.^=A?^,:  &  W4ixia 
fant  chaque  membre  de  1^  =s  ^-^^fH-/  p^^.  ^  ^  j»^j^  ^^J.^ 

On  fubfHtuera  ceae  valeur  de  y  dans  l^étjuàrfon  mîfè  â 
part  1  <sm  2/  — '^  H-  i  i  &  après  avoir  âbife^  l^ëqiSOTo&ijijî 
en  viendra^  &  dégagé  l^confitte  ^x^  ôri  troàvéi^ ^f^'=^^i*i^ 

Enfitj  on  rubfticuera  les^^vâleors  cotttiuès  de-îijî^'i^^/  *^^^ 
réquatiail  mîfe  à  part  t;  «=  a^—  x  ^^y^a\  '&  après  itvdïif 
abrégé  Téquatioft  qui  en  Viêndra^fic  dégk^  rîncônlirféi^^ 
on  trouvera  i;»:^:^^^^^:  -  ^  >  ^  '■^'-  ^^'^^  /  '  ^  '-^'^^'^ 
Le  Problême  eft  entièrement  réfolu ,  &  Tq!!  à  wifcés  lel 
valeurs  connues  des  •  grkndeur^' incénntîëi ,'  x  iî^  '^^^^^^^ 

Afflication  de  la  féconde  méthùde  au  même  ej^^U. 
.  Premières  équations.      \   Equations ^mife s  ^farL, 

v^x^s^jszy-^i.^  iz=z2y^t  —  a. 

ï*.  On  prendra  dans  les  premîeœs  éqoatioiîS  toutes  les 
valeurs  d!une.mcme  inconnue^  ^cofnmevde-^?  5 --^îrôn  en 
mettra  une  â  part.  Ces  valeurs^  fb»t^      v  —  :  •  ^  ? 

V  sss  1;-—  X  ^^-^y-^a.     V  =/  --i'.a^-^  ^tFi^.'  '^=ia=  *  — ^/ 

,    z%  On  comparera  ces  valeurs  égaks  le»  uoes-a^çc  les  aii* 
très ,  &  Ton  ^ura  les  iecondes  équations.  ."^  ^     ;% 

Tome  1.  C 
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SifonJki  i/piations  abrégées. 

Les  autres  équarions  qu'on  pourroîc  faire  des  quatre 
valeurs  de  v ,  font  inutiles  y  ces  trois  équations  contenant 
toutes  l|îs^  inconnues  du  Problème  excepté  v^  &  toutes  lesf 
coqnue^.    '   \ 

^  y\>Uon:  prendri^  dâtfs  les  fecondes  éduatîôni  toutes  les 
taieitrs 4'unè  rnÂtnè incofkiue  comme  de  ^^  &  l*on  aura, 

On  en  écrira  une  dans  Tordre  des  équations  mifes  à  part, 
éli  coîmpar^ra  ces-valeurs  lès  unes  avec  les  autf  es ,  &  on  aura 
les  trôiééWs  équations  en  y  ajoutalrt  réquàtion  ix  -f-  ty 
scâ(  d^^  ^  da^  laquelle  ^  ne  fe  trouve  point.    ' 

Troipèmes  équations  aéregêes. 

\';^4Pf  On  dégagera  rinconnue  x.dans  ces  troifiémes  équa^ 
tiops^  ^ron,,aura:^x:;T?r^'4-^r-^^.  2jtfp=i-^zyH-4rl-^* 
j^..,Cj)n  en  ^criray]^e4ajçuvor4redi0S:équations mjfes  à  part^ 
Çc  on  fçra  une  équation  de  ces  deux  valeiyrs  de  ^x»  &  Ton 
aura  T-éqiïation  J^^^ay—^b^c^dx^oxi  il  n*y  a  que  la  feule 
inconnue  y^  çn  divi/ànt  chaque  membre  par  4 ,  Ton  aura 

Ëolîiv  on  fubfti tuera  la  valeur  de  y  dans  les  équations 
mîfëis  à  part,  &  Ton  trouvera  la  valeur  de  jç,&  avec  ces 
deux  valeurs ,  celle  de  xs  &  enfin  celle  de  v ,  qui  font , 

X  — :  — «-j ,        S^ -^ *.       V 5 ^. 

p  •  .  »  • 

^fflicathn  dé  la  troifième  méthode  au  même  exemple ^ 
'  JEquatioTu  du  Problème. 

v-4-x4-/==«^H-i^.  v-i-,v-+-a;===y-4-^.  V'^y^K^agzx^c. 
f(^y^%,^=v^dr 

;  Valeurs  de  tx.  Valeurs  de  x. 


tl=^x  -^  y  ^  X^ —  d^  j>g=tf  --^j^— ig;  ^  d. 

Somme^^.^se^af^ip^Ç'^^d.      Somme  j^^ss^a^^b^^e-^d. 
fsbre^ée.  ...../   •:'[  .    -    abreq^ée^        ^ 


.'Lit  ic  t"  T.      '      '  xf 

Diyifànt  par  4,  v^^sti^,  Divifant  par  4,  *  ^^ïîiï^. 

Valeurs  de  y.  .     Valeurs  de  t^ 

y—zV-^X^Z^-^b.^  1^— j^— V— X-H*.  _ 


V 


Somme  j\y=sza — b-^c^^  Somme  4j^-=a    ^^4-»<-h/,  ^ 

abrégée:  abrégée. 

Divifant  par  4,j^=  -!^=Aa£±^.  Divifant  par  4 ,  <^5;±t£i±tÈtff. 

A.T  £   B.  T   1   s   S   £   M   E   N   T. 

C  O  M  M  B  il  arrive  rarement  qu*en  joignant  aînfî  toutes 
les  valeurs  d'une  même  inconnue,  Ton  trouve  (a  valeur  toute 
connue ,  ilefl:  bon  de  remarquer  qu'en  les  joignant  deux  â 
dettx  dans  les  cas  où  cela  fe  peut  faire,  ou  trois  â  trois^&c. 
il  faut  choifïr  celles  où  les  autres  inconnues  fe  détruiiènC 
par  des  fignes  contraires ,  ou  toutes,  ou  en  partie. 

Démonftration  de  tes  trois  méthodes^ 

IL  eft  évident  que  dans  toutes  ïes  opérations  de  ces  métho-. 
des,  Fégalité  ie  conferve  toujours  entre  les  deux  membres 
des  équations  qu^'elles  font  trouver ,  &  que  les  inconnues  fe 
dégagent  les  unes  après  les  autres  ^  par  confbqûent  il  y  a 
égalité  entre  les  membres  àt%  dernières  équations  où  con- 
duifent  ces  méthodes  ^  ainfi  le$  dernières  équations  donnent 
les  valeurs  jcoutes  connues  de  toutes  les  inconnues  du  Pro^ 
blême.  -       • 

R  £   M    A   K   Q    0  É^ 

ICI.  J^O  n  SQu^o  N  ne  peut  pas  dégager  toutes  les  inconnues , 
ce  qui  arrive  lorfqu'on  n'a  pas  pu  former  autant  d'équations^ 
qu'on  a  été  obligé  de  prendre  d'inconnues,  le  Problême ^ 
eft  indéterminé ,  &  il  peut  avoir  difierentes  réfolutions  ^  car . 
en  mettant  des  grandeurs  arbitraires  à  la  place  des  in)con- 
nues  qu'on  n'a  pas  pu  dégager,  on  aura  diflferentes  réfolu- 
tions  :  il  arrive  néanmoins  quelquefois  que  les  grandeurs 
arbitraires  doivent  être  entre  certaines  limites ,  autrement, 
on  trouveront  des  réfolutions  négatives ,  ou  même  impofli* 
bles  j  les  équations  où  fe  trouvent  les  inconnues  â  la  place. 

Cij 
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defqtielles  an  peut  mettre  des  grandeurs  arbitraires ,  feront 
conûoître  ces  limites. 

.  Par  exemple,  fi  en  rcfolvant  un  Problême,  on  nejpeut 
trouver  d'autre  équation  que  celle-ci,^ = ^^ ,  ce  Problème 
eft  indéterminé  ,&  en  mettant  différentes  grandeurs  arbi* 
>^  trairés  à  laptace  de  jir,  on  aura  difiFerentes  réfolutions.  Ce- 
pendant il  eft  évident  qqç  pour  avoir  des  valeurs  poûcives 
dej^.il  faut  que  çiiaque  grandeur . arbitraire  qu'on  mettra 
à  la  place  de  x ,  foit  plus  grande  que  t. 

X.  Lorfqu'au contraire  on  a  plus  d'équations  que  d'incon- 
nues y  après  avoir  trouvé  les  valeurs  toutes  connues  de  tou- 
tes les  inconnues,  il  faut  qufen  mettait  ces  valeurs  dans  les 
équaQOQs  q^iû  relient  y  on  ne  trouve  pas  d'impoflibilité,  c'^eft  ' 
4- dire  qu'on  cie  trouve  pas  dans  les  deux  membres  de  ces 
équatioQs  des  grandeurs^  toutes  conxmesiné^ks  entr'elles; 
car  ce  (èroît  une  marque  aue  Ton,  a  fuppolé  quelque  im-^ 
poifibilîté  dans  le&  raports^u  Problême  qui  ont  fourni  ces 
équations  ^  comn^e  fî.  dan^  l'exemple  auquel  on  a  appliqué 
les  méthodes ,  l'oiî  àvolt  encore  eu  cette  équation  de  plus 
que  celles  qui  y  fbàr,  x^y  vsz  t.  L'on  aurok  trouvé  en  lub- 
ftituant  dans  cette  équation,  les  valeurs  toutes  connues  de 
X  &  de  jjT,  l'égalité  ^^=s=  r  5  &  fi  1*  grandeur  e  n'étoit  pas 
égale  à  '^,  on  auroit  fiippofë  dans  le  Problême  une  chofc 
împoflîble. 

Exemples  oà  ton  réfoutflufieuri  Froblknus  fimfUs  ouâui^  âe^é^ 

*  0 

I. 

1 1 .  L  A  fomme  a  de  deux  grandeurs  inconnues  x  &f ,  donc  x 
eft  la  plus  grande,  étant  conçue  ayec  leur  différence  d^ 
trouver  chacune  de  ces  grandeurs. 

PaTlafiippj6fitioAjkr«^^=a3^3  &x-— j^=o^s  doncx&ss^r 
"^J^y  &  ^=  à^^y  ;  donc  a  — j^  =«:  ^-f-/,  &  par  tranfpofi- 
tion  iy:=a'^^d^àLerL  diviËtnt  chaque  membre  par  i ,  l'on 
aurajf  =  ^j  fiibftituant  cette  valeur  dans  laquelle  on 
voudra  des  équations  précédentes  comme  dans  x=c=^-i-y, 
l'on  trouvera  X  =a=  ^. 

L'on  a  donc  trouvé  que  la  moitié  de  la  fomme  de  deux 
grandeurs  avec  la  moitié  de  leur  difference ,  eft  égale  à  la 
plus  grande,  &la  moitié  delà  (bmme  nK>ins  la  moitié  de  la 
difierence ,  eft  égale  à  la  moindre.  Ce  qu'ilfaut  bien  retenir. 


( 
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I  L 

On  propofe  de  trouver  trois  grandeurs  inconnues  x^y^  z^ 
qui  fbient  celles  qu*en  ajoutant  une  grandeur  connue  a  à  la 
première  X /elle  loic  égale  aux  deux  autres,  en  ajoutant  la 
même  grandeur  ^^  à  la  féconde^,  elle  foit  égale  au  produit 
des  deux  autres  x-4-!Ç^  par  un  nombre  connu  b  ;  enfin  en 
ajoutant  ^  â  la  troifiéme  x^  elle  foit  égale  au  produit  d^s 
deux  autres  par  un  autre  nombre  connu  c.  Par  la  fuppofiqîoa 

x-4-/^=  y  4-  ^  Eqnathns  mfes  k  far$. 

K^-^a^zsssiCx-jrcy^  *f  =====  ^^^^^^^r-^* 

Donc  x^y^tj^a.  x4=f  — .^•♦-f.  x=f  — /-h-f ,• 
en  comparant .  la  première  de  ces  valeurs  de  l'inconnue  x 
avec  les  deux  autres  ^  Ton  aura , 

^ Secondes  équations  ahregées. 

xj^^^lr^;s=^^±t±.  i^-f.aza=-= -£:îL-.  en  dégagcaitt/ 
dans  Pune&dans  Pautre,  on  aura j  =«^*^^^lf^^/=  =aîa£f!±-«. 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  jr,  on  trouvera  -^^ITi^"^^ 
SK  - '»j *-et-,  où  dégageant  x ,  l'on  trouvera^^=  ii;^±^^^ 
mettant  cette  valeur  de  z^  dans  y-ssz  =i|2iffctf^  pon  trouve 
après  avoir  abrégé  jr=g  ^i^V-A'^T^i^ y  fubitituant  les  valeurs 
connues  de  x^^  dey  dans  x=iy^  i(^ —  a.  Von  trouve  après 

avoîr>  abrégé  x  =  'ttcr/rr-T"^  • 

Si  ronfupporei^  =  io^  ^=:z^  ^=»3>  l'on  aura  x  =  -J*. 

I  I  L 

Deux  nombres  qu'on  exprimem  généralement  par  a  6c  à  y 
étant  donnés ,  trouver  un  troifiéme  nombre  inconnu  x^  par. 
lequel  les^  deux  a  &  i  étant  divifés,  fi  Ton  ajoute  à  chaque 
quotient  f ,  -^ ,  un  nombre  donné  Cy  les  Tommes  f  ■+•  rj>4  ■+•  ^j 
Anent  entr'elles  comme  deux  nombres^donnés  mScn,  Ton 
fuppojfè  a  moindre  que  b^  &cm  moindre  que  n. 

^  Par  la  /iippofition  ^  -*r  r.  î  -**•  f  ::  «^ .  «  »  ce  qui  donne  cette 
équation  ^^-^h  cn  =  ^^-^  cmi  multipliant  toutes  les  quan-  • 
tîtés  par  X,  Ton  aura  an^cnx^=siim^cmxy  &  dégageant  Xj 
l\>n  aura  x  =  ^"L—î?. 

Si  l'on  luppole^sasIZ,  ^ss3é4raBs8,»lrss3^ff3=:5,ron> 

aurais»  3. 


A* 
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m 

Remarc^ue. 

I..  .  ^ 

L  faut  prendre  garde  en  dégageant  les  inconnues,  de  faire 
en  forte  que  les  vajeurs  toutes  connues  que  l'on  trouve , 
foient  pofitives  lorfque  cela  eft  poffible. 

On  prendra  pour  quatrième  exemple  le  Problême  delà 
couronne  mêlée  d'ôr  &  d'argent  y  dont  Archimede  trouva 
le  mélange  fans  endomager  la  couronna.  Un  ouvrage  pa- 
roît  être  d'or,  il  faut  trouver  premièrement  s'il  n'y  a  point 
d'argent,  mêlé  avec  l'or  ;  iècondement  s'il  ië  trouve  du  m&. 
lange ,  i^  faut  trouver  combien  il  y.  a  d'or,  &  combien  il  y 
a  d'argent  dans  l'ouvrage' fans  l'endomager. 

On  fuppofë  comme  une  chofe  démontrée  par  Texpe- 
rience ,  &  dont  on  donne  la  raiibn  dans  l'Hydxoftatique  ^ 
que  les  métaux  perdent  une  partiede  leur  poids  dans  l'eau  ^ 
&  que  l'or  en  perd  riioins  que  l'argent ,  &  que  les  autres 
métaux; 

Aînfî  le  poids  de  Touyrage  étant  connu  &  nommé /^  il 
faut  prendre  un  lingot  d^or  pur,  &un  lingot  d'argent,  cha^ 
cun  du  poids ^  de  l'ouvrage,  &  pefer  ces  ifrois  corps  égaux: 
dans  Teau ,  pour  voir  la  quantité  qu'iU.  y  perdent  de  leur 
poids  )  fi  l'ouvrage  en  perd  plus  que  Tor  &  moins  que  Tar^ 
gent  y  l'on  eft  aflîiré  par  là  qu'il  y  a  du  mélange. 
.  Pour  le  trouA^er  foit  nommé  a  la  quantité  que  l'argent 
perd  de  ion  poids  ^^ns  Teau  ;  b  la  quantité  qu'y  perd  Tor 
pur ,  &  f  la  quantité  qu'y  perd  l'ouvrage ,  &  l'on  luppofe  r 
plus  grand  que  ^,  &  moindre  que  a. 

Soit  la  quantité  inconnue  du  poids  d'argent  mêlé  dans 
l'ouvrage  =  x. 
Xa  quantité  inconnuedupoidsd'ormêlédan&Pouvrage3==^ 

L'on  a  déjà  cette  première  équation  x  -h^  =^,  puifque 
Içs  deux  parties  font  enfemble  la  quantité  f  du  poids  dâ^  : 
Touvrage. 

Pour  avoir  une  féconde  équation,  il  faut  auparavant  faire 
ces  deux  proportions. 

Le  poids  f  du  lingot  d'argent  eft  à  la  quantité  x  du  poids 
d'argent  mêlé  dans  l'ouvrage,  comme  la  perte  a  que  fait  le 
lijDgot  d'argent  defpn  poids,  étant  mis  dans  l'eau,  àla  perte 
que  fait  la  partie  x  4*argent  qui  eft  dans  l'ouvrage  lorfqu'on 
le  pefe  dians  l'eau. 
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f.  icwa.  ^.  aînfi  -y  eft  la  perte  que  fait  la  quantité  k 
du  poids  d^ar^ent  qui  eft  dans  Vouvrage.    . 

Par  un  raifonnement  fèmblable  à  celui  qui  précède ,  le 

"poids  du  lingot  d'or  pur  f.yv.b.^.  ainfi  ^  eft  la  perte  que 

fait  la  quantité  V  du  poids  aorquieft  dans  Pouvrage  ^  mais 

ces  deux  quantités  de  perte  y  fie  ^  doivent  être  enfemble 

.égales  â  la  perte  r  que  fait  l'ouvrage  étant  pefé  dans  Peau. 

L'on  a  donc  cette  féconde  équation  ^  -h  y  ==  r. 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  x  prifè  dans  la  première 

équation  j  qui  eft  x=jp— /,  dans  cette  féconde  équation, 

,  fie  Ton  aura  ^^-y-^v  ^=rc^  où  l'on  trouvera j^ = ^^.    ' 

SubfHtuant  cette  valeur  dans  x=/— -y,on  trouvera x=r't^. 

Si  l'on  réfout'  chacune  de  ces  égalités  en  proportion ,  on 

trouvera  a-^b.  f  ::  4 —  c. y.  a  —  b.p  ::  c^^b .x. 

Ce  font  les  proportiqns  que  donne  la  règle  d'alliage. 

Si  Ton  fuppofe  le  poids  de  rouvraffe^=s=  10  livrés^  que 
l'argent  perd  la  dixième  partie  de  ion  poids  dans  l'eau , 
c'élt-à^dire  que  10  livres  d'argent  perdent  une  livre.  Ton 
aura  ^  =  i  que  l'or  y  perd  la  dix.nuitiéme  partie  de  fon 
poids ,  Ton  aura  ^  =  ||  =  I ,  que  l'ouvrage  perd  i  d'une 
livre  de  fon  poids  dans  l'eau,  c'eft-à-dire  r=  f . 

On  trouvera  que  la  quantité  d'argent  mêlé  dans  l'ouvrage 
eft  X  5=  1  liv.  i^  j  la  quantité  d'or  efi  y  =  7  liv,  f . 

V. 

Trouver  entre  deux  grandeurs  données  aiaby  autant  de 
moyennes  proportionnelles  qu'on  voudra ,  ce  nonibre  de 
moyennes  proportionnelles  fpit  nommé  n. 

Il  fùffit  de  trouver  le  premier  terme  moyen  proportionnel, 
car  par  la  règle  de  trois ,  ou  aura  tous  les  autres. 

Soie  ce  premier  inoyen=  x. 

«  Suivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  raports  compofés 

s^' .  x";»  i.a.b:  d'où  l'on  déduit  ax^'  ^a^'  b,  divifant 

chaque  njembre  par  a^  l'on  aura  x'^t'  =^"^>  en  tirant  la 

racine  dont  l'expofant  eft  h-h  i  de  chaque  membre^  l'on 

Si  on  demande  un  feul  moyen  proportionnel ,  l'on  aura 
«r==  I ,  fie  »-+•  I  =  1 ,  aînfi  A;=y^^A. 

Si  on  demande  deux  moyens ,  l'on  aura  »ss:  2 ,  fie  ^Hh  î 
=5  3 ,  ainfi  x-ssz^^b. 

%\  on  en  demande  trois,  Ton  aura  at acç ^^'^ ,  ficc. 


7^  An  AL  Y^E  ,  OE-M  ONT  ILE'e. 

V  L  / 

On  prendra  un  exemple  de  Phyfîque  fur  le  reflbrt  de 
Tàir  pour  le  fixiéme. 

Soit  fuppofé  un  tuyau  de  verre  d'une  longueur  décernii^ 
née  telle  qu'on  voudra  ^  comme  de  3  o  pouces  y  fermé  d'un 
bout ,  &  ouvert  de  l'autre  ^  .qu'on  remplifle  de  mercure  à  la 
referve  d'une  certaine  quantité  d'air  groflîer  qu'on  y  laiflè 
telle  qu'on  voudra ,  par  exemple  de  huit  pouces  :  l'on  de- 
mande après  avoir  renverfé  le  tuyau ,  &  mis  l'ouverture 
dans  un  vaiileau  plein  de  mercure,  quelle  fera  la  quantité 
du  tuyau  qu'occupera  l'air  qu'on  y  a  laille  après  s'être  éten- 
du par  fon  reflbrt  ^  Se  à  quelle  hauteur  le  mercure  de^u- 
rera  fufpendu.  . 

On  fuppofe  que  l'expérience  démontre^  i*,  que  le  mer* 
cure  demeure  fufpendu  à  la  hauteur  de  1 8  pouces ,  lorfau'il 
n'y  a  point  d'air  groflîer  dans  le  tuyau  j  par  conféquent  l'air 
extérieur  prefle  le  mercure  qui  eft  dans  le  tuyau  y  &  l'em- 
pêche de  defcendre  avec  une  force  égale  au  poids  de  1 8 
pouces  de  mercure.  Il  prefle  avec  la  même  force  tous  les 
corps  qu'il  environne ,  &  une  portion  d'air  gtpflîer  même 
eft  preflce  avec  la  même  force  par  l'air  qui  l'envïronne,  de 
manière  que  s'il  arrivoit  qu'elle  en  fût  moins  preflee  y  elle 
s'étendroit  par  fon  reflbrt ,  &  occuperoit  un  plus  grand 
efpace. 

.  1 .  Que  lorfqu'une  portion  d'air  eft  preflee  par  deux  forces 
inégales,  dont  l'une  eft  par  exemple  double  de  l'autre,  l'eil 
pace  qu'elle  occupe  étant  preflee  par  la  plus  grande  3  eft  â 
celui  auquel  elle  s'étend  par  fon  reflbrt  ^  étant  preflee  par 
la  moindre,  comme  réciproquement  cette  moindre  force 
eft  à  laplus  grande}  dans  cet  exemple  comme  i  â  2.  Ces 
çhofes  fuppoiees , 

Soit  la  longueur  connue  du  tuyau  =  /. 

La  quantité  connue  d'air  laifl(i  dans  le  tuyau  f^'W. 

La  force  entière  avec  laquelle  l'air  extérieur  preflë  le 
mercure  3  qui  eft  connue  &  ordinairement  égale  au  poids 
de  18  pouces  de  mercure  =/! 

La  hauteur  inconnue  de  la  colonne  de  mercure  qui  de« 
meurera  dans  le  tuyau  ou  l'on  a  laiflc  l'air  ^ ,  =  x. 
,La  quantité  inconnue  de  l'efpace  qu'occupera  Tàir  a  laiflë 
dans  le  tuyau  sss^^ 

tes 
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Les  deux  quantités  x  Uy  des  efpâces  qu'occuperont 
le  mercure  &  Vair  dans  le  tuyau  ,  feront  égales  à  la  lon- 
gueur du  tuyau  /;  ce  qui  donne  cette  première  équation 

L'air  a  laîflc  dans  le  tuyau  qui  occupoît  Tefpace  a  lorf- 
qu'il  étoît  prefTé  par  la  force  entière  /de  Pair  qui  Tenviron- 
noit ,  doit  s'étendre  lorfqu'îl  n*eft  plus  preflTé  que  par  la  force 
/ — Xy  moindre  que /jC^eft-à-dîre  lorfqu'il  èft  prefle  parja 
force /de  Taîr  extérieur  diminuée  pair  le  poids  de  la  colonne 
tle  mercure  x  qui  reftera  dans  le  tuyau  ^  car  Tair  extérieur 
preflànt  le  mercure  x  &  Tair  qui  font  dans  le  tuyau  avec  la 
force/3 1^  poids  du  mercure  x  diminue  Paftîoii  de  la  force  / 
fur  Tair  retté  dans  le  tuyau ,  qui  n'y  eft  plus  preffé  que  par  la; 
force  /—  X. 

Or  i'efpace  j^  qu'occupera  l'air  laiflc  dans  le  tuyau  après 
s'être  étendu,  n'étant  preffé  que  par  la  force/ — x,  doit 
être  d  l'efpace^  qu'il  occupoit  étant  prefle  par.  la  force  en- 
tiere/;  comme  réciproquement  la  force /efl:  à  la  fojrce/ — x, 
ce  qui  donne  cecte  proportion  y  \  à  n/.  /-^x,  d'où  l'on  dé- 
duit la  féconde  équation  fy  ^-^  xy  ^=si  af. 

Il  faut  prendre  la  valeur  de  a:  dans  la  première  équatioa 
x^y^=l^  8c  l'on  aura  x=/ — y. 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x  dans  la  féconde  équa- 
tion fy  —  xy  =*=  af^  &  Ton  aura  j^ — ^  -«-Jj^  =  ^f,  qu'on 
écrira  de  cette  manière  j^  ^fy^-^ly^s^df. 

Pour  abréger  on  fuppofora/ — /:±=^-— ^^^  lorfque  /  fur- 


^^ 


pafle/î  6c  f-^  /=H-^^,  lorfque /fiirpaflè  /s  &  on  mettra 
—  ^  à  la  place  de/—  /  dans  le^femier  cas ,  &  Ton  aura 

yy  —  èyz=af.  '  /  ' 

Il  faut  ajouter  à  chaque  mfijmbre^  M^  &  l'on  aura  j^ — iy 
-^\bb^=:\bb^af^  dont  le  premier  membre  eft  un  quarfé 
parfait ,  qui  a  pour  fa  racine  jf—-^  >  ^°fi  ^^  tirant  la  racine 
quarrée  de  chaque  membre,  l'on  aurajf — | ^  ==  ^^bb^af^ 
&  par  tranfpofition  ^ = 1  i  h-  y/\bb  -i-  af.  En  mettant  cette 
valeur  de^  dansx=/ — yyVon  aurax=/— {^f— v^|Â?+^ 
&  le  Problême  eft  réfolu. 

Supposant  30== /j  i8  ==/)  8  ==^^&  i8---30&s---2=s:--«--^^ 
l'on  trouvera  jf = 1 6 ,  &  x  ss  14. 

T^me  7.  D 
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K  i    M   A   K   Q^U  E. 

L'ON  pcuc  fouvent  abréger  les  réfolutions  dcsProbiêmcs 
en  fe  lèrvant  de  quelques-uns  de  leurs  rapprts,  pour  dimi- 
nuer le  nombre  des  inconnues ,  &  par  conîequenc  celui  des 
équations.  Dans  l'exemple  précèdent ,  au  lieu  de  prendre 
la  féconde  inconnue^,  on  auroit  pu  raifonner  ainficLaloo- 
gueur  du  tuyau  /  moms  la  hauteur  inconnue  de  la  colonne 
dû  mercure  je,  eft  precîfément  la  quantité  inconnue  de 
l'eipace  qu'occupera  l'air  a  laiiTé  dans  le  tuyau ,  ainii  cec 
efpace  eft  /  —  x  i  ce  qui  eft,  caufe  qu'on  n'a  pas  beiÔia  de 
la  première  équation ,  6c  qu'une  feule  équation  fuffit  pour 
U  réfolution  du  Problême.    . 
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ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A  RESOUDRE 

les  Problêmes  qui  fe  réduifént  à  des  équations 

comppi^es. 

LIVRE     II 

Oà  Von  explique  U  manière  de  réduire  les  Trohlémes 
en  équations,  ^  toutes  Us  équations  d'un  mime 

.  Problème  à  une  feule  qui  en  contienne  toutes  les 
conditions  y  ^  quelques  préparations  générales  des 
équations  compo/ées,  pour  les  rè foudre  plus  facile ^ 
ment,  comme  les  manières  d'en  âter  lesfraMionsy 
Us  incommenjùrahles ,  &  Jte  trouver  leur  plus  grattd 
di<vifeur  commun. 


SECTION     ï. 

Oà  Von  explique  la  manière  de  réduire  un  Problème  comfofi 

»   fur  les  nombres  ou  de  Géométrie  en  équations  y  éf  /*  manière 

de  réduire  toutes  les  équations  £  un  Problème  k  une  feule  qui 

ne  contienne  qu*une  inconnue  lorfque  le  Problème  efi  déter' 

miné ,  ou  plufieurs  lorfqu'il  efi  indéterminé.  • 

Avertissement. 

C^E  Traité  d'Anal  yfe  eft  principalement  pour  la  Géomé- 
trie ,  où  les  équations  compofées  font  neceflaires  pour  r/é- 
foudre  les  Problêmes  les  plus  compofés,  d'une  manière  gé- 
nérale &  fi  fîmple ,  que  les  expreffions  n'occupent  point 
refont)  &  lui  laiâènt  toute  fon  étendue  pour  découvrir 
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tout  ce  qu'ils  ont  de  plus  difficile.  Cela  oblige  de  marquer 
ici  en  gênerai  la  manière  de  réduire  en  équations  les  Pro^ 
blêmes  de  Géométrie. 

% 

PROBLEME     I. 

« 

II.  REDVIRE  un  Problème  compop en  équations^  é^  réduire 
enfuite  toutes  les  équations  £un  Problème  k  une  feule  qui  - 
contienne  tous  les  raforts  du  Problème ,  ^  dont  la  réfolution 
donné  celle  du  Problème. 

Première  partie  du  Problème. 

SI  le  Problême  efl:  numérique,  on  fuivrala  méthode  qui 
cft  au  commencement  du  premier  Livre*,  c'eft-à-dire^ 
on  marquera  les  connues  &  les  inconnues  par  les  lettres  qui 
leur  <x>h  viennent,  êc  parlé  moyen  des  raports  du  Problême, 
on  formera  autant  d*cqaatiôn$qu*on  afuppo£e  d'inconnues^ 
lorfque  cela  fe  peut. 

Si  le  Problême  eft  de  Géométrie ,  il  faut  faire  la  figure 
proprç  au  Problême,  &  qui  Pexprime  comme  s'il  étoit  rd- 
folu,  c'eft-à-dire,  il  faut  y  marquer  les  lignes  inconnues 
comme  fî  elles  étoient  connues  5  il  faut  enfuite  tracer  dans 
cette  figure  des  lignes  perpendiculaires,  parallèles,  Sc^u- 
très  ,  félon  qu'on  les  jugera  neceflaires  pour  former  des 
triangles  reâangles ,  des  triangles  fèmblables,  ou  d'autres 
figures  propres  a  découvrir  ce  qu'on  cherche. 

Parmi  les  lignes  de  la  figure  il  y  en  a  qui  font  connues  par 
la  conftrudion  ou  par  la  îfûppofîrion ,  on  les  marquera  par 
les  premières  lettres  de  l'alphabet  j  il  y  en  a  d'inconnues 
qui  font  celles  qu'on  cherche ,  ou  celles  qu'on  juge  pou- 
voir fervir  à  les  trouver  j  on  les  marquera  par  les  dernières 
lettres  de  Palphabct ,  ou  par  les  premières  lettres  de  leurs 
noms. 

Les  propriétés  de  la  figure,  les  propofîtîons  de  la  Geo^ 
metrie  fur  les  triangles  fèmblables ,  fur  les  triangles  redlan- 
|les,  ô(;c.  &  les  conditions  énoncées  dans  le  Problème^ 
Feront  connoître  les  raports  qui  font  entre  les  inconnues  gc 
les  connues ,  &  Ton  s'en  fêrvira  par  ordre  pour  former 
Autant  d'équations  qu'on  a  fuppolc  d'inconnues ,  lorfque 
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cela  «ft  poffible  j  &  après  cela  le  Problème  fera  réduit  en' 
équations. 

Lorfqu'on  ne  peut  former  autant  d'équations  qu'oa  a 
fuppofé  d'inconnues ,  le  Problême  eft  indéterminé ,  &  peut 
recevoir  plufieurs  reiblutions,  &  fouvent  mênie  une  infinité/ 

Il  eft  bon  de  remarquer  qu'on  peut  auffi  fe  fervîr  de  quel- 
ques-uns des  Taports  du  Problème  ou  de  la  figure ,  pour 
diminuer  le  nombre  ides  inconnues ,  ce  qu'il  faut  toujours 
faire  afin  d'abréger. 

On  concevra  mieux  ce  qu'on  vient  de  dire  lorfqu'on  em 
verra  l'application  dans  la  Géométrie.  ;  V 

...  i        A 

Seconde  partie  pu^kobleme. 

a  ... 

ly.  K£DVIRE  toutes  les  équations  d^un  Problème  à  une  feuU 
qui  n'ait  qu'une  inconnue  y  lorfque  cela  fef  eut.    . 

P  A  R  M I  les  inconnues  qu'on  a  fuppbféçs  pour  former  les* 
équations  d'un  Problême  ^  il  fen  a  d'ordinaire  une  prihcî.*  \\  ^ 
pale  dont  dépend  la  réfolutîon  ;  &  -pouir  laquelle  les  autres  •  ' 
.  mconnuesontétéfuppofées.  CettcprincipaleiriconhUedoic 
être  celle  de  l'équation  à  laquelle  on  doit  réduire  toutes  1er 
équations  du  Prpblême,  &  il  nç  fkut. point  la  dégager  dans 
les  déeagemens  particuliers  des  autres  inconnues. 

On  Te  fervîrades  deux  premiereis  méthodes  de  la  troifîé- 
me  Sedion  du  premier  livre ,  *  poui;  réduire  tq|||ces  les  *  •; 
équations  du  Problème  à  une  feule,  c'eft^à-dire,  on  pren- 
dra dans,  une  des  équations  du  Problême  la  valeur  d'une 
inconnue  qui  n'eft  pas  Ja  principale ,  on  la  fubfti tuera  dans  •  ^  ^ 
les  autres,  &  les  nouvelles  équations  qu'on  trouvera  fi'aui 
rontplus  cette  încannuci  oriôtéra  de  mêmç  de  celles-cjt 
une  leconde  inconnue ,  &  on' continuerai  d*6ter  une  troî- 
fîéme  inconnue ,  &  toutes  les  autres  enfuite,  jufqu'à  ce  qa'on 
foit  arrivé  à  une  équation  qui  n'ait  que  la  principale  incon- 
nue j  ce  fera  l'équation  qu'on  cherche. 

Ou  bien  on  prendra  dansâtes  éqtiatioift  du  PrôbtèttwiriOiî- 
tes  les  valeurs,  au  du  moins  deux  valeWfrd^uneiwtAiinuef'  i* 
qui  n'eft  pas  la  principale  jori  comjwttei-a  ees^  valeurs  égaies-< 
ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  qui  n'auront  pKi« 
cette  inconnue  j  on  opérera  de  même  fur  ces  fécondes  équa- 
tions, ce  qui  en  ïtx^  trouver  de  troifiéme;  où  àe^%  mpoft* 
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nues  ne{ê  trouveroni: jplus^  enfin  on  continuera  cette  opera^ 
tîon  jufqu*à  ce  qu'on  {oit  arrivé  à  une  équation  qui  n'ait  que 
la  principale  inconnue^  ce  fera  Téquation  qu'on  cherche. 

Dans  les  Problêmes  indéterminés ,  la  dernière  équation 
qui  renferme  toutes  les  conditions  ou  raports  du  Problême , 
aura  pluiîeurs  inconnues. 

jtpfUcâtion  dt  et  s  Méthodes  à  un  exemfU. 

O  N  fuppofè  qu'on  a  réduit  un  Problême  à  ces  trois  pre- 
mières équations  qui  en  expriment  tous  les  raports,  &  dont 
f  eil  la  principale  inconnue  qui  doit  fe  trouver  dans  la  der- 
xriere  équatioA  qu'on  cherche. 

JPremitres  équations. 

Pour  les  réduire  â  une  feule  équation  dont  y  foit  l'incon^ 
nue^  je  .prens  par  la  première  méthode  la  valeur  de  it^^dans 

*  Xf  lapremiere  éqifatîon ,  &:je  trouve  *  x^^yy — ^  '— /• 

;  8.  Je  fubftitue  *  cette  valeur  de  i^dans  les  deux  autres  équa- 
tions 9  &  je  trouve  les  fécondes  équations  dans  lefquelles  x^ 
n'eftplus. 

Secondes  iqu'ations  abrégées. 

ax^s=:y<— £^-— ^.  Ty^ — vx;  — /v  =  r. 

Je  orens  dans  la  première  de  ces  équations  la  valeur 
*4*  de  tr,*  je  trouve  *  t;=  ^1=^=1^  dont  le  quarré  eft  vv 

♦  8.       Je  fubftitue  *  les  valeurs  de  tr  &  de  vv  dans  l'équation 

vyy-^—w  —  ^=:r,  &  je  trouve  Téquation  -i-iLn^^JÎ? 

y'-^^py^^xiy'-jpy-'^f'iy-'ii — C2i±f^z±£î-==r^  dans  laquelle 

il  n'y  a  plus  d'autre  inconnue  que  la  principale^  j  ainu  c'cft 
l'équation  qu'il  falloit  trouver. 

Autrement.         premières  équations. 

*xSC4,     Je  prens  *  deux  valeinrs  de  la  même  inconnue  v  dans  les 
deux  premières  équations ,  &  je  trouve  v  =jy — x^ — /, 

.  Je  fois  une  équario;i  de  ces  deux  valeurs,  &  je  trouve  jy 
..  ^ — ^sss  iif^y  où  rinconnue  v  n'eft  plus, 
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Je  multiplie  chaque  terme  par/  %  &  je  trouve  "y^^^y  *  5 . 

Je  prens  la  valeur  de  iç,  &  j'ai  *  ;^g=^'''//"^^  *  4. 

Je  prens  *  dans  Téquation  v;^=r,  dont  je  ne  me  fuis  pas  *  4* 
encore  fervi ,  la  valeur  de  .^^  &  j*ai  i^;^==  ^. 

Je  fais  des  deux  valeurs  de  x^^  réquatèon  2ir.^7i=  ^. 

Je  réduis  les  deux  membres  au  même  dénominateur',  & 
après  avoir  effacé  le  dénominateur  commun ,  je  trouve  vy 
'-^fvy'¥^ijiy-=^iry. 

Je  prens  *  la  valeur  de  v ,  &  j'ai  v  ==  jrf?y^.  *  4. 

Je'^^fubflitue  les  valeurs  de.  ^ç  &  de  v  ,  i?;  ==  ?L=2±1  ^  «^g^ 
t;  =^y-î^_.  ^  qui  n'ont  point  d'autres  inconnues  que  k  prin- 
cipale jr  dans  la  preniiere,  ou  dans  la  féconde  des  premières 


On  auroit  pu  prendre  dans  les  trois  premières  équations 
les  trois  valeurs  de  la  même  inconnue  t;^  &:  les  comparant 
enfemble,  en  faire  deux  équations,  où  il  n*y  auroit  eu  d*in« 
connue  que  ;;^avec  la  principale j^^  &  prendre  dans  ces  deux 
équations ,  deux  valeurs  de  ^,  qui  étant  comparées ,  au- 
roient  donné  Téquation  où  il  n*y  auroit  eu  que  Tinconnue 
principale  y  ;  mais  le  calcul  en  auroit  été  un  peu  plus  em- 
barraiié. 

On  ne  met  pas  d'autres  exemples ,  on  en  verra  afièz  dan$ 
la  fuite ,  &  dans  la  Géométrie.  '  '     - 

Demoksthation. 

1"       ' 
L  efl  évident  que  Ton  conferve  toujours  Tég^lité  dans 

toutes  les  opérations  du  Problême ,  &  qu'ayant  eniployç 

toutes  les  équations,  du  Problême  d  fornier  la  dernière, 

cette  dernière  équation  renferme  tous  les  raports  exprimés 

par  toutes  les  équations  du  Problème.  Enfin  il  eft  évident 

que  la  réfolution  de  cette  dernière  équation  donnera  celle 

de  toutes  les  équations  du  Problême.  \    ^ 
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SECTION    II. 

Oà  Von  explique  la.  manière  d'^ter  toutes  les  frxHions 

ié  l'équation^u  ProbUme.    Von  y  explique  aufp 

toutes  les  définitions  des  équations  compo/ées, 

PROBLEME     II. 

i 

*  *4-  '(?  7*  JE  it  toutes  Us  froBions  £une  équation  comfofet. 

IL  faut  réduire  toutes  les  grandeurs  de  Téquation  a  uti 
même  dénominateur,  Sceflfuite  efifacerle  commun  dé- 
nominateur, &  abréger  Téquation  en  eâaçant  les  grandeurs 
Qui  fe  détruifènt  par  des  fîgnes  Contraires ,  en  joignant  en- 
iemble  les  mêmes  grandeurs,.  &  en  dîvîfaat  toutes  les  gran^ 
deurs  par  les  lettites  communes,  &  Ton  aura  Téquation  làns 
fradîons. 

Par  exemple,  pour  ôterles  fraûions  de  Téquation  ^^ir^^i 
— .^  -I-  jrrpT^  ==  — t^  ^^  réduira  toutes  les  grandeurs 
dç  l'équation  au  dénominateur  commun  ly* —  i^-*-  i^y, 
&  Ion  aura,* 

yf  -  fj^  -t.  qj\  -  f  J*  ■♦■  ffjy  ■>  fty  ^  f^t  -  ffjf  f  ff  -,  Xj*  -i-  ifj>4  -tf  J>>4-  i^py 

On  ef&cera  le  dénominateur  commun^  &  toutes  les  quan- 
tités qui  fè  dé(ruiiènt  paj:  des  fignes  contraires ,  &  Ton  join- 
dra e^fembleles  mêmes  quantités,  &on  aura  —y-»-  ipy^ 
— Pfyy  "♦"  4^/  •+"jff  =  o  j  &  en  faifant  pafler  toutes  les 
quantités  dans  le  fécond  membre ,  afin  que  y  fait  pofîtive. 

Ml  aura  O  s=y-—  Xpy^  ^^ ppyy  ^^  J^y  ^.^  qq. 

On  a  démontré  ces  opérations  dans  le  premier  Livre. 
On  ôtera  delà  même  manière  les  fraâions  de  Tcquatioû 

xr~^ 4yy '^ ^J  ^* 

en  multipliant  les  numérateurs^  — •^'—  qw^  ^^—fy^^fpy 
^fq  par  xy^  &  r  par  ^yy\  Sc  après  avoir  eSacé  le  commun 
dénominateur«4j^j  éc  abrégé  Téquation,  on  trouvera  la 
même  équation  y'  — •  ^ff'^ftyy^'^A^y — f  f = o. 

DiFIKlTlONS. 
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I- 

ï  5 .  [JNe  équratîo»  ordonnée^ciï  celle  où  la  plus  haute  puiflknca 
de  rinconnue  efl;  la  première,  &  les  autres  puiiTances  de  la 
même  inconnue  font  de  fuite ^  fclon  leurs  degrez  ^  aînfî  x* 
— ^y  -♦- abxx—^aacx  -h^^s»  o^ eft  une  équation  ordonnée, 

I  L 
On  appelle  le^  termes  d^une  ccpiatîoit ,  les  gïaiïdetrrs  où 
llnconnue  a  dîfFérens  degrez  j  &  un  feul  terme M^  grandeurs 
oii  rinconnue  eft  élevée  à  un  même  degré.  Quand  il  y  a 
plufîeurs  grandeurs  dans  ua  mcme  terme  ,  on  les  écrie 
toutes  les  unes  fous  les  autres.  Les  grandeurs  connues  qui 
multiplient  l'inconnue  dans  les  termes ,  s'appellent  les*  caef* 
ficients. 

Le  premier  terme  eft  celui  où  fe  trouve  la  plus  haute 
puiflance  de  l'inconnue  ^  le  fécond  eft  celui  où  fc  trouve  la 
puiiTance  fuîvante  de  finconnue ,  &  ainfî  de  fuite  jufqu'aa 
dernier  terme ,  qui  eft  toujours  celui  où  il  n'y  a  que  des 
candeurs  toutes  connues ,  comme  dans  cet  exemple , 
x'  --^axx  -4-  ahx  —*ah^  3*  o. 
— ^  h     *4^  ac. 

Le  premier  terme  eft  x  >  le  (econd  eft  : — a-^b-^c  Kxxif 
le troifiéme  cA^-^ac-^hc  x  xMe  dernierxerme  eft  -— ^^r. 
-— ^  —  t  —  c  font  le  côëflScient  du  fécond  terme  j  -^ai 
-^ac^k  font  le  coefficient  du  troifiéme  terme  :  L'unité 
eft  le  coefficient  du  premier  terme  x'=*s  r  x  x\  lorfqu*il  ne 
contient  que  la  plus  haute  puiïTafice  de  Tînconnue  5  pour 
abréger,  on  décrit  ordinairement  qu'une  feule  fois  l'incon- 
nue dans  un  terme  lorfqu'il  renferme  plufieurs  grandeurs. 

Lorfqull  y  a  de  Hnterrirptron  dans  la  fuite  des  puiflances 
de  l'inconnue,  comme  dans  x' — abx  -^abc^^  o ,  on  dit  que 
les  termes  où  fe  trouve  l'interruption ,  manquent  dans  l'é- 
quation ,  ou  font  évanouis  5  ainu  le  fécond  terme  manque 
dans  X  —  aèx^ai€^:=^Oy  &  — aèx  demeure  toujours  le 
troifiéme  terme. 
Le  troi fiéme  terme  eft  évanoui  dans  x*  — axx  -f- a6c^=^o^ 

I  I  L 
16.      On  diftingue  les  équations  en  difFérens  degré*.  Les 
Tome  /.  E 
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équations  fîmples,  ou  du  premier  degré ,  ou  linéaires,  font 
celles  où  l'inconnue  eft  au  premier  degré  5  ainfi  x  —  a 
=0  eft  du  premier  degré.  Les  équations  du  lecond  degré 
font  celles  où  la  plus  haute  puiflànce  de  Tinconnue  efl: 
élevée  au  quarré,  xjC  —  ax^attsszo^  eft  une  équatioa 
du  fécond  degré. 

Les  équations  du  5^  du  4e,  du  5«  degré,  &c,  font  celles 
où  la  plus  haute  puiflànce  de  L'inconnue  eft  une  3^^  ou  une 
4e,  ou  une  5^  puiflance,  &c« 

IV. 

La  plus  haute  puiflànce  de  Tinconnue,  &  toutes  fes  autres 
{>uiflances  dans  les  termes  fui  vans,  peuvent  être  les  puiflan* 
ces  exades  du  moindre  degré  de  Tinconnue  qui  eft  dans  le 
pénultième  terme }  par  exemple,  dans  Téquation  x' — ax^ 

aixx'^^aaic  s:  o ,  en  regardant  le  moindre  degré  de 
j     _!_•    enuiti^j^e  terme  qui  eft  xx,  comn^ 

iîéme  puiflànce ,  x*  eft  fa  féconde  pu 
degré  de  Téquation  eft  celui  de  la  pli 
haute  puiflànce  du  moindre  degré  xx  de  l'inconnue  ^  ainfl 
l'équation  x'— ^;^  -*-  aixx  —  aabc^=s,  o ,  n'eft  que  du  troî- 
•fiéme  degré,  parceque  x'  n'eft  que  la  troifîéme  puiflànce  du 
moindre  degré  xx  de  l'inconnue. 

Ainfi  jâ^'^aax^'k-aa^:sssL  o ,  eft  une  équation  du  fécond 
degré ,  parceque  x*^  eft  le  quarré  de  x^. 

De  même  x'^ — aaoâ'^'^aab^ — ^^^=o^eft  du  troî- 
iîéme  degré ,  parceque  x'^  eft  le  cube,  &  x*^  le  quarré  de  x^* 

Mais  x'^r-ax^^abcxx — /^'^r^=o^  eft  du  fixiéme  de- 
gré, parceque  les  puiflànces  exades  du  moindre  degré  xxj 
ne  font  pas  de  fuite. 

Corollaire. 

L  O  R  s  Qjj*i  L  ne  manque  aucun  terme  dans  une  équa- 
tion ,  il  y  a  autant  de  termes  plus  un,  que  Téquation  a  de 
degrez  5  ainfi  il  y  a  deux  termes  dans  une  équation  du  pre- 
mier degré  -,  il  y  en  a  trois  dans  une  équation  du  fécond 
degré  j  quatre  dans  une  équation  du  troifiéme  degré  ^  &c. 
Car  tous  les  degrez  de  l'inconnue  font  autant  de  termes 
que  la  plus  haute  puiflànce  de  l'inconnue  a  de  degrez,  & 
les  grandeurs  toutes  connues  en  font  une  autre  qui  eft  le 
.d.ernijer  terme 
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17.  Si  tous  les  termes  d'une  équation  ont  ehacun  le  même 
nombre  de  dîmenHons  ^  on  dit  qu'ils  font  homogènes  3  ainfi 
tous  les  termes  de  x^ — ax^  -*-  abxx  —  acx^ad «=3  0,  font 
homogènes  3  parceque  chaque  terme  eft  de  quatre  dimen* 
fions  :  mais  les  termes  de  x*  —  ux^-^-bxx — ex  h-  i£=  o ,  ne 
font  pas  homogènes }  &  Ton  dit  alors  c^yxQ  la  loi  des  homogènes 
nyft  pas  obfervée. 

Cette  loi  des  homogènes  doit  être  obfervée  autant  qu'il 
eftpoflîble  dans  les  équations  des  Problêmes  de  Géométrie^ 
parcequ'on  ne  compare  pas  3  par  exemple,  des  grandeurs 
planes  ou  de  deux  dimenfions ,  quand  elles  expriment  des 
surfaces  ^  avec  des  grandeurs  folides  ou  de  trois  dimenfîonS| 
lorfqu'elles  expriment  des  figures  folides. 

R   £   M   A   K  Q^tJ   E      I. 

Cependant  lorfque  les  produits  qui  font  les  termes 
des  équations ,  n'expriment  que  des  lignes  dont  les  raports 
compofèz  avec  l'unité  ou  avec  d'autres  lignes,  font  exprimez 
par  le  produit  de  plufieurs  grandeurs,  l'on  peut  comparer 
des  raports  plus  compofèz  entre  des  lignes ,  avec  des  raports 
moins  compofez^ôc  même  (tmples,çntre  d'autres  lignes^ainfî 
l'on  peut  comparer  enfemble  des  grandeurs  de  différentes 
dimenfions ,  &  où  la  loi  des  homogènes  n'eft  pas  obfèrvée. 

On  peut  auffi  dans  ce  cas  confèrver  toujours ,  fi  l'on  veut, 
la  loi  des  homogènes ,  en  concevant  les  moindres  produits 
multipliez  par  Punité  autant  de  fois  qu'il  le  faut ,  pour  les 
rendre  homogènes  avec  les  produits  d'un  plus  grand  nom- 
bre de  dimenfions  ;  ainfi  on  rendra  -i-  ^xx  nomogene  avec 
—  ax^  en  écrivant  -1-  ixbxx.  De  même  on  pourra  écrire 
—  I X I X  cx^  &cixxxixdj  pour  rendre  les  termes  -^cx-^d^ 
homogènes  avec  les  autres» 

On  verra  dans  la  Géométrie  les  moyens  de  rendre  ho* 
mogenes  tous  les  termes  d'une  équation,  en  confervant  leur 
même  valeur. 

R   E   M   A   R  Q^U   E      IL 

\j  N  des  grands  avantages  de  F  Analyfe  efl:  de  ne  paj  par- 
tager inutilement  l'efprîc  ^  c'eft  pourquoi  elle  réduit  lés 


o 
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Problèmes  les  plus  compofez  à  des  expreflîons  (î  ïïiflples; 
que  toute  rattention  de  refont  n*eft  qu*aux  grandeurs  in- 
connues qu'il  cherche  :  aîn(i  pour  empêcher  que  les  gran- 
deurs connues  fur  lefquelles  il  nerefte  plus  rien  à  découvrir^ 
ne  Dartjigent  l'atténrion ,  on  exprime  par  une  feule  lettrç 
toutes  les  grandeurs  connues  d'un  même  terme^ 
Par  exemple ,  on  abrégera  l'équatioij 
X  — ^  ^xx  H- ^^x  •^p  ^^r  =5  Op 
— ^6     ^ac. 
'^^  c     ^6c. 
En  fuppofant  toutes  les  grandeurs  connues  ^^a^^b^^^e 
du  fécond  terme  égales  à  une  feule  lettre — n  j  en  fuppofanc 
^    toutes  les  grandeurs  connues  ^ab-^  ac-^hic  du  troifiénoe 
fçrme  égales  à  une  feule  lettre  h-^  •  &  toutes  les  connue^ 
f-^abc  du  quatrième  tçripe  à  une  feule  lettre — q ,  Ton  aura 
X* — fTixx-^pjf  — 4^=o,  au  liçu  de  réquation  propofce. 
.  L'on  voit  bien  que  la  loi  des  homogènes  n'eft  pas  moins 
obfervce  dans  cette  expreflîon  fîmple^que  dans  Pexpreffion 
compofëe ,  parceque  la  lettre  f ,  par  exemple ,  eft  dans  lô 
croiuéme  terme  à  la  place  d'une  grandeur  connue  de  deu^ 
dimendons ,  &  q  dans  le  quatrième  à  la  place  d^une  graU:* 
deur  connue  de  crois  dimen  fions. 

Définition     VI. 

Un  E  équation  aînfi  abrégée  s'appelle  une/ir;««/r,c*eft-i- 
dire  une  expreflîon  générale  fie  abrégée  de  toutes  les  équa-p 
tions  du  même  degré ,  qui  auroieot  le  même  nombre  dç 
termes ,  &  la  même  diverfîté  dans  leurs  figues. 

Corollaire     h 

il.  lOuTçla  divçrCté  des  équations  d'un  même  degré  ne 
pouvant  venir  que  de  ces  dçux  chofes  :  i.  de  ce  qu'il  man- 
que quelques  termes  dans  le^  unes  qui  ne  manquent  pas  dans 
les  autres }  i .  de  la  diverfîté  des  fignes  •»-  &  -r^  qui  précèdent 
les  termes  ^  on  peut  réduire  toutes  les  équations  d'un  même 
degré  à  un  nombre  déterminé  de  formules^. 

Par  exemple ,  en  fuppofant  que  le  premier  terme  a  tou- 
jours le  figne  h-^  ;:outes  les  équations  du  fécond  degré  fc 
peuvçnt  réduire  aux  fuivantes, . 

.  XXr7^f^B=zO.    xx-»-^==o.    xx« — »x-f-^=o.  xx-4-9* 

.H-/=>;;rO»    X^ nXi — P^^=0,.    XX.^nX'^^^^Op 
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Dâtts  ces  équations  »  marque  la  quantité  connue  du  fécond 
terme  )  icp  la  quantité  connue  du  troifiéme. 

L'avantage  de  ces  formules  eft  que  leur  réfolution  don- 
nera la  réfolution  de  toutes  les  équations  particulières  du 
fécond  degré ,  en  mettant  dans  la  réfolution  à  la  place  de  » 
&  de/ ,  les  grandeurs  connues  du  fécond  Ôc  du  troifiéme 
terme  des  équations  particulières. 

On  peut  de  même  réduire  les  équations  du  troîdémc 
degré ,  du  quatrième,  &c,  à  un  nombre  déterminé  de  for- 
mules. 

CoiLOLLAIIlE       IL 

O  N  peut  même  réduire  toutes  les  équations  d'un  même 
degré  à  une  feule  formule ,  pour  abréger  tous  les  cas  j  par 
exemple,  la  feule  formule  xx  -f-«x-|-/=  o,peut  repréfèn- 
ter  toutes  les  équations  du  fécond  degré,  x'nh  «xx  Hh/x  +;  q 
9SSS  O  peut  repréfênter  toutes  les  équations  du  troifîéme 
^^r^ï  &  X*  H-.  nx^  4-  fxx  -f-  ^x  +•  r  =s  o ,  toutes  celles  da 

quatrième  degré,  êcaîafi  des  autres }  4c cela,  en  ftippofant 
dçnx  choies ,  i<>.  que  quelques  termes  de  la  formule  font  nuls 
ou  é^aux  à  zéro ,  lorfqu*elle  repréfente  les  équations  où  il 
manque  des  termes  j  1°.  Que  quand  quelques  termes  des 
équations  ont  -f- ,  &  les  autres —,  il  faut  donner  aux  termes 
(de  la  formule  qui  leur  répondent ,  les  mêmes  figues. 

Par  exemple ,  afin  que  laformulex'4-«xx4-i>4f +-^«=0 
repréfente  Téquation  x' — aix-ha^c^saio ,  il  faut,  lo^  fuppo- 
fer  dans  la  formule ,  le  fécond  terme  -f-  nxx  =?=  o.  lO.  Il  faut 

fuppofer  que^x  dans  la  formule  a  le  fîgne — ,  &  ^  le  fïgne  -+-  : 
il  en  efl:  de  même  des  autres.. 

Enfin  oo  peut  fè  fervir  d*une  feule  formule  pour  chaque 
degré  où  tous  les  termes  ayent  le  figne-H }  par  exemple  xx 
H-  nx  -ï-^rsso ,  fera  la  formule  générale  du  fécond  degré  j 
'x^-^nxx-^-pxr^^s^ o,.celle du  trQifjéme,  &ainfî  des  autres: 
En  fuppofant  ces  deux  chofes ,  ip.  que  lorfqu'elle  repréfente 
des  équations  où  il  manque  des  termes ,  ces  mêmes  termes 
font  nuls  ou  égaux  à  zéro  dans  la  formule.  lO.Quelefigne^ 
de  chaque  terme  de  la  formule  repréfente  le  fîgne  -h  ou  -r-. 
du  même  terme  de  chaque  équation  particulière  du  mçmç 
4çgré ,  félon  qu'il  fe  trouve  dans  chaque  équation. 

p  ^  •    E  iîj         ^ 
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Ainfî  x'-»-«xx-4-^jc-+-f  =:o,repréfente réquatîon partL 
culiere  %*—  ahe  —  abc  =  o ,  en  fuppofanc ,  i*^.  le  fécond 
terme  de  la  formule  -»-  nxx  =  o ,  &  i  *^.  que  les  fignes  -h  de- 
vant-f-^x -4- ^^  repréfencent  les  iîgnes  —  qui  font  devant 
^—  abx  —  ahc. 

Et  dans  la  formule  que  donnera  la  rëfolutîon  de  x^'^nxx 
'^px  -h  ^==  0 ,  on  fuppofera  les  grandeurs  où  fera  »,  égales 
a  zéro ,  &  on  donnera  aux  grandeurs  où  feront^  &  ^ ,  des 
fignes  oppofez  j  mais  on  laiflera  les  fignes-*-  devant  les  puif- 
fances  paires  de  />  &  de  ^ ,  &  on  les  changera  devant  leurs 
puifiànces  impaires. 

Apres  cela  il  ne  faudra  plus  que  fubftîtuer  dans  la  formule 
delaréfblutionde  x'-^«xx-h^x-h^='o,  les  grandeurs  de 
réquation  partîculiere^à  la  place  de  »,^,  ^,  qui  les  repréfeo- 
tent  dans  la  formule  générale. 

Cette  manière  abrège  les  cas ,  &  rend  les  réfolutions  ge- 
nerales ,  comme  on  le  verra  dans  le  cinquième  Livre,  où  l'on 
expliquera  la  réfolution  particulière  des  équations  de  cha- 
que degré. 


SECTION    III. 

Ou  ton  explique  la,  manière  d'âter  les  incommen^ 
/ùrables  des  équations  des  Froblêmes  compo/è:;^ , 

lor/qu  elles  en  ont, 

ArBILTlSSEMENT. 

Lorsque  Pinconnue  de  Téquationeft  incommenfurable, 
c*eft-à-dire  lorfqu*elle  eft  fous  le  figne  radical ,  il  cft  necef- 
faire  de  la  rendre  commenfurable  pour  connoître  de  quel 
degré  eft  Téquation  j  lorfqu*il  n*y  a  d'incommenfiirables  que 
les  grandeurs  connues  de  Péquation* ,  &  que  l'inconnue  ne 
Teft  pas ,  on  connoît  alors  de  quel  degré  eft  Téquatîon ,  fans 
ôter  les  încommenfurables,  &  Ton  pourroît  réfoudre  Téqua-. 
tion  fans  les  ôter  s  néanmoins  comme  il  eft  ordinairement 
plus  facile  de  réfoudre  Téquation ,  lorfquMl  n'y  a  point  d*in- 
commenfurables  ^  les  méthodes  qui  fuivent  peuvent  fervir  à 
les  ôter  toutes. 
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PROBLEME    m. 

19.  0$TERles  incMtmenfuraiUsd^MneiqMatimUrpiuUlyma. 

Premien  manière. 

i^.  T  L  faut  mettre  une  des  grandeurs  incommenfùrables 
X  r^ule  dans  le  premier  membre,  &  toutes  les  autres 
*  quancitez  dans  le  fécond ,  &  élever  chaque  membre  à  la 
puiâànce  marquée  par  l'expoianc  du  (igné  radical  du  pre^ 
mîer  membre ,  &  la  grandeur  du  premier  membre  deviens 
dra  commenfurable.  S'il  refte  des  incommenfùrables  dans 
le  fécond  membre ,  lo.  il  faut  en  mettre  une  feule  dans  le 
premier  membre,  &  toutes  les  autres  quantitez  dans  le  fè^ 
cond ,  &  faire  fiir  cette  équation  Topcranon  précédente, 
^ui  ôtera  une  féconde  incommenfurable.  £n  continuant 
cette  opération ,  on  ôtera  toutes  les  incommenfùrables, 

Lorfqu'il  y  a  plufieurs  incommenfùrables  de  différent 
degrez ,  on  mettra  une  lettre  feule  pour  chaque  incom- 
menfurable  ^  ce  qu^abregera  le  calcul ,  comme  on  le  verra 
dans  les  exemples. 

On  abrégera  encore  le  calcul ,  en  mettant  après  chaque 

opération  une  lettre  à  la  place  de  toutes  les  grandeurs  de- 

,  venues  commenfurables ,  &  dans  la  dernière  opération  on 

reftituera  les  valeurs  des  lettres  qu'on  a  mifes  pour  déba. 

raâèr  le  calcul. 

Exemples. 

I. 

-  P OuR  ôter  les  incommenfùrables  de  Vxx^=^y/ax-^bb^ 
on  élèvera  chaque  membre  au  quarré  ,  &  Ton  aura 
xx:=iax^bb^  où  il  n'y  a  plus  d'incommenfurables* 

I  1.  

Pour  ôter  les  incommenfùrables  de  x  -♦-  y/aax  =s  ^  3  on 
fera  l'^.^ââx^sss^b — x.  i^  On  élèvera  chaque  membre  à 
latroifléme  puiflance,  parceque  Tcxpoiant  de  ^  eft  3,  & 
Ton  aura  aax^=iU —  ^bbx  -»-  5^xx  ^—  x\  où  il  n*y  a  plus 
d'incommenfurabks. 

III. 

Pour  ôter  les  incommenfùrables  de  y/ aax''\'^ a  x'  se  a: — r, 
I®.  il  faut  élever  chaque  membre  à  la  troifîéme  puiflance 
&ron  aura^/^x-f-V^ss^x*— 3fxx-»-3fr*— i^, 
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1^,  Après  avoir  mis  y/J^  feule  dans  le  premier  membre; 
VWx^=5tf' — 3rjcx-t-3frx— r'  —  aaxy  il  faut  élever  chaque 
membre  au  quarré^  &  l'on  aura  aix^==ix — fiCK\  &c.  oiji 
il  n'y  a  plus  d'incommenfurables. 

.IV. 

Pour  ô ter  les  încommenfurables  de  x  -^y/aax=z^ax^  on 
fuppofera  n  ^=^^aax ,  ce  qui  donne  ti = aax^  SC7ns=:  yjax^ 
ce  qui  donne  fnm  s^ax^Sc  Ton  aura  x-^nss^m^^M  lk\xdQx 
^^aaj&ssiVax, 

Enfuite  on  fera  par  tranfpofîtion  n=:m—  Xj  &  on  élèvera 
chaque  membre  à  la  troifiéme  puifTance  marquée  par  Tex-- 
pofant  ^  du  fîgne  radical  de  ^aax  tszn^&c  l'on  aura  n'  =s  m^ 
— ymmx^^mxx — ^x',  &par  tranfpofition  n^^immx-^x^ 
5=w'-f-3»ïXAr,  où  «'-Hj^iwix,  &-»-x*{ônt  commenfurables. 

Pour  débarafler  le  calcul^on  fuppofera  les  grandeurs  conw 
menfurables.»'  -h  }mmx h-  x'  =^/s  afin  de  n'avoir  attention 
qu'aux  feules  încommenfurables  m^-H3mxx^  ScTon  aura  m^ 
-H3fffxx=:/^.  On  élèvera  chaque  membre  auquarré^parce^ 
que  l'expofànc  de  l'incommenfurable  m  ss=  Vax  eft  i,  &  Ton 
aura  m'-t-  6m^xx  -t-  ^mmx'^^=s&f^\^  où  il  n'y  a  plus  d'incom- 
menfurables.  Enfin  onfubftituera  à  la  place  de/^  Tn^n^  leurs 
valeurs,  &ron  aura^xx-H^^'x'-Hg^^-^x*-*-  laax^-j^^ax^ 
-f.  x"  =^a^jç^^6aax^  ^  9^x*5  &  en  4'abregeant  on  aura  x* 
— 3^x*-h 5^^x*-h5i^V -i-^*xx = o,ou  bien  x*— •3^x'-i- ^aaxK 
-h  5^'x  -H  ^^s^  o ,  où  il  n'y  a  plus  d'incommenfurables. 

Seconde  manière  ^  lorfque  t équation  contient  flujteurs 

incommenfurables. 

1°.  I L  faut  fuppofér  une  lettre  égale  à  chaque  grandeur 
încommenfuraole ,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  qu'il 
y  a  d'incommenfurables-  Il  faut  en  ôter  les  incommenfu- 
rables par  la  première  manière ,  &  Ton  aura  de  nouvelles 
équations  où  les  puiflanccs  des  lettres  fuppofées  feront 
égales  à  des  grandeurs  commenfurables  j  on  les  appellera 
les  équations  commenfurables* 

2^.  Il  faut  mettre  les  mêmes  lettres  dans  l'équation  pro^ 

Iioféej  6c  après  avoir  mis  dans  le  premier  membre  la  feule 
ettre ,  qu*on  a  fuppofée  égale  à  Tincommenfurable ,  donc 
l'expofaht  eft  lepius  grand ,  on  élèvera  chaque  membre  de 
cette  équation  à  la  puiUànce  de  cet  expoiànt. 

Enfin 
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tnfin  on  fubftîtuera  les  valeurs  commenfurables  des  let- 
tres fiippofées  à  leur  place  dans  rcquatioil  précédente ,  & 
ces  valeurs  feront  prifès  dans  les  équations  commenfura* 
blés  i  &  en  continuant  les  fubftîCutions ,  on  arrivera  enfin 
â  une  équation  où  les  Icctres  ruppofées  ne  feront  plus,  Se 
qui  n'aura  plus  d'incommenfurables^ 

Par  exemple,  pour  ôter  les  incommenfurables  de  x  -¥'yjaax 
s=  y/ax :  1° ,  je  fuppofe  n^^=z^aax yUm  =  Vax  i  &  ôtant  les 
incommenfurables,  je  trouve  n^=:aax ^  &  mmsssiax,  ce 
font  les  équations  commenfurables. 

2°.  Je  mets  »&»z dans  Péquatîonpropoféex+y^//^Ar=i/^;i^, 
â  la  place  des  incommenfurables^  Se  je  trouve  x^-n  =  m. 

Je  fais  par  tranfpofition  »==»«  — x^  &  j'élève  chaque 
membre  à  la  tfoifîéme  puiffance,  parceque  Texpofant  de 
^aax = »,  qui  eft  le  plus  grand ,  eft  3 ,  &  je  trouve  «'  s»  m^ 
—  ^mmx  -H  3  mxx  —  x^ 

5^.  Je  fubftîtue  dans  cette  équation  les  valeurs  comment 
furables  de  n^Sc  de  mm^  prifès  dans  les  équations  commen-^ 
furables ,  &  je  trouve  aax  =  w' — yaxx  h-  }mxx  —  x\ 

Pour  fubftituer  la  valeur  de  »'  dans  cette  équation,  je 
multiplie  chaque  membre  de ;»»i:s=:iirAr  pa^r  ;»,.&  j^ai  m'  =samxf 
&  je  fubftitue  amx  i  la  place  de  m^  dans  aax  =s  m^  -^ynxx 
— laxx  — AT^,  &  [e  trouve  aax^=s:amx'^}^xx  — ^^axx  — ^x', 
ou  bien  aa^ssam-^^mx — ^ax — xx  j  Je  mets  par  tranfpo^ 
fition  les  quantitez  où  eft  m  dans  le  premier  membre ,  &  les* 
autres  dans  k  fécond,. &' j'ai  am-^i7nx^s=;iax^'^aa^xxi 
divifant  le  tout  par  ^  h-  3X ,  je  trouve  m = "^^'^^j^  ''^ 

Pour  fubftituer  la.  valeur  commenfurable  de  m  dans  cette 
équaciôn,  j*éleve  chaque  membre  à  la  féconde  {Hiiffance^ 
parceque  l'expofant  de  ^/ax  =  »*  efl  a ,  &  je  trouve  mm 

Je  fubfli'tue  dans  cette  équation  la  valeur  de  mm  prffe 
dans  l'équation  mm  =:ax  >  &  je  trouve 

aa^-+'6ax+'$xx 

En  réduîfant  chaque  membre  au  même  dénomfnatéur^ 
que  j'efface  enfuite,  &  en  abrégeant  &  ordonnant  Téqifa- 
tîoa,  je  trouve  x^ — }ax^  ^  jaaxx  ^  ^a^x  ^  a^  =i  o  ^  oiril. 
n'y  a  plus.  d*iûcommenfurables.  Ce  qui  étok  propofk- 

Tme  A  F 
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D£^MONSTKATIQN. 

I L  eft  cvîdçnc  que  par  le«  opérations  de  ces  deux  métho^  | 

des  du  Problême ,  on  ôte  les  incommenfu râbles  les  unes 
après  les  autres^  &  que  TégaUté  fë  conièrve  toujours. 
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SECTION     IV. 

Oâ  Von  epeplique  U  manière  de  p^owvejr  le  plus  grand 

divijèur  commun  de  deux  ou  de  plusieurs  équations 

çompojees  \m  ont  la  mémf  inconnue, 

L  eft  txès-utîle  pour  la  réfp}utiop  des  éqnatiofis  cpmpo^ 
jees ,  de  pouvoir  trouver  le  plus  grand  diyileuf  commun  dç 
celles  aui  ont  la  même  inconnjue  ^  &  cela  Tert  aufli  quand 
on  a  plus  de  raports  d^un  problême  qpe  dMnconnues^  i 
former  Inéquation  la  plus  fimple  qui  en  dpnne  la  r^£61vitionr 

PROBï,ÉME    IV. 

%Om  T^OVf^ER  le  fins  grand  iivifinr  cpfmnnn  dfS  den^  éqna* 
fions  ^9i  ont  la  même  inconnue ^ 

1^0  Ç^  I  routes  les  quantitez  de  chaque  équation  étoienç 

i3  multipliées  par  une  grandeur  commune,  on  les  di^ 

yifèroit  toutes  par  cette  grandçur  commune ,  &  il  faudroie 

quotient 
grandeur 
jcur  commun  qu'on  cherchoît, 

i"".  Si  toutes  les  quantitez  d'une  (ëule  des  deux  équations,  6c 
fur-tout  de  celle  qui  fervira  de  divifeur,  étoient  multipliées 
par  une  même  grandeur  ^  il  faudroit  les  divifer  par  cette 
grandeur,  qui  ne  doit  point  entrer  dans  le  commun  divîfeur^ 
ïc  opérer  enfuite  avec  le  quotient.  Ces  choies  ruppofées. 

i  r 

Première  manière^ 

!«  A.P  *^E*s  avoir  nommé  la  première  équation  celle  du  degré 
plus  élevé,  &  Taucre  la  féconde,  { fi  elles  font  du  m£f)9e  degr é| 
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ton  flofHinerâ  kquelk  on  voudra  la  première ,  &  l'autre  la 
féconde  ^  )  il  faut  divifer  la  première  par  k  ièconde  j  &  fi  là 
divifion  fe  fait  ^ufte  y  k  iècofide  eil  le  plus  grand  divifeui 
commun. 

Si  la  divifioû  ne  peut  fe  faire,  exaûement ,  forfqu'off  fera 
arrivé  i  un  reile  où  Tinconnue  a  moins  de  degrez  que  daû» 
Ja  ièconde  équatk)n  ^  fans  avoir  égard  au  quotient  ^on  divf* 
fcr^  la  féconde  par  le  refle ,  qu'on  nommera  premier  refle. 

Si  k  divifion  fe  fait  exadement  y  le  premier  refte  efl  le 
plus  grand  divifeur  commun. 

Mais  fi  elle  n'efl  j)as  exàde ,  &  qu^elïe  donne  un  reflre , 
on  divifèra  le  premier  refte  par  ce  fécond  refle  $  &  fi  cette 
divifion  donne  un  troifiéme  refte  ^  on  divifèra  le  fécond  refle 
par  le  troifiéme^  &  on  continuera  piqu'â  ce  qu'on  ait  trouvé 
un  reflre  qui  foit  un  divifeur  exaûe  du  précèdent  ^  &  ce  refle 
ièra  le  plus  srand  divifeur  commun, 

2.  Quand  en  fai&nt  les  divifions  de  cette  méthode ,  on 
trouve  une  fraâion  pour  quotient ,  il  faut  dans  ce  cas  muU 
tiplier  k  grandeur  à  divifer  par  la  grandeur  connue  ^  qui  efl 
le  coëficient  du  premier  terme  du  divifeur ,.  ou  par  le  déno^ 
mînateur  de  la  n-aâion  trouvée  pour  quotient  j  &  la  gran- 
deur à  divifer  étant  ainfi  préparée  y  k  divifion  donnera  pour 
quotient  une  grandeur  entière. 

Exemple      I. 
1^  O  u  K  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
cquationsx**— i3x'°-4-  éjjtf* —  157x^-1-  iS^x^  —  to^xx  -f- 11 
=ro.         ^'® — iia;*-i-54x^— iiix*-l-i05;i^x—  35=s=B0r 

Je  remarque  qu'il  n'y  a  aucune  grandeur  commune  qui 
multiplie  toutes  les  quantités  de  chacune  de  cts  deux  équa- 
ttonSy  nr  aucune  grandeur  commune  qui  multiplie  tous  les- 
termes  de  k  féconde  5  aihfi  j'opère  immédiatement  fur  ces^ 
deux  équations. 

Je  divîfe  k  première  par  k  feconde ,  &  je  trouve  le  quo< 
tient  XX  —  r ,  que  je  néglige ,  &  le  refte  —  x'-h  ^x^ —  i8x^ 
^  35XX  —  r4  ,  qui  ne  peut  plus  être  divife  par  k  feconde 
équation ,  puîfque — x^  eft  moindre  quex^. 

Je  dîviïè  la  feconde  équation  x'® —  iix^-i-  54x^ —  rizx^ 
•+•  lofvx  — 3.5  =  0 ,  par  ce  premier  refle  — x*-»-  jx^ —  i8x^ 
■4-  35XX — 14,  &  je  trouve  le  quotienr — xx-h  3  ,  que  je 
néglige,  fit  le  refte -^x^-i-7x^— I4XX-»- 7. 
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Je  dîvifelepremierrèfte— x*^  ^x — x8x*^- jyATAf— .14; 
par  ce  fécond  refte — x'-h  yx^  —  ij^xx  -4-  7 ,  &  la  divifîon  fe 
fait  exadement  :  ainfi  —  x"^  yx*  —  \^xx  -f-  7  =;  o ,  ou  bien 
en  rendant  la  plus  haute  puiflànce  —  x  pofitive  ^  x  —  yjt* 
-»-  \/^x  —  7  =  o  3  eft  le  plus  grand  divifeur  commun  des 
deux  équations  propofées. 

Exemple      IL 

1^  O  u  R  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  3x' —  iiArxH-i5x  —  6  =  0.  — uxx-+-30x— 18 
=s=  0  :  !*•.  Je  remarque  que  tous  les  termes  des  deux  équa- 
tions font  multipliez  par  3 ,  ou  peuvent  être  divifèz  par  3  j  je 
les  divife  par  3,  &  je  trouve  les  deux  quotiens  x^ — 4^x  -+-  5* 

— -2  =  03  &  — 4XJf  -i-iox —  6=0. 

Il  faut  àpréfent  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun 
de  ces  deux  quotiens ,  &  quand  op  Taura  trouvé  ^  Iç  multi^ 
plier  par  3  ^  &  le  produit  fera  Is  plus  grapd  divifp^r  i:o|ninuii 
des  deux  équations  proppfées. 

2^.  Je  remarque  que  tou5  Içs  tçrntes  de  la  féconde  équa* 
tîon  —  4XX  Hi-  \px  T^  6= o  3  qui  doit  fèry îr  de  divifeur ,  peu- 
vent être  divifez  par  1  •  je  les  diyife  donc  par  *,.&  je  trouve 
Pléquatîon  -rr-  xxx  ^^  jx  — -  3  =?=  9  >  qui  eflt  celle  qui  doit  fervir 
de  dîvîfèur^ 

Mais  il  faut  remarquçr  quç  q^and  on  aura  trouvé  le  plus 
grand, divifeur  commun,  il  ne  faudra  pas  le  multiplier  par  z^ 
parceque  %  n*efl  pas  un  divifeur  commun  des  deux  équa^»» 
tionsx'  —  4A:Ar-HyA:— T-2s=Qj^^4xx-+-iOAr  —  6=;0. 

Pour  trouver  maintenait  le  plus  grand  divifçur  commua 
dex' — 4a:a: -*-  jx -" 2  =  o,  &de  —  ixx*4-  5x-^3=eO,je 
divife  la  première  par  la  féconde ,  &  je  trouvç  pour  quotient 
la  fraâîon  rrs  ^^^^  ^^  ^^^^  voir  qu'il  faut  préparer  la  gran- 
deur à  dîvîfer  x^  —  4xx  ^  jx  r^  2 ,  en  la  multipliant  par  Iç 
dénominateur  de  la  fradîon  rf ,  qui  eft  — ^  1,  &  j'aurai  le  pro- 
duit —  ix'-f.  %xx  « —  wx  H-  4,  qu'il  faut  divifer p^r  lafeconde 
grandeur  r-rr  xxx  -+•  5^  r—  3 . 

En  faîfant  la  divifîon,  je  trouve  d'abord  le  quotient  x.  Se 
Ip  refte -f.  3xa; -T-  7;^:  rH  4 ,  qu'il  faut  continuer  de  divifer  par 
-T—  xxx  -H  5x  — r  3  ,  parceque  la  plus  haute  puifïànçe  de  l'in-.  . 
connue  x^  n'eft  pas  dans  le  refle  -h  ixx-r^  7x  -f-  4 ,  moindrç 
que  la  plushautp  puiflàiijce  de  la  yci^xti^x  dans  Ip  jiivifei»^ 

^XXX-i-^^Çr^^,        ->•"-•.  .       ,.  .. 
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Maïs  en  continuant  de  diviier-4-3xx— 7x-»-4,  par — ixx 
•4-5X — 3,  je  trouve  pour  quotient  la  fraâdon  ^^  cela  fait 
voir  qu*il  faut  préparer  la  grandeur  à  divifer  h-3xx — jx 
-4-4,  en  la  multipliant  par  le  dénominateur  —  z  ^  cela  me 
donne  la  grandeur  à  divifer-^  èxx^^^  14^  —  8  ^  je  la  divift 
par  le  divifeur  —-  zxx  -h  5;^ — 3 ,'  &  je  trouve  k  quotient  3  ^ 
&lerefte  —  jc-hiî=o. 

Je  divîfe maintenant  —  zj^Ar-(-5x-*-»3s^o,  qui  a  fèi:vî 
julqu'ici  de  divifeur,  parce  refte— x-fr-  x  sp^o,  &}e  trouve 
que  la  divifion  ie  £siit  exaâement. 

Aînfi  —  x^  1=0,  ou  -♦- X --«- 1  Bs Q ,  efl;  le  pli*5  grand 
commun  divifeur  dex^»^4xx-h5x<— ^xp^o,  Scde*^4x;« 

H-IOX éasso. 

Et  en  multipliai^  — x-h i  asso^  ou  -f-x— i  ss=  o  par  5 ,  je 
trouve — 3  X -4- 5=0,  ou-»-3x — 3==o,  pour  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  propofées  ^x' —  i  ixie 
•+•  15X  —  6  ■=  o ,  —  iixx  -K  30X  --«  18  as  Q.  Çç.  qui  çtoit 
propofé. 

AVERTISSEME   NT. 

\j  N  a  mis  dans  cet  exemple  qui  n*efl  pas  fort  compofé, 
toutes  les  difficultez  qu'on  peut  trouver  dans  la  recherche 
du  plus^rand  divifeur  commun  ^  c'eft  pourquoi  ceux  qu\ 
commencent ,  doivent  fe  le  rendre  très- familier. 

Exemple     II  L 

P  O  u  II  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  très  deux^ 
équations  x* — 4^x'-i-i  i^^xx— 10^'x*  ii^r^asco, 

X*  —  3  ^x'  H- 1  z^^xx  —  I  ^afx  -47  aé4^*s=  c, 

je  dîvife  la  première  par  la  féconde  ^  &  je  trpuye  le  quotient 
I  y  que  je  néglige ,  &le  refle  ^-r  4x'-i— ^#ia'^— 4<??x-r- 114% 
qui  étant  divifé  par  — ^^,  donne  x^  -h  ^xx  r+-  4»^»  -+•  1  la^ 
pour  le  premier  refte,  ;  •  .-  ^  • 

je  divifè  la  fecondç  équ^oç  xl-^^i^^^-fz.^A^^^j^  rrr  i^^V 
^-  i4^*=z=  o ,  par  x'  -h  ^xx  -H4^i^x-+- 1 xaK^ ,  .^ 

Je  tropy^ le  jquotiençrx —4^.5  que;  je  pégUge, •& le  refte, 
H- 1  xaaxx'^  I  la^x  H-  7i^\^^  je  div^fç  p.aj:  iiaa^  ^  jç  trou  vf  ^^ 
pour  le  fécond  refte  xx  -tt  ^x  -h.  6éM» 

]c  divife  le  premier,  rql^ç  x?  -k^.axx  •+-  44^x  h-  i  ia\  par  le 

fççopid  reftp  .xpç^ax^^.^.^^  d^vifîpapft  exa<Ste. 

f  iij 
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Âififi  xx'^^ax'^^aaxst  o,  èft  le  plus  grand  divifèur  com. 
mua  des  deux  équadans  propoiees. 

Exemple      IV. 

■ 

Po  u  K  trouver  te  plus  grand  divifèur  commua  des  deux 
équations  x'  -'^xaxx^aax^^aabts^o^ 

«— •  bxx  •+•  xatx. 
Se       —  iaxx-^%aax  —  ^aob  =  o. 

—  bxx  -4-  4if^x. 
je  dîvifè  la  première  par  la  féconde }  &  en  divîfant  le  premier 
terme  x^  par  te  preimer  terme  —  laxx  —  ixx  du  divifcur , 
Je  trouyeiafraftion  j~^è  Cela  me  fait  voir  qu'il  faut  pré- 
parer  la  preimére  équation,  qui  eft  la  grandeur  i  divifèr, 
en  la  multiphant  par  te  dénominateur  — r  la  — b  j  &  je  trou^ 
ye  pour  produit  la  première  équation  préparée. 

^^bx^  '^4^bxx'-^jaabx'^aabb 
'^bbxx  —^labbx. 

Je  la  divife  par  la  féconde  équation 

-—  lawc  -4»  xdax^-^iaab  =  o. 
^—bxx  ^J^bxy 

ic  je  trouve  le  quotient  x^  que  je  néglige,  &  le  reftc 
-4-  laaxx  —  la^x  -H  la^b 
-H  bbxX'-^xaabx'Jhaabb 
'^xabbx. 

i|u'il  faut  continuer  de  divîfer  par  le  même  divifèur 
'—  xaxx'^xaax-^iaab  =3  o. 

parceque  la  plus  haute  puîflànce  xx  de  l'inconnue  n*eft  pas 
moindre  dans  le  refte ,  que  dans  le  diviieur. 

Mais  en  faiiant  la  diviiîon  de  ce  refte  par  le  divifèur ,  je 
trouve  la  fraâion  ^^  j  ce  qui  me  fait  voir  qu'il  faut  pré- 
parer le  reile  -h  taaxx  -—  xa^x ,  &c. 

-J&bbxx^ 
enle  multipliant  par  te  dénominateur — la-^b^  &  j6  trouve 
^e  refte  préparé  ^^  4^xx  h-  4^x    ^—  jyi'b 

9mmxaabxx^6^bx  ^^j^bb 
'^^xabbxx-^^  $aabbx      aab^ 


L  I  ▼  K  B      IL  ^J 

Je  continue  de  le  divifër  par  le  même  divifèur 

&  je  trouve  le  quotient  laa  -h^^>  que  je  néglige  »  8c  le  refti 

—  laix    -4- 1^*^ 
-4-  /^abbx  — -  4^'^^ 

—  z^^'x  -4-  xaab^, 

donc  chaque  terme  peut  être  exaâement  divifé  par — t^s'^ 

Ainfi  je  divife  ce  refte  par  -—  i^b^^4aabb  -*•  xétb\  &  je 
trouve  pour  quotient  x  -—  ^  >  que  je  prens  pour  le  dernier 
refte. 

Je  divife  maintenant  la  féconde  équation  qui  a  fervi  de 
divifeur  jufqu'ici,  parle  refte  x — ^^  &  la  divifion  eft  exaâe. 

Par  confëquentx — a=ssz  o^  eft  le  plus  grand  divifeur 
commun  des  deux  équations  propofées. 

Préparation  four  la  dèmmifiration. 

La  démonftration  n'eft  pas  différente  de  celle  qu'on  a  cou- 
tume de  donner  dans  TArithmetique  &  l'Algèbre ,  pour  la 
méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
grandeurs  incomplexes,  Scelle  eft  fondée  fur  ces  axiomes. 

Axiome     I. 

\j  N  divifeur  exad  d'une  grandeur ,  eft  auffi  un  divifeur 
exaâ  d'un  multiple  de  cette  grandeur  ^  par  exemple ,  un 
divifeur  exaâ  d'une  grandeur  j^^  eft  un  divifeur  exaâ  de  3^^ 
ou  en  gênerai  de  mA. 

« 

AxiomeII. 

\j  N  divifeur  exaâ  d'une  grandeur  entière  ^  ^  qui  a  deux 

fjarties  ^  ôc  C,  &  de  l'une  de  ces  deux  parties  comme  de  JB^ 
'eft  aufli  de  la  feconde  partie  C. 

^A  X   I   O  M  B      IIL 

Le  plus  grand  divi&ur  commun  de  deux  grandeurs  A 
Se  S ,  .condmt  les  autres  communs  divifeurs  moindres  des 
mêmes  grandeurs,  &  il  eft  un  multiple  de  chacun  de  ces 
4iyifeurs  moindres.  Ces  choies  fuppofiies. 


\ 


48  Analyse     semoktr  e'e. 

^      .  c»       r  ■    Soit  nommée  ^  la  première  équa- 

J^remerc,         Seconde,  ^on ,  &  ^  la  féconde ,  on  fuppofe 

A  —  mR  -u  r  que  ^  étant  divifée  par  B ,  on  trou- 

«  "^  «<-  "Tty*  v«  le  quotient  w ,  &  le  refte  Ci  ainfi 

*  En  divifânt  la  féconde  équation  B 

,  par  le  premier  refte  C ,  qu'on  trouve  le  quotient  »,  &  le 
xefte  D  i  ainfi  ^  =  «C-i-  i>. 

Enfin,  qu'en  divifânt  le  premier  refte  C  par  le  fécond  2>; 
la  divifionfoit  exade,  &  qu'on  trouve  le  quotient/,  ainfî 
C=/D. 

Il  faut  démontrer  que  D  eft  le  plus  grand  divifèur  coni^ 
miin  de  ^  ^  de^. 

De'monstrati  ok. 

i-  IL  eft  évident  que  D  eft  dîvifeur  commun  dc>/  &  de  J7  , 
car  par  la  fuppofirion  il  Teft  de  Cj  donc  il  Fcft  de»C-4-2) 
s=5s  B  par  le  i«  axiome  j  donc  D  eft  divifèur  de  mB  -^C^=^A 
par  le  i"  axiome,  i^  JD  eft  auiïî  le  plus  grand  divifeur  corl- 
mun  de  ^  &  de  ^;  car  leur  plus  grand  divifeur  commun 
doit  être  divifeur  de  mB  multiple  de  Jîj  &  étant  auffi  dtvi- 
leur  de  la  g;randeur  entière  mB-^-Cz^A^  il  eft  divifeur  de 
la  Impartie  Cpar  le  !•  axiome  ^  donc  le  plus  grand  divifèur 
commun  de  ^  &  de  B^  eft  divifeur  de  nC  multiple  de  C  par 
le  I"  axiome  j  &  étant  auflî  divifeur  delà  grandeur  entière 
«Ch- J)=»i5j  il  eft  divifeur  de  B  par  le  i*  axiome  :  Mais  JÛ 
eft  divifèur  commun  de  ^  &  de  ^  par  la  première  partie  de 
cette  démonftration  ^  aîn(I  le  plus  grand  divifèur  commun 
de  ^  &  de  J? ,  étant  auffi  divifeur  de  D ,  ri  faut  que  Z)  foie 
lui  même  ce  plus  grand  commun  dîvifeur  :  autrement  JD 
feroit  un  divifeur  commun  de  ^  &  de  ^^  qui  furpafferoîc 
le  plus  grand  j  ce  qui  feroit  contre  la  fuppofîtion. 

Démonftration  four  le  cas  oà  il  faut  frèfarer  la  grandeur 

à  divifer. 

Si  en  divifânt  la  première  grandeur  ^par  la  feconde  B^ 
on  trouve  une  fraoion  dont  le  dénominateur  (bit  f,  il  faut 
préparer  A  en  la  multipliant  par /j  on  fuppofe  qu'en  divi- 
lant  enfuite/^  par  ^,  on  trouve  le  quotient;»  &  le  refte  C, 
ainfi /^  =bw^-hC. 

Divifânt 
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Divifant  enfuîte  B  par  le  refte         ^       .  ^        i 

C,  fi  l^on  trouve  une  fradion        >P^^^^^^^.        5cr^«^^. 

dont  le  dénominateur  eft  ^,  il     ç' ^     p         ^'  .'i 

faut  préparer  ^  en  la  multipliant     ^  ~    ^     y^' 
parg^  &  Ton  aura  g^j  on  fup-     go  — ni^-t-U. 

pofe  qu'en  divifant  gS  par  le  .  P    '  .  . 

premier  refte  C ,  on  trouve  le  quotient  «  ^  &  le  refte  2)  i  ainfi. 
gS=:^nC^D.  \  ^  '      [  * 

'   Enfin  on  fuppofè  qu*en  divifant  Je  premier  refte  C,  pai'  fe> 
fécond  D^  la  divîfîon  eft  exade,  &  que  C=/2).<i;ela  fuppofc. 

Il  eft  évident  que  le  plus  grand  divifeur  commun  de>^  6c 
de  J9,  eft  divifeur  de/I^  par  le  premier  axiome ,  &  par  con^. 
féquent  de  ntB  4-  C=zf^.  Il  eft  de  même.£vident  qûd  le 
plus  grand  divifeur  commun  de  >^  &  de  -S,  eft  divîfeui^dô 
mS  &  de  gB^  multiples  de  5  î  il  eft  par  confcquent  divifeur 
de  Cy  féconde  partie  de  mB^  C,  par  le  z'  axiome,  &  de  nC 
-j^D=:gB  i  il  Teft  aufTi  de  nC  multiple  de  Cy  parcoofè- 
quént  étant  divifeur  de  »C-i- JD,  &  de  la  première  partie  nC^ 
il  Teft  auffi  de  Tautre  partie.  D.  .         /  .        ? 

Ainfi  D  étant  divifeur  exaû  de  Cyîleft  le  plus  grand  conou 
mun  divifeur  de  ^  &  de  ^,  ou  du  moins  il  le  contient,  & 
il  en  eft  le  multiple. 

Mais  quand  les  plus  hautes  puîflances  de  Tinconnue^^jj 
ne.  font  point  multipliées  par  d*âutre«  grandeurs  connue* 
dans  A  &.dans  if ,  la  pùiflaricè  la  pKts  élevée  de  a:  dattiflé 
plus  grand  divifeur  commun,  doit  êtfefeiile'jVc'eft  pour- 
quoi en  divifant  le,  dernier  refte  JD,  divifeur  exâd  du^^pïdi 
cèdent ,  par  le  coëficient  de  la  plus  haute  puiflàncc  de  fen 
inconnue  x ,  le  quotient  doit  être  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  ^  &  de ^.  .       .'  .   . 


. ,  '  " 


^    Seconde  manière  de  trouver  le  f  lus  grand  divifeur  cçint|m^^    ; 

II.    On  nommera  la  première  équation.// jpour^ rendît li 
chofe  plus  claire ,  &  la  féconde  B. 

Il  faut  prendre  la  valeur  delà  plus  haute  puiflknce  de  Tin* 
connue  x ,  qui  eft  le  premier  terme  de  J?,  &  fubftituer  cette 
valeur  ^ù  lieu  de  a:  dans  ^,  (obfervant  d*clever  aupara>(ant^ 
an  degré  de^,  en  multipliant  Téquation^jSpar  j^jou  xxi&c, 
£  lé  premier  terme  de  ^  étoic  mpindre-que  Le  premieif^mé 
àtA.)       .  ...... 

Tome  I.  G 


ja  Analyse    demontre'e.  , 

Il  faut  continuer  cette  fubftitution  jufqu*àce  qu'on  ait 
réduit  !/^  àun  moindre  "degré  que  ^,  &  on  appellera  C 
réqdation  où  Ton  aura  réduit  A  par  ces  fubftitutions. 

Il  faut  enfuîte  prendre  la  valeur  du  premier  terme  de  C, 
&la  fubftituer  dans  B^  &c  continuer  la  fubftitution  jufquU 
ce  qu*on  ait  réduit  £  à  une  équation  JD  d'un  moindre  degré 
qaé  C. 

L*on  prendra  enfuîte  la  valeur  du  premier  terme  de  JD , 
qu'on  fubftituera  dans  C,  &  Ton  continuera  ces  opérations 
jufqu'â  ce  qu'on  trouve  une  équation  E ,  d'où  la  valeur  dm 
premier  terme  étant  fubftituée  dans  la  précédente  JD ,  tous 
le^  termes  (e  détruifent  par  iles  fignes  contraires. 
t  '  L'équation  E  fera  le  plus  grand  divifëur  commun  de  A 
dcàe  B. 

Lorfqu'il  arrive  que  les  premiers  termes  des  équations  A 
ècJB^onBScC^oviC&cDy  &c.  ont  des  coëficients ,  il  faut 
préparer  les  deux  équations  en  multipliant  A  par  le  cocfi- 
çient  du  premier  terme  de  ^ }  &  J3  par  celui  du  premier 
terme  de  A^  &  faire  la  même  chofe  pour  if  &  C^&c.  comme 
pn  k  irerra  daiis  les  exemples. 

Prtmier  cxemfle  qui  efi  le  tmfième  qui  f  recède. 

X  O  u  R  trouver  le  plus  grand  dîvîfeur  commun  des  deux 
éqpations  A.  x* —  4^x'-h  i  laaxx —  io^^'x-h  i  ia=z  o. 

B.  AT* — "^ax^ '^  Il aaxx — i6a^x^  i4^*=o, 
je  prens  la  valeur  de  x"  dans  la  féconde,  &  je  trouve  x*=  3  ax^ 

. ,  Je  fubftitue  cette  valeur  de  x*  dans  la  première  équation  , 
&  après  la  fubftitution  je  trouve  au  lieu  de  la  première  équa- 
tion ,  celle-ci — ax^, — aaxx, — 4^W —  i  i<^*=o,  dont  tous 
les  termes  peuvent  fe  divî/èr  par  —  ^  ;  &  après  la  divifion , 
]^  trouve  C.  x^^axx'^4^ax^  1 1^'= o. 

Cette  équation  Cétant  d'un  moindre  degré  que  la  (econde 
^,  je  la  multiplie  par  x,  ôcj'ai  l'équation  x*'^ax^'¥'4utaxx 

v^îza^xs=zo. 

:   Je  prens  dans  cette  équation  la  valeur  de  x*,  qui  eft  x*  =5s 

.i-^iax^.— 4^/ai:x-.—  I  %a^Xj  &  je  la  fubftîtuç  dans  B^  &  après 
la  iuéflftitutiOTi,  je  tr.o»ye  l'équation — ^x^^  %aaxx — i%a^x 


LivreII.  jf 

Comme  elle  n'eft  pas  d'un  degré  inférieur  à  celui  de 

réquation  C^  il  faut  prendre  dans  réquadon  C  la  valeur 

de  x'  pour  la  fubftituer  dans  réquatîon  précédente. 

Mais  le  premier  terme  de  la  précédente ,  qui  eft  — 4^^' 
ayant — /^  pour  coefficient,  il  faut  préparer  Téquation  C 
en  la  multipliant  p^r — 4^ ,  &  je  trouve  —  4^x' — j^axx 

—  I  6i«^X  —  48^*=  G. 

Je  prens  dans  cette  équation  préparée  la  valeur  de — a^x 
<jui  eft — \ax^^=^aaxx  H- 1  (>ax  -h  48^*. 

Je  la  fubftîtue  dans  l'équation  ^  4^x^  -4-  %aaxx —  i  %a^x 
M-24^*s=:o,  &je  trouve *aprcs  la  fubftitution  l'équation 

^raaxx —  i x4x-h7î^*=o,  dont  tous  les  termes  peu. 
vent  fe  divifer  par  i  xaa\  &  après  avoir  fait  la  divifion^  je 
trouve  l'équation  D.  xx  —  ax^  6aa=iO. 

]'éleve  cette  équation  D  au  troifiéme  degré  en  la  mul- 
tipliant par  Xj  afin  de  pouvoir  fubftituer  la  valeur  de  x' 

dans  l'équation  Cj  &  )e  trouve  x* — 'axx^6aax^=zo. 

Je  prens  la  valeur  de  x'  dans  cette  équation,  qui  efl:x'= 
-Jh  axx  —  6aaxy  &  je  la  fubftitue  dans  l'équation  C,  ce  qui 
me  donne  i^xx  —  laax  -h  1  z^*= o. 

Je  fubftitue  encore  la  valeur  de  xx  prîfe  de  l'équation  Dy 
dans  14XX —  laax-^  iia=z  o ,  mais  auparavant  je  muhi^ 
plie  l'équation  D  par  le  coefficient  la  î  &: ayant  trouvé  i^xx 
sssiaax  —  I  ia\  je  fubftitue  la  valeur  de  zirxx  dans  laxx 
—  ;^^x-h  1 1^^=53  o ,  &  je  trouve  —  laax-^  i  la}  =  o, 

où  toutes  les  quantitez  fe  détruifeot  par  des  lignes  con- 
traires j  ainfî  l'équation  IX  xx — ^x  -h  éaa^s^io ,  eft  le  plus 
grand  divifcur  commun  des  deux  propofées,. 

Secand  exemple  qui  efi  le  quatrième  qui  frécedf. 

O  N  mettra  les  opérations  de  la  première  &  de  la  féconde 
manière  fur  cet  exemple ,  à  côté  les  unes  des  autres ,  afin 
qu'on  voye  que  ces  deux  méthodes  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun,  reviennent  aune  même  méthode ^  ainfî 
Ja  première  étant  démontrée^  la  féconde  Feft  auflî. 


Gi) 


.  •.  • 
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Analyse    demontr  e'jî. 
Exemple      IL 
Première  manière  de  trouver  le  flus  yrand  divifeur  commun. 


Première  équation, 
lax'x  H*  aax  — ^  aab  =  O* 

X    —  1^  —  ^. 


Seconde  équation, 
laxx  H-  2^//x  —  34f^^ 


o* 


Première  équation  préparée. 


la^x 


za 


xax^-^^aaxx^ 
bx^  -^^u^bxx  —  ^aabx-^aabb 
4-  [bbxx  -^laMx* 


'b^O. 


lax^ 
bx' 


*taaxx^yaa6je 
^abxx. 


Jiefte  quUl  faut  continuer  de  divifer 
far  le  même  divifeur. 

^-  laaxx  —  ^a^x  ^lab^sssq, 
i4-  bbxx   *—  1  aabx  -+-  aabp 
-;—  labbx* 


xa 


b. 


Seconde  équation  qui  fert 

de  divifeur. 
•  laxx H-  laax  —  '^aab  == 


q; 


^««■•i 


jc^uocienc* 


►iîr/?^  préparé. 

-  4^^xi^  H-  4^*x  - 

'  1  aab  XX  -»-  (u^bx  — 

iabbxx.^6aabbx 

b'^xx    j^xal^x 


4à'b=^ 

4a^bb 

^aal^ 


0. 


■  laabxx 
labbxx 
b^xx 


-J^x  '^^a\b 
%a^bx^  laab^ 
laabbx 
^b\. 


,Rcfi€. 


-  xabx 
^abbx 
xab^x    ' 


■ia^b  = 

à^Hb 

%aab^. 


o. 


J 


Seconde  équation  qui  fert 

de  divifeur. 
.  laxx  -t-  xaax  —  3  aab  cas  o, 
•  bxx    H-  jytbx. 


144  -i-  i^  ^uocienc 


•  « 
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Exemple    II. 
Seconde  mdntere  de' trouver  le  f  lus  grand  divifeur  commun^ 

Seconde  équation. 
O0  —  xaxx  -H  laax  —  ^aab 

OU  bien 


laxx 
hxx 


Première  équation. 
I-  aax  —  aab  = 


xa 


b. 


Première  équation  fréfaré^. 

lax' HF-  jytaxx  —  la^x    ^  la  b- 
bx    -^é^bxx  —  ^aabx  -h  aabh 
H-  bbxx   • —  labbx. 


laxx 
bxx  « 


o. 


o. 


lax^ 
bx' 


Subfiitution. 

-  laaxx  -Jh  laabx 

-  ^abxx. 


m  - 

Somme  oàil faut  encore  fubftituerlavaleiif 
de  XX  frife  dans  la  féconde  équation. 

-f-  laaxx  —  la'x    H-  1^*^=50. 
-H  bbxx    —  laabx  -»-  ^^^^ 
—  xabbx 


xa 


1. 


Somme  f  réparée. 

•  /^xx  -4-4^*x  — é^b'z 
-  iaabxx-^6a'bx  —  /^^bb 
labbx^  -f-'  éaabbx — ^^i* 
^'xx      -*-  lab'x. 


-  Subfiitution. 

•  jy^xx  = — 4^*Jf  -I-  6a^b 

•  xaabxx  —  8^  ^x     H-  3^^^^ 
xabbxx  —  xaabbx 

Pxx      "—^.aPx. 

'b 


O. 


S-ommè% 


xa^bx 

^aabbx 

xab'x 


xa 
4^^bb 

xaab^ 


laxx 
bxx 

X   X 


.  xaax  -+-  ^aaB 
^abx 

X    X 


Seconde  équation  multipliée 
far  X. 

—  xax\ — ^aaxx-^xaabx 

—  *x*  J      — 4^^Arx. 


w» 


Seconde  équation. 
iaxx\ — laax^iaak 

bxx  J       — /^bx. 
--72.    X  xaa- 


X  1^^ 


7?. 


Seconde  équation  préparée. 
— 4^  XX    )     -—  4^*x  H-  6^*^ 


xaabxx 


labx^^aab^ 


xabbxx  j      —  xaabbx 
b]xK     J     —4^^' 


^» 


G**» 
11] 
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Continuation  do  la  fremierc  mankn. 


DiviTanc  chaque  terme  par — la^i 
H-  4^a&&  —  ial\  on  trouve  pour  le 

refte  réquation  x^^as=sO. 


Il  faut  divifer  la  féconde  équation 
par  ce  refte  x  —  ^ = o. 


Secondé  iqnation. 

laxx  -f-  xaax  —  ^aai^ss.  o, 
bxx  -ft-^^^jtf 


laxx 
ixx 


laax 
abx. 


JUL 


Refte  qui  fert  de  divifeitt. 


o. 


xax^iab  quotient* 
bx. 


o        -H  3^^x  —  '^aab 
—  3^^x  -♦-  3^^^^. 

G  o. 

La  divifion  eft  exaâe:ainfi  x— *i^=s=  o  eft  le  plus  grand  dîvû 
ieur  commun. 


Remarq^ues. 

I. 

Il  eft  évident  iqu*on  peut. négliger  le  premier  terme  dans  les 
cas  où  il  faut  préparer  la  grandeur  a  divifèr }  ce  qui  abrège  le 
calcul. 

IL 

S*il  falloir  trouver  le  plus  grand  dîvifeur  commun  de  trois, 

ou  d'un  plus  grand  nombre  d'équations,  on  chercheroit  d'abord 

le  plus  grand  divifèur  commun  des  deux  premières,  &  enfuite 

le  plus  grand  divifèur  commun  de  la  troifiéme  équation ,  &  du 

plus 
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Continuation  de  la  féconde  manière. 

Divifanc  chaque  terme  par  —  ta^6 
•4-  ^abè  —  xab ,  on  trouve  Tcqua- 
tion  ^  — ^sKso^  o\xx=za. 


î; 


Il  faut  fubftituer  dans  la  féconde 
équation  les  valeurs  de  x^  xx  prîfes 
dans  X  —  a^so. 


Seconde  donation. 

laxx    H-  laax  —  3  aai 
ixx       -H  ^bx. 

I. 

Subfiitution^ 


O. 


laxx^ 

ixx 


laax 
aéx. 


Somme. 
H-  }a&x 
Smbfiitution.  ^  ^abx  a 


3^4r^ssO. 

laab. 


Somme 


o. 


3c^^  a 

x^=a. 

X     X     X  X. 


». 


XX 

ta  X 


ax 


laxx 


laax. 


XX  xs;  ax. 

X  — ^     X— ^. 


^xx 


\lfX. 


X     s=a. 
x-1-5^^  x-H  ykb. 


}atx 


yaai. 


a 


La  fîibftitution  des  valeurs  de  x,  xx  prifës  de  de- 
dans la  féconde  équation,  faifant  détruife  tous  les  termes  par 
des  fîgnes  contraires ,  x  —  ^  =s  o  eft  le  plus  grand  diviieur 
commun. 


plus  grand  divifeur  commun  des  deux  premières,  8c  ainfi  de 
fuite. 

IIL 

Lorfqu'il  y  a  plus  de  raports  connus  dans  un  Problême 
compose ,  qu*il  n*y  a  dinconnues ,  on  peut  dans  ce  cas ,  trçu- 
ver  plufîeurs  équations  qui  ayent  la  même  inconnue^  dont 
chacune  exprime  le  Problème}  il  faut  enfuite  trouver  le  plus 
grand  divifeur  commun  de  ces  équations  ,&  il  fera  Téquarion 
h  plus  fîmple  du  Problême  ,  Se  la  réfolutiôn  eu  fera  plu^ 
facile. 


>  «  ^ 


l 


Analyse    demontr  e'e. 
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ANALYSE    COMPOSEE, 

O  U 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A  RESOUDRE 

les  Problèmes  qui  fe  réduifent  à  des  équations 

compofées. 

LIVRE     III. 

■  » 

Oà  ton  explique  U  nature  des  équations  compofées  ^ 
le  nombre  (^  les  qualité':;^  de  leurs  racines , 

<3^  leurs  transformations. 

Avertissement. 

On  fuppofe  dans  ce  Livre,  i^.  queleiecond  membre  d'une 
équation  compofée  eft  zéro.  i®.  Que  la  plus  haute  puidànce 
deTînconnue,  c'eft-à-dîre  le  premier  terme,  a  toujours  le 
lîgne-4-.  30.  Qu'elle  n*a  tii  fradions ,  ni  incpmmenfurables. 

On  a  ehfeigrië  dans  les  Livres  précedens ,  les  manières  de 
lui  donner  ces  préparations. 

'  On  fuppofe  aufli  que  dans  fbn  premier  terme,  la  plus  haute 
puîfTance  de  l'inconnue n*a  pas  d'autre  coefficient  que  runiré- 
on  enfeignera  la  manière  de  lui  donner  cette  préparation 
dans  les  transformations. 

Cela  fuppofe ,  pour  concevoir  clairement  la  nature  des 
équations  coij>ppfées ,  il  faut  voir  la  manière  dont  elles  pca- 
Vent  être  formées. 

SECTION     L 

Qk  ton  explique  U  manière  àont fe  forment  les  équAtions 

compofées. 

Définition      I. 
%%,  '\     A  valeur  de  rinconnue  dans  une  équation  fîmple  x — a 
I    t  «s  0 ,  s'appelle  U  racine  de  cette  équation. 
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Ainfî  a  qui  eft la  valeor  de  l'inconnue  x,  dans  x — ^saso^ 
puifque  x^^=^d^  s'appelle  la  racine  de  Péquation  x — ^saso. 

Lorfque  cette  valeur  eft  complexe ,  comme  dans  x — a 
^h  —  r  =  G,  la.  grandeur  complexe  ^a^^b-^Cy  (qui  eft  la 
valeur  de  x^  puifque  x==^  —  ^-nr,)  n*eft  pas  moins  la  feule 
racine  de  l'équation  x — i^H-^— r  s=o,  &  on  peut  Tabreger 
en  mettant  une  feule  lettre  â^=a — ^-nr,  dans  Tcquation} 
ce  qui  donneroit  x — dsssuOy  ou  bien  x^^s^i. 

Lorfque  mettant  Tincoffliue  feule  dans  le  premier  mem- 
bre y  fa  valeur  qui  eft  feule  dans  le  fécond ,  eft  pofitî ve ,  on 
dit  que  la  racine  eft  fofitivei  ainfî  dans  x=s4r,  la  racine  a  efb 
pofitive  j  mais  lorfque  la  valeur  de  l'inconnue  eft  négative , 
comme  dans  x=— i,  on  dit  que  la  racine  eft  négative. 

D'où  il  fuît  que  lorfque  zéro  eft  le  fécond  membre  de 
l'équation  fîmple ,  la  racine  pofitive  a  le  figne  négatif—  ^ 
comme  dans  x — i*=:  o  ^  Se  la  racine  négative  a  le  iïgne  -f.^ 
comme  dans  x^b^=iO. 

La  racine  d'une  équation  fîmple  ou  linéaire ,  peut  être  ou 
commenfurable ,  comme  dans  x — ^  =s  o ,  ou  incomnienfu- 
rable,  comme  dans  x— ^V'rf^ŒO,  ou  mixte ^  comme  dans 
X — a^Vab=^o.  Ces  trois  fones  de  racines  s'appellent  r^V/fe/. 

Ou  bien  elle  peut  être  une  grandeur  împoffible,  &  qui 
"  marque  que  le  Problème  renferme  une  concradiâion ,  com- 
me dans  X— -y — aa^=sso^ 

Car  V — ^^  eft  une  grandeur  împofflbie,  n'étant  pas  poffi-  ^ 
ble  qu'il  y  ait  de  quarrc  qui  foit  précédé  du  figne  négatif—, 
dont  la  racine  foit  pùAible  ^  parceque  fî  la  racine  a  d'un 
quarré  aa^^lo  figne -i-,  ou  le  fîgne — ,  le  quarré  aura  tou- 
jours neceflaîrement  le  figne  -h,  le  produit  de  ^  par  h-,  & 
de  —  par  — ,  ayant  toujours  -i-  j  par  confequent  la  racine 
quarrée  d'un  quarré  négatif,  comme  v^— ii^^  eft  une  gran- 
deur impoffible. 

Ces  fortes  de  grandeurs  impoflibles  s'appellent  imaginais 
res'i  &  lorfque  la  valeur  de  l'inconue  x,  dans  une  équation 
fimple  X — V—aassso  ,  eft  imaginaire,  la  racine  de  cette 
équation ,  qui  eft  -h  V'  — aa^  s'appelle  imaginaire. 

Enfin  la  racine  d'une  équation  fimple  peut  être  compofee 
d'une  grandeur  réelle ,  &  d'une  imaginaire ,  comme  dans 
X  —  a^y/ — i^^sso,  où  kl  Yakar  de  x  eft  a  —  V — aa^ 
Tofnc  I.  H 


< 


• 
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puifque  x=^ — V — aa.  Cette  racine  ^ii — y/ — ^^,  s'appelle 
mijcie  imaginaire. 

Remarqufs  fur  les  grandeurs  imaginaires. 

*  3  •  La  racine ,  dont  Texpofant  eft  un  nombre  pair,  d'une  gran- 
deur  négative^  eft  toujours  une  grandeur  imaginaire  j  aînû 
^ — aay  y< — a'^y/ — a\  &c.  font  des  grandeurs  imaginaires: 
car  une  grandeur  a^  fpît  qu'elle  ait  le  ligne — ,  ou  le  figne  -h^ 
ctant  multipliée  par  elle-même  autant  de  fois  qu'on  vou^ 
dra^  pourvu  que  ce  nombre  de  fois  foitpair,  le  produit  aura 
toujours  le  {jgne-H;  par  confèquent  une  puiflànce  négative 
dont  Texpolant  eu  pair,  comin^  — aa,  — a^^^a\  &cc.  eft 
une  grandeur  dont  la  racine  eft  impoffible  ou  imaginaire  ^ 
puifque  fî  eette  racine  étoitpoOIble,  la  puiHànce  auroit  tou- 
jours le  figne  -f- ,  &  elle  ne  Içauroit  avoir  le  figne  ~-. 

Mais  fi  Texpofant  du  fijgne  radical  ^  d'une  grandeur  né- 
gative eft  impair,  la  racme  eft  une  grandeur  réelle  j  ainfi 
^ — a\  y^— ^\  ^  — -s^ï  &c*  font  des  grandeurs  réelles,  parce- 
que  la  racine  négative — a^  étant  multipliée  par  elle-même 
un  nombre  de  fois  qui  foit  impair ,  la  puifiance  qui  en  fera 
le  produit,  fera  ncgativej  car  —  a  x-^a^ss^aa^ Se ^^aa 
X  —  ^  =  —  a\U  ainfî  des  autres. 


A 


Theoe:eme-   L 

>4.  1  OuTE  équation  compofée peut  être  conçue  comme  étant 
formée  par  la  multiplication  d'autant  d'équations  fimples , 
que  Péquation  compofée  a  de  degreZ. 

Ainfi  toute  équation  de  deux  degrez^peut  être  conçue  com- 
me formée  par  la  multiplication  de  deux  équations  fimples. 

Toute  équation  du  3^  degré,  peut  être  conçue  formée  parla 
lîiultiplication  de  trois  équations  fimples  j  èc  ainfi  des  autres^ 

Démonfiration  four  les  équations  du  fécond  degré. 

Toutes  les  équations    f»*^'^*      xx^nx  -^f^l^ 

t     r        J    J       '  Seconde,       .xx-^nx — /=so. 

du  fécond  degré  peu-     j^^^^p^,^     ^^^nx^p^o. 

vent  être  exprimées |)ar    Qj^J^rUme,    xx^nx^f^o. 
^es.fiy  formules.  Cinquième,    xx^p  ^o. 

Or  toutes  ces  /équations     Sixième^        xx-^  p  =r  o. 

peuyfnic  ^tre  (ronçDÇs  fo^/iajfes  par  la  multiplication  dç  deu)t« 

/équ.atîo#is  fimple?. 


t 


c 
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Car,  i^  il  Ton  muitîplieles  deux  équations  fîmplcsxH-^^ 
o,  &x-+-^  =  o,leur  produit  xx^ax-^ab^=zo. 

donnera  la  i'*  formule,  en  fuppoiant  ^h-^œ»^  &  ab=-p.., 
20,  Si  Ton  multiplie  les  deux  équations  fîmples  x+^=so^ 
&  X— ^=0,  leur  produit  xx-^ax — ab^ss^o^ 

— ^j 
donnera  la  féconde  formule,  en  fuopofant,  10.  a  plus  grand 
que  b^  &  20.  ^-r-^=»^  &  — ab^=: — f. 

30.  Si  on  multiplie  x — a^=zo^  par  x  — ^=s=o  ,  leur  pro- 
duit XX  —  ax-^ab^sszo.  donnera  la  troiiîéme  formule,  en 

—  bx, 
iîippofant-i-.^ — ^ss— -»3&-i«^^^^^. 

40.  Si  on  multiplie  x  —  ^ = o,  par  x  -h  ^=s  o,  leur  produit 
XX  —  ax-^ab^ssss,  o.  donnera  la  quatrième  formule ,  en  fup- 

-+-^x, 

pofant,  lo.  ^plus  grand  que^,  &  i©^— .4:-i-i= — »,&— ^^ 

50.  Si  on  multiplie  x-i-^a=o,  par  x—i*=so,  leur  produit 
XX — ^^  =  o ,  donnera  la  cinquième  formule ,  en  fuppofant:> 
'—aa^srz  — p. 

60.  Enfin  fi  on  multiplie  x-f-v'— i^/t=o^  par  x — V— 4^ 
=  o ,  leur  produit  xx^  aa^s^o  ^  donnera  la  fixiéme  for- 
mule, en  fuppofant  ^-^^=^-^.  par  côhfequent  toutes  les 
équations  du  fécond  degré  peuvent  être  conçues  formées 
par  le  produit  de  deux  équations  fîmples. 

.  Demonfirathn  four  les  êquatiMS  i»  troifiéme  de^i. 

TOuTEs  les  équations    Première^  x'Hh»xx+^j^+;f =0/ 
du  3Megré  peuvent  être    Seconde^    x'      *    4-^x-|-^=:o. 
ràportéês  à  ces  quatre    Troifiéme^  x^^^nxx       *-f-^=5=o. 
formules  pour  abréger.    Quatrihne^  x^       *  *  ±:  f  =  o* 

Or  toutes  les  équations  reprefentées  par  ces  quatre  for-. 
iQules  y  peuvent  être  con(;ups  formées  par  la  multiplication 
de  trois  équations  fîmples. 
Car  10.  iî  Ton  multiplie  les  croii  équations  fîmples  x^  /^=s  o. 

rHh^=o,  x+;^s=ssOjleur  produit  x'-H/^xx-t-^^x+^^f  =;o, 

^bxx-^-acx 
^fxx^bcx, 

■~      "^     Hij 


6o  Analyse    d  e  m  o  n  t  h  e*  e; 

donnera  la  première  formule  ^  en  fuppofant  '^  a'^i  '^C 

z^.  Si  Ton  fuppofè  que  la  racine  de  Tune  des  trois  équations 
fimples,  par  exemple  c  dans  la  troifiéme  at  :+:  r  =  o,  eft  égale 
à  la  fomme  des  deux  autres  a-^i^Sc  qu'elle  a  un  figne  op^ 
pofé  au  leur,  c'eft-à-dîre  que  c  eft  négative,  fi  a&c  6  font 
pofîtives  ;  &  que  r  eft  pofitive,  (î  ^  &  A  font  négatives ,  on 
aura  la  féconde  formule ,  en  fuppofant  les  grandeurs  con- 
nues du  troifiéme  terme  du  produit  des  trois  équations  Htn^ 
pies  y  égales  à  +;/ ,  &  la  grandeur  connue  du  quatrième  ter- 
me du  produit  des  trois  équations  fimples  y  égale  à  ^7  ^  i  & 
U  caufe  de  — c=zk^t;y  ou  de  -Hr  =  — ^a — ^,le  fecond 
ceripe  fera  détruit  par  des  fîgnes  contraires. 
•  50,.  Si  ronfuppolè  la  même  racine  c  avec  un  figne  contraire 
à  ceux  des  deux  autres  aSd^  mais  qu'elle  leur  foit  inégale  , 
xm  aura  la  troifiéme  formule,  çn  fuppofant  les  produits  ^r^  ^r^ 
avec  desfîgûes  contraires  à  celui  de  n^^^  égaux  enfemble  iai, 
&  en  fuppofant  toujours  les  coefficients  cm  deuxième  ^  qua^ 
tfiéme  terme  du  produit  des  trois  équations  fîmples,  égaux  â 
ceux  du  deuxième  &  quatrième  terme  de  la  troifiéme  formule. 

J^P.  Si  on  multiplie  les  trpis  équations  fîmples  x  -k-  {  ^ 
4-^ — ^^^==0,  x^ja  —  v'-^i^^c=o^x-— ^  =  0,  leur 
produit  x'  —  a^=so,  donnera  la  quatriéipe  formulç  x*-^f 
,=?=  o^  en  fuppofant  a^  z=  q. 

Et  fi  on  multiplie  les  trois  équations  fîmples  x  —  \^ 
.H-V — i^ii=03  X  —  \a — ^ — iif^=so,  xH-i^  =  o,  leur 

produit  x*4-^  ==  o ,  donnera  la  Quatrième  formule  x'-Hf 
c==  G ,  en  fuppofant  ^' t=  ^, 

Par  confequent  joutes  lés  équations  du  troîfiénie  degf  c  pctu 
veot  j^tre  conçues  pomnie  formées  par  trois  é<j[uations  fimples» 

Remaïiq^ue. 

» 5*  On  peut  âuflî  concevoir  toutes  les  équations  du  troifiéme 
dfigrè  comme  formées  par  la  multiplication  d'une  équatioa 
4u  fecoad  degré ,  &  cPune  équation  fimpie. 

.  Car,  10.  €\  on  multiplie  xx^lx Hj  w  ==  o ,  p^r  x  +;.rF«=^, 
^e  produit  x' H^ Ixx '+;mx'±;cms=sp ^  donnera  la  premier^ 

rhcxx'irclxy 
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2*.  Sî  on  multiplie  xx-jhlx  HH^»  =  o,  pi,tx!^lrsssto^  le 
produit  x^  Hh  WAT  Ijp  /w  =  G  ,  donnera  la  féconde  formule  > 

tn  fuppofamt +;!«—.-// =36+;^,  &n|l&ii9aP4^^. 

3^.  Si  on  multiplie  xx^lxjÇLlm-sszo^  par  x-f*m=9a,  le 
produit  X  HH  /xx  4I  lmm7=^  o ,  donnera  la  troijfi^me  formule^ 

en  fuppofant  H^  /  H- ;»  ==  ^;  «,  &  4I /w«  s:?^ 

40.  Si  on  multiplie  xx  iJizU  rH  //=  o ,  par  x Zjl /»: 0 ,  Ift 
produit  x'  q:/^  aEss  o ,  donnera  la  quatrième  formule  ^  eo  fiip- 
pofànt  ^I.  P=sZî^q. 

Dèmonfiration  f^ur  les  é^Mations  d^J  antres  degre^: 

O  N  voit  clairement  que  les  léquations  des  autres  degrés 
peuvent  être  conçues  formées  par  les  équations  du  premier  ^ 
du  fecond  &c  du  troifîéœe  degré  ^  par  exemple,  celles  dn  qua- , 
tciémepar  une  équation  du  premier^  &  une  du  troiiîéme,  ou 
par  deux  équations ,  cbacune  du  fécond  degré  ^  jceLles  du  cin- 

Unième  par  une  équation  du  fécond  degré ,  &  une  du  troi- 
éme,  &  ainfi  des  autres  :  Par  confequent  toute  équation 
compofée  peut  êfre  conçue  formée  par  aucant  d*équations  . 
fimples  qu'elle  a  de  degrez. 

R    B    M    A    IL  ^U   E-  .       V 

Lo 

l'équation 

çue  comme  forïnéje  par  autant  d'éqi j^-     ^ 

de  degrex  5  mais  les  racines  de  ces  équations  Untples  ne  k^  ] 
ront  pas  toutes  réelles ,  Se  il  y  en  a\ira  d'imaginaires.  On  en 
a  déjà  vu  des  exemples  dans  la  quatrième  formulé  du  troî-. 
fiéme  degré,  ôc  dans  la  fixiéme  du  fécond  xiegré. 

-C   o    R    o    L   L   A  1    K   E. 

*^*  CJ^N  E  équation  coropofée ,  dont  on  n'a  point  abrégé  \çê 
grandeurs  connues ,  en  fuppofànt  plufîeurs  de  ces  grandeurs 
égales  â  une  feule  lettre,  peut  toujours  être  divifee  exade- 
mient  par.  dxacune  des  équations  de  moindre  degré  qu'elle 
n*ell,  par  la  multiplication  defquelles  elle  a  été  formée  :  & 
lojrfqu'une  équation  d'un  moindre  degré,  eft  un  divifeur  éxa^  , 
\    "  ^  '  V  '    H  iij      '     "  * 
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d*uoe  é^jiUriancowipofeed'un  d^egré  plus  élevé ,  cette  équa« 
tîon  à\i\x  moiojdre  deg^é  elt  une  de  celles  donc  la  compofée 
a  été  formée  par  la  multiplication. 

Il  eft  évident  que  lorfqu^un  produit  a  été  formé  par  la 
iBultîpHcatîon  de  pluficurs  grandeurs ,  chacune  de  ces  gran. 
deurs  en  eft  un  divifeur  çxaâ:  :&  lorfqu'une  grandeur  eft  un 
divîfeur  eyaû  d'un  produit,  cette  grandeur  eft  une  de  celles 
cfont  la  multiplication  a  formé  ce  produit }  ainii  le  Corel* 
laire-eft-érîdent. 

A 

THEOREME.      II. 

*7-  QUand  la  plus  haute  pùîflance  de  Mnconnue  eft  multu 
phee  dans^  le  premier  terme  d'une  équation  compofée,  par 
une  grandeur  connue  dil&rente  de  Punité ,  on  peut  bien 
concevoir  cette- équation  comme  fi3rmée  par  le  produit  d'au, 
tant  d'équations  amples ,  qu^elte  a  de  degrez  j  mais^  i^*  ou 
bien  Tinconnue  du  premier  terme  eft  multipliée  par  une  gran- 
deur connue  dans  chacune  des  équations  fimples  5  2^.  ou  bien 
elle  l'eft  dans  quelques-unes  ^  &  non  dans  toutes  ^  3  o.  ou  bien 
elle  Teft  dans  une  feule^ 

De  monstr  a^t  ion. 

C-i  Ar  en  fuppofant ,  lo.  ces  équations  fimples  ^j^— (/œso^ 
^x^ —  ^=0,  ex — /sss.o  y  &  les  multipliant  les  unes  par  les 
autres ,  Ton  aura  pour  le  premier  cas  Téquation  compofée 
atcx^  —  &c.  lo.  En  fùppofant  x — d=sso ,  ix — ^sss o,  ex — d 
CS5  o ,  &  les  multipliant  les  unes  par  les  autres,  on  aura  pour 
le  fécond  cas  Téquation  composée  iex^ — &c,  i"".  En  fuppo^t 
X — d:ssz  0,  AT — ^  =1  o ,  r;^ — dssxo^iclcs  multipliant  les  unes 
par  les  autres,  on  aura  Téquation  compofée  r;^'— &c. 
On  peut  auffi  concevoir  une  équation  compofée,  dont  le 

{)renuer  terme. a  uix  cocficîent  difFerent  dé  l'unité,  comme 
e  produit  d'autant  d^équations  fîmpleis  qu'elle  a  de  degrés, 
dont  toutes  les  racines  font  des  fraâions,  ou  feulement  quel- 
ques-unes, ou  du  moins  une  feule* 

Car  en  fuppofantj  I^  x — 7=0,  jt^— |=o,  x — ^==0  j  ou 
bien,  i^.  x — d=io ,  x — f  =  o,  x — { =0  j  ouéien,  3°.  x — d 
cbbo,  x— >^=io,  ;c*^-f  SSO5  ^près  avoir  fait  la  multiplica- 
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tion  dans  chacun  de  ces  crois  cas  ^  &l  enfuke  ôté  les  fraâions , 
on  aura  une  équation  compofëe,  donc  le  premier  cermeaura 
^  un  coëficienc  difièrenc  de  runitc. 

COROLLAIKE, 

18.  o  I  le  premier  cerme  d\ine  équation  compefëe  âun  coëfi- 
cienc différent  de  l'unité ,  les  équations  d*un  moindre  degré 
ju'elle  n'eft,  par  lefquellèstçlie  peut  être  exaâèiitent  diyî- 
[ee,  auront  toutes  ou  piulîedrs ,  où  du  moins  «quelqu'une^ 
dans  leur  premier  terme,  un  coëficient  différent  de  runîté; 
ou  bien  elles  auront  toutes ,  ou  plufieurs ,  ou  <ki  moins  queL 
qu'une  des  fractions  pour  leurs  racines. 


fe 
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Du  nombre  ^  de  in  qualité  des  tâciaes  des  équations 

compq/eès, 

f  ^  -     •  j  -      »     . 

Ha  E-I  MJ.TI   Q  V.     II. 

29.  T  ES  racines  des^  équation»fimples4ont  une  équation  com. 
i  y  pofée  eft  le  produit,  s'appcUenc  auffilesracdnes  de  Téqua- 
tion  compofée. 

,^  Corollaires  qu^ilfjM:  ft  rendre  familiers. 

O'Ou  il  fuit^  i^.  Qu'une  équacioa  compofée  a  aucant  de 
iracines ,  qu'elle  a  de  dêgrex.  .  ^ 

i'^.  Que  les  racines  d'une  équation  compofée  peuvent  être  ou 
toutes  réelles,  &  il  y  en  peut  avoir  de  trois  fortes,  ou  elles  feront 
commenfurables ,  ou  incommeofurables ,  ou  mixtes  ^  ou  bien 
elles  feront  toutes  imaginaires ,  ou  lïnixtes  iftiaginair es  3  o« 
enfin  elles  feront  en  partie  réelles ,  &  en  partie  îmagihaires,  l 
'  3^Que  chaque  racine  étant  expriraééparunefèule  lettre  dân& 
chacune  des  équations  fîmçles,  eHei  peavent  être  ou  pofiti ves, 
çu  négatives',  ou  en  partie  pofîtîves,  &  en  parçie  négatives. 
'  4<>.  Que  Ton  peut,  félon  les  comi>înaifons  diflferences  des 
fîgnes  -f-  &  —  des  racines  pôlîcîves  &  négatives^  rapporter 
toutes  les  équations  de  ehaqfte  degré  â  un  nombre  décer* 
miné , de  formules.  /        ^^^ 

Dans  le  fécond  degré  ,  îî  hy.£ti  peut  ivoîr  que  de  troî* 
fortes 5  car,  ou,  i®.  les  deux r*cmes  feronrpofitivesj  ou,  1%' 
négatives  i  ou,  3?.  l'une  ppûdve,  &  Tautre  nég^ttive^  .  ^ 
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6j^  .    .      .  An  al  y  s  1     »  E  M  O  N  T  R  b'e. 
c     Dans  le  trpîfiéme  degré ,  il  n'y  en  peut  avoir  que  de  quatre 

ibrtes  j  car  ou  bien  \  i  ®.  les  trois  racines  feront  pofîtives  j  ou  ^ 

20,  négatives  j  ou,  }®.  deux  pofîtives,  &  une  négative  j  ou^ 

40.  deux  négatives ,  &  une  pofîtive. 
En  gênerai ,  dans  chaque  degré  il  peut  y  avoir  autant  de 

forit)ij^s ,  &  une  de  plus ,  qull  y  a  de  racines  dans  les  équa^ 
..rions  de  ce  degré  j  fçavoir  cinq  formules  dans  le  quatrième 

degré,  fix  fpnnules  dans  le  cinquième,  fept  formules  dans 

le  fixiéme,  &c. 
£n  voici  la  démonftration  pour  le  iixîéme  degré  ^  qui  ki^ 

yirz  pour  cous  les  autres. 

-    JiACI2l£S.   1%  2%  3%  4%  5%  ^^ 
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Il  faut  voir  dans  la  Table  tontes  les  formules  différentes  Je 
ehaque  degré  3  jufqu^au  quatrième  degré.  Il  faut  les  former  foi* 
même  y  (^fe  les  rendre  familière  s  y  four  bien  eoncexroir  ce  quifuity 
C^  on  f  eut  continuer  la  Table  tant  q^on  voudra. 

Table  des  formules  des  équations  eomfofies. 

Pour  le  fécond  degré. 
Fmnere.  Seconde.  Traifiime: 


ir — tfaao.  X*— *=s<'.|*+-^=o»  X*+'*=o- 


Peut  le  troi£éme  degré; 
Ifwrietf»  Secondfm 


ir^^igegg.  X^ — *gsa.  X» — €tss^. 
1^' —  4ae»*-f-«t;r-— «^(asio. 


tt'^^s^o.  X^-h>=o*  Xx^-ces(S 


Ttùîfiime.  Ouénriéme. 

m^êzxt.  X*— *— o.  Xu+'Cssoitt^MsBc.  Xr+»so.  X^+^«^ 

^r» — 4XX'+'éU>X'^4kçgSQif 


_ — _ — _ —  *■  »  ■* 

X*  — mtx — êbx-^éltceszQ^ 
^bxx^^éux 

Four 
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Pour  le  quatrième  dcgtL 
Pttimert.  Seconde: 


^» 


bcxx—aubt  l      ^c     -+•*<?     4-4trf 


Traificmc.  Qumîimt. 

ir~tfso.X«— *— o.X«— ^=o*X«+*'^o.|  «— #so  X«r4-^»o  X«4-^ao.X«f4-<'^^ 


4.»    ^ac     -^êkd 
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X*  —  ëx^^éftxx-^abcM^abcdàssQw 

50.  Le  coëfîcîent  du  fecond  terme  d'une  équation  com- 
pofée ,  contient  la  femme  de  toutes  les  racines ,  fans  être 
multipliées  les  unes  par  les  autres. 

Le  cocficîent  du  troificme  terme  contient  lés  produits  de 
toutes  les  racines,  multipliées  deux  à  deux  autant  de  (oit 
qu^elles  le  peuvent  être,  pour  faire  des  prodtMts  dîflferens. 

Le  coëfîcîenc  du  quatrième  terme  contierft  les  produits 
de  toutes  les  racines ,  multipliées  trois  à  trois-  autant  de  fiots 
qu^elles  le  peuvent  être,  pour  faire  dts  produits  diflEërens. 

Le  coëfîcîent  du  cînqméme  terme  contient  tous  les  pi»o- 
duîts  des  racines,  multipliées  quatre  à  quatre  j  &  ainfi  de  liucc 
jufqu*au  dernier  terme  tout  connu ,  qui  contient  toujours  le 
feul  produit  de  toutes  les  racines. 

Cela  eft  évident  par  la  formation  des  formtîles  delaTàble. 

•  é«.  Dans  les  termes  pairs ,  Icavoîr  le  fécond,  le  quatrième , 

le  fixiéme,  &c.  les  racines  foiiit  une  à  une  dans  le  fecond^ 

8c  multipliées  en  nombre  înçdx  dans  les  autres  j  f^avotr, 

Tom  Ip  I 
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trois  à  trois  dans  le  quatrième  terme  ^  cinq  à  cinq  dans  le 

fîxiéme ,  &i. 

Dans  tes  termes  impairs,  c*e(t  à-dire  dans  le  troîfiéme^  le 
cinquième,  &c.  les  racines  font  multipliées  les  unes  par  les 
autres  en  nombre  pair  j.  fçavoir  i  deux  à  deux  dans  le  troi- 
iîcme ,  quatre  à  quatre  dans  le  cinquième,  &c.- 

70.  Si  toutes  hs  racines  font  négatives ,  tous  les  termes  de 
l'équation  compofée  font  pofitîfs,  c'eft-â-dire^  ils  ont  tous 
te  fîgne-f- j  car  tous  les  termes  des  équations  fîmples  ayant 
le  figne  -f-3  tous  les  produits  qui  en  font  formez  ne  peuvent 
avoir  que  le  figrie  ^-. 

8°.  Si  toutes  les  racines  font  poficîves ,  tous  le^  termes  ont 
.  alternativement  -H  &  — ,  car  le  premier  terme  a  toujours -h 
par  I9.  {ùppofîtion  ^  le  fécond  terme  ne  contient  que  la  fomu 
me  des  racines  qui  ont  toutes  le  figne — ,  dans  les  équations 
/impies  ;  ainfi  le  fécond  terme  a  le  figne —:  pour  les  autres 
termes,  tous  les  pairs  ayant  pour  leur  coëficient  les  produits 
des  racines  en  nombre  impair ,  ils  ont  neceilàirement  le  tu 
gne  ' —  j  Se  tous  les  impairs  ayant  pour  leur  cocficient  les 
produits  des  racines  en  nombre  pair ,  ils  ont  necefDiirement 
le  figne  H- 5  par  confequent  les  fignes  ■+-  &  —  fe  fuivent  alter^ 
Hâtivement ,  lorfque  toutes  les  racines  font  pofîtîves  5  aînfi  ^ 
quand  dans  une  équation  compofée  les  fignes  font  alterna* 
tivement  4-  &  ■^— ,  toutes  les  racines  font  pofîtîves. 

9^  D'où  il  fuie  que  fi  tous  les  termes  n'ontpas  le  figne -h» 
&  fi  les  -H  &  —  ne  fe  fuivent  pas  alternativement ,  il  y  a 
necefiitirement  des  racines  pofitives  &  des  racines  négatives 
dans  Téquation. 

Ces  Corollaires  étant  démontrez ,  H  y  a  contradiâion  dans 
le  Problême,  c'eft-â-dire  il  y  a  des  racines  imaginaires  dans 
Téquation  du  Problême,  quand  ils  ne  fe  trouvent  pas  veri. 
tables  j  ce qu^on  doit  auflî  entendre  des  Corollaires  iuivans. 

Io^  Lorfqu'il  manque  quelque  terme  dans  Téquation^it 
eft  nécefiàire  qu'il  y  ait  des  racines  pofitives  &  négatives  , 
puifqu'un  terme  ne  peut  être  détruit  que  par  les  fignes  con- 
*aires  h-  &  —  des  produits  dont  ce  terme  eft  compofé  :  & 
ces  produits  ne  peuvent  avoir  des  fignes  contraires,  qu'il  n-y 
ait  des  racines  pofitives  &  négatives.  Aînfi  Ton  a  ces  deux 
marques  pour  connoitre  qu'il  y  a  dans  une  équation  des  ra^ 

fines  pofitives  &  des  négatires  ^  i'^.  Lorique  la  fiiite  alter-t 
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xtativé  des  -+-  &;  des  —  eft  interrompue  dans  les  termes  d'une 
équation  où  tous  les  termes  ne  font  pas  pofîtifs  ^  i^.  Lorfqu'ii 
manque  quelque  terme  dans  une  équation. 

11^.  Lé  fécond  terme  d^une  équation  contenant  la  fom- 
me  des. racines  j  fî  la  fomme  des  pofitives  eft  égale  â  celle 
des  négatives  ^  il  fera  détruit  par  aes  ilgnes  contraires. 

Si  la  fomme  des  pofîtives  ftirpaflè  celle  des  négatives^  le 
iècond  terme  aura — s  ^  ^^  ^^^^  *^^  ^^  fomme  des  négatives 
furpafle  celle  des  pofîtîves. 

Âînfi  quand  le  lecond  terme  manque  dans  une  équation^ 
on  eft  afTuré  que  les  racines  pofitives  font  égales  â  la  fomme 
«les  négatives. 

II''.  Si  le  fécond  terme  manque  dans  une  équation  du  trol.' 
liért^e  8c  du  quatrième  degré,  le  troifiémé  terme  a  toujours 
le  figne  — . 

Dimonfiration  four  lé  troifiinu  degré. 

Le  fécond  terme  étant  dé-  x— ^=o.  xx — ^=o.  x>:-i-rsso; 

truit ,  il  faut  qu*il  y  ait  dahs  -; 7 ,  - 

féquatîon  deux  racines  pofî-  -^       ^^^  ***  ^^^  **"  ^^  —  ^*    ' 

ti ves ,  &  une  négative ,  &  que      "^  ^^^  ""  ^^"^^ 

la  néeatîvefoit  égale  aux  deux      ***  ^^^  ^^bcx* 

pofîrivest  ou  qu'il  y  ait  deux  . 

îacînes  négatives,  &  une  po-  Af-H^=^o-  xxh-^===:o,  xx^c^o. 

iîrive  qui  toit  égale  aux  deux  x'  -♦•  axx  ^  abx  —  ahc=^  o.    ' 
négatives  :  aînfî  les  équations      ^  hxx  —  acx. 

du  troîfîéme  degré  où  man-     çxx  —  bcx* 

que  le  fécond  terme;  font  ex- 
primées par  ces  deux  formules,  où  cssta-^h.  ^ 
Donc  dans  ie  xroifîéme  terme  ^  le  produit  —  ac  furpafle 
le  produit  ^  aby  par  confequent  le  troifîéme  terme  a  le 
fene— . 

Dèmonfiration  four  le  quatrième  degré. 

l^Qs  équations  du  quatrié*  x  —  ^==0.     xx— :^  =  o^. 

me  degré  où  le  fécond  ter-  xx  —  r=s:o.     x  x  ^  d=o» 

me  eft  détruit,  ayant  des  ra-  x^r— ^x'-h^^xx— ^*rx — abci^=^o. 

cines  pofîtives  &;  négatives  )  — l,   ^ac  ^  abd 

&  les  pofîtives  étant  égales      c  ^bc  ^  acd 

aux  négatives,  elles  font  tou«  ^  d  -^ad  ^  bcd 

tçs  exprimées  par  ces  trois  — bd 

formules.  *— ^i/.                ly 
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X-»-«*a*&Ô, 

X  x-4«»^s 

«=•0. 

XH^^i 

=  0.       xx-4-^===a* 

X  a:  <4*  ^  3»  O. 

X  X'-^d^ 

=*sO. 

K  X— ^: 

=50.          XX'-^dsss.O^ 

;c*-hax^'*'^J(x 

-^abcx — 

'obcd^ 

cO. 

x*-^ax-^abxx  — ahcx-^ahcds. 

^à  -Jfac  — 

-abd 

■1-^  — 

'  aç     —  abd 

j^c   -^hc   — 

"  acd 

.—    ^  _. 

'  ad     +  ^r^/ 

— i   — ^- 

^bcd 

1 

—   ^- 

■  bc      -i-  ^r  J 

— ^^ 

^^ 

—  f </. 

cd 

Dans  les  deux  premières  ^  as  ^r  hh  ^ -h  ^  ;  par  confequent 
dans  le  troificme  terme  —^i/  furpafle  ^ab\  —  cd  furpaflè 
^  aci^  —  bd  furpafle  -h  bcy  aînfi  les  produits  négatifs  fur- 
paflènt  les'pofitif^  dans  le  troifiéme  terme. 

Dans  la  dernière  c-^d^sa^a^b^  foit  m^ss^i^d^sss^a^b\ 
donc  min=:aC'^ad'^bc'^bdi  mmoii  aufll  sss  aa^  lab^  bbi 
mm^Çi  encore  ^ascc-^icd^dd',  donc  S2  —  f£=M~sab.  U 
sy?_  's:^  ^  cdi  donc  ;»;»  _^^^^^^rc-rfrf  _  ^^^  r^j.  donc 

IW99II  furpaflè  ^^  -4-  f^i  donc  — ac  -^  ad-^bc — bd  =  —  mm 
fuFpafle-h  ab-Jh  cd^y  donc  dans  la  dernière  formule,  les  pro- 
duits négatifs  du  troifiéme  terme  furpaflènt  les  pofîtîfs. 

1 3**.  D*où  il  fuit  que  quand  le  fécond  terme  manque  dans 
une  équation  du  troifiéme  &  du  quatrième  degré,  fi  le  troi. 
ficme  terme  a  le  figne  ^^  il  y  a  neceflairement  des  racine* 
imaginaires  dans  Téquation. 

14^  Les  racines  imaginaires  font  toujours  en  nombre  pair 
dans  une  équation  compofée ,  où  Ton  iuppofe  qu'il  n'y  a  pas 
d'incommenfurables }  c'elt-a-dire  il  y  en  a  deux,  ou  quatre^ 
ou  fix ,  &c» 

Démon  stuation. 

S  'I  i*  y  ^  ^^^  imaginaires  dans  une  équation ,  il  faut  que  le 
produit  des  unes  par  les  autres  les  rende  réelles ,  pour  faire 
difparoître  leur  figne  radicale  \^— ,  dans  le  dernier  terme: 
iftais  le  produit  àts  imaginaires  ne  fçauroit  faire  difparoître 
leur  figne  V— »  qu'elles  ne  foient  multipliées  en  nombre 
paîrî  car,  par  exemple,  -^v^ — a  multipliées  par  —  \/— ^> 
donne  le  produit  réel  h- armais  s'il  y  en  avoit  une  troifiéme," 
— .%/  —  a^  le  produit  fcroit  = — ay/  —  a.  Les  racines  imagi- 
flaires  ne  f^auroient  donc  être  qu'en  nombre  pair  dans  une 
éq[uation, 
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Ainfî  s*il  y  a  des  racines  imaginaires  dans  une  équation 
du  fécond  degré,  elles  le  font  toutes  d'eux  :  S'il  y  en  a  dans 
Ictroîfiénie  degré,  il  y  a  toujours  une  racine  réelle^  &c. 

I  y^  Les  produits  réels  tous  connus^  qui  naiflent  de  la  muU 
tiplication  des  iêules  imaginaires ,  ont  toujours  le  £gne  -f-. 

Démonstration. 

Le  s  imaginaires  étant  toujours  en  nombre  pair,  on  peat 
confîderer  â  part  les  équations  du  fécond  degré  formées  par 
les  imaginaires  prifes  deux  a  deux. 

Mais  afin  que  deux  racines  ima-     ^ a^^/ auw.   n* 

gînaires  dîfparoiflcnt  dans  le  fécond    ^ ^ / ^_.   * 

terme ,  comme  on  le  fuppofe ,  il  faut    — r 

que  Tune  ait  ^-,  &  Tautre  — ,  &  que  xx  ^^  lax-^r  laa^ss^o^ 
les  parties  réelles — a^  — a  y  ayent 

le  même  figne  -♦-,  ou  le  même  figne — j  ic  le  produit  rée! 
de  -H  y — aa  par  —  y'  —  ^^ ,  cft  h-  /^/^  -,  par  confequent  les 
produits  réels  tous  connus,  qui  naiflent  delà  multiplicatioa 
des  imaginaires^  ont  toujours -4-, 

D'où  il  fuit ,  le  figne  -h  n'apportant  aucun  changement 
dans  les  multiplications,  que  s*il  y  a  des  racines  imaginaires 
avec  des  racines  réelles  dans  une  équation  compofèe ,  les 
réelles  y  conferveront  toujours  leur  figne  dans  le  dernier  ter- 
me, c*efl:-à-dire  ,  les  imaginaires  ne  feront  pas  de  change*» 
ment  dans  le  figne  du  produit  des  réelles  du  dernier  terme. 

1 6^  Le  dernier  terme  d'une  équation ,  étant  le  produit  dé 
toutes  les  racines ,  lorfque  le  nombre  des  racines  pofitives 
eft  pair,  il  a  toujours  le  figne -f-j  lorfqu'il  eft  impair ,  il  a  I9 
ligne — i  &  lorfquMl  a  le  figne — ,  il  y  a  neceflairement  queU 
que  racine  réelk  dans  Téquation  y  car  le  produit  des  imagî« 
naires  donne  toujours  le  figne  h-. 

Théorème     II  L 

3  o.  3 1  Pon  change  tous  les  fignes  des  termes  pairs  d'une  équa^ 
tion  compofée,  c'eft-i.dire  du  ^%  4%  é%  &c.  fans  toucher 
aux  fignes  des  termes  impairs,  c'eiià-dire  du  3%  5%  &c.  tou-r 
tes  les  racines  pofitives  de  l'équation  compofëe  feront  chan-i^ 
gées  en  négatives,  &  toutes ie^  négatives  en  pofitive$. 
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•  » 

Demonsthation. 

i^.Le  fécond  terme  contient  la  fomme  des  racines  j  les 
pofirives  y  ont  le  figne  — ,  &les  négatives  le  iîgoe-Hj  ainfî 
en  changeant  dans  le  fécond  ternie  IcS'^  en  -*— ,  &  [qs—^ 
en  -H ,  il  eft  évident  que  les  pofirives  feront  changées  en  né- 
gatives ,  &  les  négatives  en  pofitîves. 

20.  Chacun  des  termes  pairs  contient  les  produits  des 
racines  multipliées  les  unes  par  les  jsiutres  en  nombre  impair  j 
ceux  qui  ont  -h  font  neceilairement  formez  ou  par  un  nom^ 
bre  impair  de  racines  qui  ont  chacune  ^-,  ou  bien  par  un 
ftombre  pair  de  racines  qui  ont  -^,  &  un  nombre  impair 
de  racines  qui  ont  -h  :  ceux  qui  ont  —  font  neceflàirement 
formez  par  un  nombre  impair  de  racines  qui  ont  chacune  -— , 
ou  par  un  nombre  pair  de  racines  qui  ont  h-^  &  un  impair 
de  racines  qui  ont  —  j  donc  fi  Ton  change  les  fignes  des 
multiplicateurs,  c'eftà-dîre  les  racines  poiitives  en  négatif 
ves ,  &  les  négatives  en  pofirives ,  on  changera  neceflaire* 
ment  les  fignes  des  termes  pairs  j  ainfi  en  changeant  les 
fignes  des  termes  pairs ,  on  change  lç$  fignes  des  racines  j 
c'eft-à.  dirç  lç$  pofiçivps  en  négatives ,  Se  les  négatives  en 
ppfiçiyes. 

3p.  Au  contraire,  les  termes  impairs  contiennent  les  pro- 
duits des  racines  multipliées  en  nombrç  pair. 

Ainfi  ceux  quix>nt^-,  font  neceflàirement  formez  ou  feu*^ 
lement  d'un  nombre  pair  de  pofirives ,  ou  feulement  d'un 
nombre  pair  de  négatives ,  ou  bien  d'un  nombre  pair  de 
pofirives,  &  d'un  nombre  pajr  de  négatives. 

Ceux  qui  ont  —  font  nece/Tairçment  formez  d*un  nombre 
impair  de  pofitives ,  &  d'i^n  nombrç  impair  de  négatives  j  par 
confequent  fi  on  change  les  lignes  des  multiplicateurs,  c'eft« 
^à-dire  des  racines  pofirives  &  négatives,  on  aura  des  pro« 
duits  qui  auront  /dans  les  termes  impairs  les  mêmes  fignes 
qu'ils  avoient  j  ainfi  les  termes  impairs  ne  changent  poini: 
de  fignes  en  changeant  les  racines  pofitives  en  négatives^ 
&  les  négatives  en  pofitives  :  Il  eft  donc  évident  qu'en  chan. 
géant  les  fignes  des  termes  pairs ,  fans  toucher  aux  fignes 
des  termes  impairs ,  on  change  toutes  les  racines  pofitives 
es  négatives  ^'&  les  néggrives  en  pofitiv>e$. 
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Corollaire. 

O  Ans  cette  formule  du  troificme  degré  x^  — px^a=sz  o  ; 
pu  il  y  a  des  racines  pofîtîves  &  négatives  ^  puifque  le  fécond 
terme  eft  évanoui ,  &  où  il  faut  qu*il  y  ait  deux  racines  pofi- 
tives,  &  une  négative,  puifque  le  dernier  terme  ^  a  le  fîgne  -h  j 
fi  Ton  change  le  feul  fîgne  du  dernier  terme ,  la  formulé  x^ 
— -^x  —  q=z  o,  contiendra  les  mêmfes  racines  que  la  précé- 
dente/mais  les  deux  pofitives  feront  changées  en  négatives, 
&  la  négative  en  poûtive  :  car  les  lignes  des  termes  pairs  onc 
^té  changez. 


Â 


Theoremb     IV, 

31.   Si  l*ott  fubftitue  dans  une  équation  compofce I*une  de  fci 
racines ,  laquelle  on  voudra  y  avec  fes  puiflanccs,  à  la  place 
de  l'inconnue  &  de  ks  puiflances^  en  donnant  le  ligne  h- i 
la  racine  pofîtivc  qu*on  fubflitue ,  &  le  figne  —  à  la  racine 
Décati ve  qu'on  fubftitue ,  tous  les  produits  de  tous  les  termes' 
de  réquacion  fe  détruiront  après  la  fubftîtution  j  c^elti-dire 
qu'il  s'en  trouvera  precîfément  autant  avec  le  ligne -h,  qu'il  y, 
en  aura  avec  le  figne — ,  qui  feront  égaux  les  uns  aux  autres. 
Pour  démontrer  ce  Théorème  ^  on  fera  voir,  i^  qu'après 
la  fubftitutîon  d'une  racine  dans  Téquatîon ,  le  premier  ter- 
me, ou  le  premier  produit,  a  un  produit  dans  le  fecond  terme; 
qui  eft  precîfément  le  même  j  que  les  autres  produits  du. 
fecond  terme  en  ont  tout  autant  d'égaux  dans  le  troilîéme 
terme  j  que  les  autres  produits  du  troifîéme  terme  en  ont  un 
égal  nombre  d'égaux  dans  le  quatrième;  &  ainfi  de  fuite 
î.ufqu'au  dernier  terme ,  qui  en  a  un  dans  le  pénultième  qui 
îjuieft  égal.  1^.  Que  ces  produits  égaux  dans  deux  termes  qui 
fc  fuivent  ^  ont  des  fignes  contraires  ^  d'où  il  fui vra  qu'ilslç 
détruifent. 

.  On  prendra  une  for-     jir  — •  ^  a=:  o.      xx^-Ssszo. 
mule  du  quatrième  de-  xx  —  ^  «=  o .      x  x  — 11/ = o . 

gré  ,  afin  que  la  dé-  x'---ax^^aixx—aicx  -^aicd^f». 

monftration  foit  plus      &   ^ac     ^—atd\ 

facile,  étant  appliquée      ^    ^^i acd 

à  un  exemple.  ^^   ^^^     — ^r^ 


\ 
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•en  trotn/c  DsMONSTHATioir.' 


y'-'f,     ,  ,  '"-ENfubftituant 

um.  -T-^é^  j^jj^  lç  premier  terme 

.  ,       ,  I  *♦-  X  ,  on  trouve  -+-  ^  : 

^-da  -^da  Mais  dan  s  le  fécond  ter- 

^  hT^      U^  ^^^'  chaque  racine  cft 

■*"  7^      ^^  mulriplice  par  x' }  ainfi 

^cdaa      cdaa  ^  étant  multipliée  par 

^bcda^bcda^o.  ^. ^\  qu'on  a  fubftîtuée 

â  la  place  de  ^-  y  ^  il  y  aura  'daas  le  Second  terme  un  feul 

produit  a  égal  à  celui  du  premier  terme. 

Les  autres  produits  du  fécond  terme — ^x' ,  —  rx',  *— rfx^ 
font  les  trois  autres  racines  multipliées  par-+-x*5  ainfî  après 
la  fiibltitation ,  l^on  aura  les  trois  autres  racines  multipliées 
jpar-i-i«\  fçavoir  bé^^  ca\  da^-y  mars  le  troiiiéme  terme  con- 
V  tient  les  produits  des  radnes  deux  à  deux  j  ainfi  il  y  a  troîs^ 
produits  où  a  cft  multipliée  par  les  trois  autres  racines  i^  c^  d, 
qui  font  aèxx  y  acxx ,  adxx* 

La  fùbftîtutîon  mettant  dans  ces  produits  -f.  aa^  au  lie» 
de «4* XX,  il  y  aura  trois  produits  dans  le  troifîéme  terme  des^ 
trois  autres  racines  multipliées  par  h-^',  qui  font  ba^^  ca^^  d^. 
Les  autres  produits  bcxx^  bdxx,  cdxx  y  qui  reftent  dans  le 
troifîéme  terme ,  font  les  produits  des  trois  autres  racines 
hyC  yd  prifès  deux  à  deux  par  xx  ;  &  après  la  fubftitutîon  ils 
deviennent  hcaa^  bdaa^  cdaa:  mais  le  quatrième  terme  con- 
tient les  produits  de  toutes  les  racmes  prifès  trois  à  trois  j 
ainfî  il  y  a  trois  produits  ahcx,  abdxy  acdxy  où  ^  eft  multi. 

{)îicc  par  les  trois  autres  prifès  deux  à  deux,  Ccft  pourquoi 
a  fitbftttntion  mettant  dans  ces  produits  a  au  lieu  de  x,  il  y 
aura  dajDs  le  quatrième  terme  trois  produits  des  trois  racines- 
b^  Cy  d  prifès  deux  a  deuK  par  au  y  qui  font  bcaay  hdaa ,  cdaa. 
II  refte  dans  te  qiiatriéme  terme  après  la  fubflitution  on: 
produit  de  a  par  les- trois  autres  racines ,  qui  efl:  bcdah  mais 
il  eft  évident  que  le^  decnkr  terme  abcdy  efl  le  même  pro** 
duit.  ^       . 

*  2^  Il  refle  à  démontrer  qu6  les^  produits  égaux  de  deux, 
termes  qui  fè  fuivent ,  ont  des  fignes  oppofez. 
Quand  la  racine  cft  poûtive,  elle  a  le  figne— 4ans  Téqua- 

tion , 
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tion^,  &  en  la  fùbfticuant,.  on  lui  donne  le  figne  -f*:  Ceft  le 
contraire  quand  elle  eiè  négative.  Ainfî  quand  on  fubflitue 
une  racine  à  la  place  de  l'inconnue,  on  lui  donne  un  figne 
oppofé  i  celui  qu'elle  a  dans  Téquation. 

Il  faut  auffi  remarquer  que  le -h  multipliant  le**-  ou  le  — , 
ne  change  rien  dans  le  figne  de  la  grandeur  multipliée  :  au 
contraire  le  —  change  toujours  le  figne  de  la  grandeur  par 
laquelle  on  le  multiplie  j  car  —  par  •+-  donne— ,  & —  P^*^ 
—  donne-*-. 

Il  fuit  de  U  qu'en  faifànt  la  fiibftitutioa  dé-f-^^^  au  lieu  de 
^Xy  tous  les  produits  ne  changent  point  de  figne  5.  mais  ceux 
qui  dans  Téqùation  font  multipliez  par  là  racine  -^a,  ont  des 
fignes  contraires  â  ceux  qu'ils  auroient  fans  cela  :  Par  confe-. 
quent  après  la  fiibftitution ,  le  produit  a  dix  premier  terme  ^. 
&  celui  du  fécond,  qui  lui  efl  égal,  fçavoir  —  a"^  ont. des 
fîgnes.  oppofez.. 

Par  la  même  raifon ,  les  produits  qui  refient  dans  le  f|pond' 
terme  —  6a}  —  r^'—  da\  &  ceux,  du  troifiéme  terme  qui- 
leur  font  égaux ,  fçavoir  •♦-  ta^  -+-  ca^-^Ja^.ont  dès  fignes^ 
contraires.  Car  les  premiers  font  faits  de  -^a^pitr  les  racines 
^^i^^^Cy — dy  différentes  de  ^î  &  cens  dix  troifiéme  terme 
qui  leur  font  égaux ,  font  formez  par  les  produits  des^ mêmes  ^ 
racines- — 6 y — fCy  — ^,  multipliées  par  — -^^  &  enfuite  par 
■4-  ^*  :  or  —  a  change  leur  figne  en  les  multfplianti 

ir  efl  évident  que  le  même  raifonnemcnt  s'étend  à  tous> 
le^  autres  produits  égaux  dans  deux  termes  qui  fe  fuivent. 

Par  confequènt  tous  les  produits <le  tous  lés  termes  d'une' 
équation ,  font  détruits  par  la  fubfUtution  d'une  des  racines  ^. 
car  ce  que  Ton  a  dit  de  la  première,. convient  évidemment; 
à  chacune  des  autres.. 

C  o  r:  G  i:  r:  A  I  ic  B  s;. 

31.  1^  L'Inconnue  d'une  équation  compofée  repréfente- 
également  chacunedes. racines  de  Téquation^  car  en  fubflî- 
tuant,  focceflivement'chacune  des  racines  à  la  place  de  l'in^. 
connue,  tons  les.  produits  ie  dé tiruônont  toujours;. 
^  Cîefl  la  raifonr  pourquoi  on  ibrme  lès  équations  par  la: 
mfultiplication  dès  équations  fîmpres,  dont  lé  fecûnd  membre  ' 
eft  zéro,  &  non  pas  parla  muldplîcacion^des  équations  fim^-  * 
pies,  dont  lepremier  membre auroit  l'inconnue,  &le  fécond; 
Tome  I.  K- 
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membre  ùl  racine  ^  car  en  les  fornunc  de  cette  ièconde  ma- 
niere  ;  Tinconnue  ne  repréfenteroit  pas  dans  Téquation  cha- 
cune des  racines,  comme  elle  les  repréfcnte  en  tormant  Tc- 
quatîon  de  la  première  manière. 

lO;  Chaque  racine  eft  la  valeur  de  inconnue  dans  une  équa« 
tion  compofée  ^  auffi  bien  que  dans  les  équations  fimples. 

3^.  Les  valeurs  de  Tinconnue  dans  une  équation  compo-* 
fée  y  &  les  racines  de  Pcquation  compofée  étant  la  même 
chofe  5  inconnue  d'une  équation  compofée  a  autant  de  va- 
leurs que  f  équation  a  de  degrez,  Aînfî  dans  une  équation  du 
fécond  degré,  Tinconttue  a  deux  valeurs  relie  en  a  trois  dans 
uîie  équation  du  troifiéme  degré  -y  &  ainfî  des  autres^ 
3  3 .  4^  L'on  a  deux  moyens  pour  reconnoitre  quand  une  gran- 
deur eft  la  valeur  de  l'inconnue  ^  ou  une  racinede  Péquation: 
Le  premier,  lorfqu'en  divifant  Téquation  compofée  par  une 
équation  fîmple^  qui  »  la  même  inconnue  linéaire  moins 
cette  f^andeur ,  quand  elle  eft  une  valeur  pofitîve,  &  plus 
cette  grandair ,  quand  elle  eft  une  valeur  négative  j  la  oivi- 
fîon  eft  exade ,  c'eft^-dire  fens  refte.  Le  fécond ,  lorfqtfen 
fubftituant  cette  grandeur ,  à  la  place  de  l'inconnue ,  dans 
Péquation  3  avec  le  figne  -f-  lorfqu'ellç  eft  pofitive ,  avec  le 
ligne  .-^  lorfqu^elle  eft  négative ,  tous  les  produits  de  Téqua- 
tion  fe  détruifent  par  des  fignes  contraires ,  c'eft-à*dirç  font 
égaux  à  zéro. 

T   H   E  O    K   E    M    E       y. 

54.  L  O  K  S  Qu  E  dijtns  une  équation  compofée  le  premier  ter- 
me n*a  pas  d*aiïtrc  coefident  que  l'unité,  &  qu'il  n'y  a  ni 
frayons,  ni  incommenfocables,  aucune  des  racines  réelles 
de  ré.quation  n'eft  .une  fradion. 

Demonstratidk, 

Si  quelqu'une -des  racines  réelle  çcoit  une  fradîon,  queU 
qu'une  des  équations  fimples  par  la  multiplication  dêfquelles  - 
l'équation  compofëe  eft  formée,  auroic  pour  fa  racine  une 
fraâion.  Or  s'il  y  en  aroit  quelqu'une,  Téquatlon  compofée ^ 
en  auroit  auffi  5  &  pour  i'ôter ,  il  auroît  falu  multiplier  tous 
les  termes  de  l'équation  par  le  dénominateur  de  cette  fradion^i 
ce  qui  auroit  donné  neceflàirement  un  coëficîent  au  premier^ 
terme ,  di'ffprçn t  de  Jl^iinicé  ^  contre  la  fuppo  fi tiojj.  '  1 
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Démonfiration  particulière  four  les  équations  numériques. 

S I  une  fradion  pouvoît  être  la  racine  d^une  équation  no- 
merique ,  dont  le  premier  terme  n*a  pas  d'autre  cocficient 
que  Tunité ,  &  où  il  n'y  a  ni  fradions ,  nî  incommenfura- 
bleç  ^  il  eft  certain  par  le  quatrième  Théorème ,  que  cette 
fradion  &  Tes  puiflances  étant  fubftituées  à  la  place  de  l'in- 
connue ^  de  its  puiflances ,  tous  les  termes  de  Téquation  ^e 
détruiroient  après  la  fubfticution. 

Pour  rendre  la  démonftration  plus  claire  &  plus  gênera- 
le  j  on  fuppofèraune  équation  du  troifîéme  degré  x' — nxx 
jj^px—q=:Oy  où  les  coëficiens  »,  p^  q^  repréfentent  des 
nombres }  &  on  fuppofèra  que  la  fraâion  â  fuoftituer  eft  re. 
préfentée  par  j|,  qui  étant  réduite  aux  moindres  termes^ 
eft  f .  Qu'on  fubftîtue  la  fraûion  J^  à  la  place  de  l'inconnue  ^ 

on  aura  p^i  •—  ^ïï  «  •+-  ff  /  —-^  =sïo  ^  &  par  tranlpofîtîon 
*î?  ""*"  A^ff  **  ~"  f7r  "^  7  • 

Rèduiiànc  les  fradions  à  TexpoÊint ,  Ton  aurar^  s»  J^fr 
Multipliant  chaque  membre  par  ^^^  on  aura  ^  =&  aan 

—  abp  -+-  bbq. 

Il  eft  certain  que  le  fécond  membre  de  cette  égalité  eft  un 
nombre  entier  j  ainfi  la  fradion  ~  eft  égale  à  un  nombre  entier. 

Mais  par  ce  q^i  eft  démontré  dans  les  proportions ,  la 
Fradion  j  étant  (uppofée  dans  les  moindres  termes ,  le  nu* 
merateur  ^Me  la  fradion  ^,  n'a  aucun  diviseur  commun 
avec  le  dénominateur.^;  ainfi  la  fradion  ^  eft  dans  les  moiiiU 
dres  termes ,  &  ne  fçauroit  être  égale  à  un  nombre  entier. 

Par  confequent  en  fuppoiant  qu'une  fradion  pçut  ^tre  la 
racine  d'une  équation,  dont  le  premier  terme  n'a  que  l'unité 
pour  coëficient ,  &  qui  n'a  ni  fradions ,  ni  încommenfura-- 
x>les,  cela  conduit  à  cette  abfurdité,  qu'une  fradion  réduite 
nux  moindres  termes ,  peut  être  égale  à  un  nombre  entier: 
11  ne  fe  peut  donc  pas  faire ,  qu'une  fradion  foit  la  racine 
^'une  telle  équation.  ^ 

*  C   o   R   o    L   L   A   I    &  E. 

55.   jLOrsqjj'uke  équation  compofée  n'a  ni  fradions,  ni 
incommenfurables ,  que  fon  premier  terme  n'a  que  l'unité 

.       K  i j 


\. 


'^6  Analyse    demowtke'b. 

pour  coëficîenc,  &:  que  Tes  racines  font  réelles ^  fi  des  gran*. 

deurs  entières  ne  font  pas  fës  racines,  (es  racines  font  incom- 

menfurables. 

Car  ks  racines  réelles  ne  peuvent  être  que  des  grandeurs 
^entières,  ou  des  fraâîons,  ou  des  incommenfurables  j  onfup. 
pofe  qu'il  n*y  a  pas  de  grandeurs  entières  qui  (oient  les  raci- 
nes de  réquatîQn  j  on  Vient  de  démontrer  qu'elles  ne  peuvent 
^être  des  fraâjions  j  par  .confe^uent  il  faut  .qu'elles  foient  in- 
comnaenfiir^bles. . 

R    E   M    A   R  -Q^U  «. 

JK.  U  lieu  de  fuppofer  dans  les  équations  linéaires ,  dont  .une 
cquaçîon  compofée  eft  le  produit ,  J'inconoup  x  pofîtîve  5  (i 
on  -la  fuppo(e  négaçiye.-T-;c,  commue  d^ns  cpt  exemple  t— x 
—  ^  =  0,  — ^.^6sfszOy  Ton  aura  une  équation  compofée 
XX  ^ax  —  ai^t^  p  ^  dans  laquelle  les  racines  qui  ,ét;oient 

poficives  daiisla  .fuppo(îtîon  de  -i-x^  feront  négatives , i8c  les 
âoégasives  (èrooc  pqfkives.  ,Car  puifque  —rx  —  ^  =  o ,  l'on 
.aura  AT  rF^. — a}  &  puifque -t-x-+-^=o,  l'on ;auraxs=s^. 

(C    011*0    L    L   A    I  -&  -E. 

t^yO  V  îl  (iiît  qu'en  changeant  dans  une  équation  cotnpofée 
tous  les  (ignés  des  termes^  où  la  puiflance  de  l'inconnue  cft 
impaire  ^  comme  Xj  x^^  x\  .&c,  fan^  toucher  aux  autres ,  tou- 
tes les  racines  pofitives  (erqnt  changées  jm. négatives,  &  les 
•pégatives.en  pofitîyes,. 
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SECTION     III. 

pe  la,  transformafian  des  équations  cofppo/ees. 

DEFINITION. 

au  A  N  D  on  changçione  équation  eui  une  autre  du  même 
^degré,  qui  a  une  inconnue  différente  de  l'inconnue  de 
ia  première,  &  dont  toutes  les  racioe^  ont  un  raport  connu 
avec  les  racines  de  Ja  première,  ce  changement  «'appelle 
./r4»jF/é^r»î^/^r\7«3i3B!cla  féconde  équation  s^appellela  transjjfrmée 
de  la  premiertu 

IJ  eft  évident  que  les  racines  de  la  tranformée  étant  con* 
flues,  ellcs.feront  coanoîtreles  racines  de  J*équ^tio;i  dojjteJJc 
eft  Ja  transformée. 


j 
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P  R  O  B  L  £  M  E     I. 

« 

j^i  contient  routes  les  transformations. 

36.    IRansfokmek  une  ëouation  propofëe  ^  par  exemple  ; 
X*  —  nxx  ^fx  —  ^  =3B  o  ^  ou  loa  équivalente  x  —  axx  h-  abx 

—  ixx  -H  OCX 

m^ahrss:0.  —'CXX^tcx^ 

en  une  autre  équation  dont  les  racines  foient ,  i^.  celles  de 
la  propofée ,  augmentées  chacune  d'une  grandeur  connue , 
celle  qu'on  voudra ,  comme /î  i^.  ou  bien  diminuées  chacune 
*^*une  grandeur  connue/;  3^.  ou  bien  retranchées  elles-mê- 
mes chacune  d'une  grandeur  connue  /;  4^..ou  bien  multt- 
ÎjKées  chacune  par  une  grandeur  connue  fi  5°.  ou.  bien  divi- 
ëes  chacune  par  une*  grandeur  connue />  6^cOq  bien  de  ma^ 
niere  que  les  valeurs  de  Tinconnue  de  la  transformée  fbienc 
les  racines  i%  3%  &c,  ou  les  puiflances  i",  .3",  &c.  des 
racines  de  la  propofce^  70.  ou  bien  de  manière  que  les  va- 
leurs de  l'inconnue  de  la  transformée  foient  moyennes  pro* 
Îiortionnelles  entre  une  grandeur  connue  ^^  &  les  racines  de 
a  propofée  ^  8"^,  ou  bien  de  manière  que  les  racines  de  la  pro^ 
{>ofée  foient  les  quatrièmes  proportionnelles  aux  racines  de 
a  transformée,  à  une  grandeur  connue ,  &  â  l'unité ,  ou  bien 
d  une  féconde  grandeur  connue  j  ^^.  ou  bien  de  manière 
.  que  les  racines  cfc  la  propofée  foient  égales  aux  racines  de  la 
transformée ,  plus  ou  moins  une  grandeur  connue,  divifée 
ou  multipliée  par  les  racines  de  la  transformée,  ou  par  quel* 
que  multiple  de  ces  racines  ^  io\  ou  bien  enfin  de;, manière 
que  les  racines  de  la  transformée  ayeçit  avec  celles  dç  la  pro- 
jpofée  td  raport  .qu*on  voudra,  comnje  celui  de /à  g. 

Méthode. 

1^1  L  faut  prendre  une  féconde  inconnue  j^,  qui  repréfente 
chaque  racine  de  la  transformée,  8c  fe  fervîr  de  rinconnoc  x^ 
de  la  propofée ,  pour  en  marquer  chaque  racine ,  &  faire  une 
équation  qui  exprime  le  raport  qui  doit  être  erttrè  les  raci- 
nes de  la  propofée  &  celles  de  la  transformée.     ""  '  ' 

1®.  Il  faut  prendre  dans  cette  équation  la  vdeur  de  l'in- 
connue x  de  la  propofée  j  &  fubftîtuer  cette  valeur  &  fes  puid 
fances  â  la  place  de  i  încopAue^  8C  de  fes  puiflances  dans  la 
propofée.  ,     K  iî j 


V 


^5^  Analyse  demontke'e. 

L'cquatiop-  qu'on  trouvera  étant  ordonnée  &  abrégée , 
fera  la  transformée  qu\>n  chCTche. 

I.  P-oitr^uynenur  les  tacinez  de  la  prof  o fée  delà  yandeur  f. 

O  N  fuppofera  l'inconnue  y  pour  exprimer  les  racines  de  la 
tranfcrmée^  &fe  fervant  de  l'inconnue  x  delapropofée ,  o» 
fera  l'équation  x •+•/=/,  qui  exprime  que  la  racine  x  delà 
propofëe  étant  augmentée  de  la  grandeur  connue  /)  eft  égale 
a  la  racine  y  de  la  transformée. 

On  prendra  dans  cette  équation  la  valeur  de  x,  qui  eft 

x^=s^y — /I 

On  fubftituera  cette  valeur  &  fes  puîffances  à  la  place  de  x 

^  de  fes  puiâaijjces  dans  la  propofée  x'  «—  »xx-i-f  x — f  =so#^ 

ii    :^y'^lfyy^lffy^P 
é^nxxtss    -^fiyy  ^mj^ — ^ 

^fX  x=:  ^fy     — !>/ 

— ^     =  —  f. 


rt*Hi*MM*i 


\ 


— ^. 
&  ron  trouvera  l'équation  transformée ,  dont  les  racines  font 
celles  de  la  propofée ,  augmentées  chacune  de  la  grandeur/ 
Quand  on  aura  la  valeur  de  y  dans  la  transrormée ,  on 
la  Sbftituera  dans  xa«j' — /,  ^  ^  P^^^e  de  ^,  &  l'on  aura 
la  valeur  die  x  de  la  propofée. 

II.  Pwr  iimiimtr  Us  racines  dt  la  frofofie  de  la  candeur  (. 

On  fupppfera  x— /ssj',  d'où  l'on  déduira  x=vH-/i  on 
fubftituera  ^-»-/à  la  place  de  x,  &  les  puiflànces  de  y -^ fi 
la  place  des  puiflànces  de  x,  dans  la  pr<^fée. 
x»    ^y'-f^fyy-^im-^P 

—  ffxxss    —  »J7  -^xfny — nff 

-»-/x  «=:  •»-/»     -*-^ 


5j5y-^  3J©'  -^/^=-o- 


« 
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£c  l'on  trouvera  Ia.transformée,  donc  les  racines  ibne  celles 
de  la  propofée ,  diminuées  chacune  de  la  grandeur  / 

///.  Pour  trouver  h  transformiez  dont  le  s  racines  "^  [oient  celle i 
de  lafropope^  retranchées  de  la  grandeur  f. 

,On  fuppofera/— :x»=/i  d'où  l'un  déduira /—^ as x ; 
on  fubfticuera/ — y  U  Tes  puiflànces,  à  la  place  de  x  fi(  dâs 
puiHànces  de  x  »  dans  la  propofée 

—  »xx  at=  —  nff'^  xnfy—  nyy 

—  f     ~— f-  

Zc  Ton  trouvera  la  transformée ,  dont  les  racines  font  celle* 
de  la  propofée  y  retranchées  chacune  de  la  grandeur  f 

IV.  Pour  trouver  la  transformée^  dont  les  racines  y  [oient  celles 
de  la  fropofie ,  multipliées  par  la  grandeur  f. 

V/N  fuppofera/is=y,  d'où  Ton  déduira  x=^j  on  fubftî- 
tuera  ^  &  les  puiflances  â  la  place  de  x  6c  de  ks  puiflances , 
dans  la  propofée  j  &  l'on  trouvera  ^,  — i^  -^.^  —  f  =  o. 

Otant  les  fraâions ,  on  aura  la  transformée  y  ^-^nfyy  -^^pffy 
— Pq=:Oy  dont  les  racines  font  celles  de  la  propofée ,  mull 
tîpliées  par/. 

Abrège  de  la  transformation  précédente. 

O  u  K  multiplier  les  racines  d'une  équation  par  une  gran- 
deur /,  il  faut  umplement  changer  Tînconnue  x  en  une  nou- 
velle inconnue  y  ;  &  (ans  toucher  au  premier  tenue ,  multi* 
plier  le  fécond  par  la  grandeur /i  le  troifiéme  i^9Mff^  le  qua- 
trième par  Pi  bc  ainfî  de  fuite. 

K*  Pour  trouver  la  transformé e-^  dont  les  racines  y  foieni  ceSés 
de  la  propofée\  divipes  par  la  grandeur  i. 

Gn  fuppofera^=^3  d'où  l'on  déduira  x==^î  oii  fubftt 
tueia  j^  &:  fcs  puiffances  à  la  place  de  x  iLû^m  puiflancei 


ifrO  ANAtTÎI     DE  MO  WT  RB'e. 

.  dans  kproporée^  &  Ton  trouvera/' y' — ^ffyy-^pfy — ^=*=^> 
divifant  i*cquarion  par /\  on  aura  la  transformée  jf*  —  ^ 

H*  jj  —  /i  ==  o ,  dont  les  racines  font  celles  de  la  propofée 

diviféespar/.  ^f^^^^.  - 

Po  UR  divifer  les  racines  d*une  équation  par  une  grandeur  j^. 
il  faut  (implement  changer  l'inconnue  x  en^  3  &  fans  toucher 
au  premier  terme,  divifer  k  (econd  par/,  le  troiiîéme  par  jj^ 
le  quatrième  par  /' j  &  aînfî  de  fuiter  . 

T^J.  Pour  trouver  une  transformée^  dans  laquelle  tes  valeurs  de  y 
foientles  racine  s  féconde  s ^troifiéme s ^^c.  des  racinesàefaptofofèe. 

On  fuppofera  y/x^=^y^  ou- bien  ^  x=jf,&c.  d'où  Ton  dé- 
duira X  =yy  i  ou  bien  x  =5=v' ,  &c.  on  fobftiniera- w^  ou  y^  Se 
les  puiflances  àityy  ou  dey,  à  la  place  de  x  &  de  ies  puifTan* 
ces,.dansla  propolée  j  ScTon  trouvera  la  transformée^ —  ny* 
'^fyy — q  =  0'y  ou  bienj^*— iiy'H-£y'— ^^  =  05  les  valeurs^ 
^c  y  dans  la  première ,  font  les  racfnes  quarrées  des  racines 
de  la.  propofée  5  les  valeurs  de  y  dans  la  féconde ,  font  les  ra^ 
cines  troifiémes  des  racines  de  la  propofée. 

SI  la  propofée.  étoit  x'—  »x*-*-  /xx  —  ^  =  o ,  ou  bien  x* 

—  «x'-+-/x* — ^  =  G  y.en  fuppofant  pour  la  première  xx=s=y, 
&  pour  la  féconde  x'=y.  Ton  trouveroît  la  transformée ^ 
'  —  «^  -^-fy — f  =  o,  dont  les  racines  feroient  les  quarrez 
des  valeurs  de  x  dans  la  première  propofée  ^&  les  cubes  des 
valeurs  db  x  dans  la  féconde: 

VII*  Pour  trouver  une  transformée  dans  laquelle  les  valeurs 

de  Nnconnue  y  foient  moyennes  froportionneffès  entre  une 

yandeur  connue  f ,  &  les  racines  de  la  propofée . 

ÇjN  fuppofera  y  =  \/fxy  d'où  Ton  diéduîra^j^=/!c,  &  x 
ss=  ^  f  on  fubftituera*  cette  valeur  de  x  &  fes  puiflances  â 
la  place"  de  x  &  de  (es  puilTantes  dams  ta  propofée  j  £c  Ton 

trouvera  k  transformée  y  —  ^fy^-^pfj^y  —  qf^^^^  ^^^^ 
laquelle  les  valeurs  de  y  font  moyennes  proportionnelles 
*ntre/&  les  racines-de  la  propofée  x' — ftxx^px — ^==0. 

y III.  pour  trouver  une  transformée  de  Tnaniere  que  y .  f  ::  i .  x. 

On  fuppofera  xsi^^r  Se  par  fubfUtution  on  trouvera  la 
transformée  /'—  nj^  -^^  p^y  —  ^^^  ss  o  ^  &  par  tranfpofi- 

tion 


,7 
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tïoû  q^-^tfyy-^^ffy — P  =  o  >  &  divifant  le  tout  par  q^ 
y -^  fhj-^^ff^'f'  —z o  ^  fera  la  transformée  qu'on  cherche. 

J-*y.  J^our  trouver  la  transformée  de  x*— 'pxx  —  q^smo,  qmi 
foit  telle  que  les  racines  xde  la  fropope  foient  égales  à  celleS' 
de  la  transformée  f  lus  ou  moins  une  candeur  connue  divifée  ou 

.  multifliée  par  les  racines  de  la  transformée ^  ou  par  un  multiple 
de  ces  racines^. 

P  A  R  exemple^  pour  trouver  la  transformée  de  x^ — /«^jt  f 

=  G,  qui  foît  telle  que  x  s=^jf^  ^^.  on  fubftituera  j^  "^  ^r 
&  fon  cube  i  la  place  de  x  j  x^) 

— ^x=:    — //— f5 


te  l'on  trouvera  y^    *  *+:^  -»♦•  ^^5=0$; 
multipliant  le  tout  par  / ,.  l'on  auray  Hh  qy  -h  ^^ss  o  ,  pour 
Ul  transformée  qu'on  cherche.  Cette  transformée  n*eft  que* 
du  fécond  degré. 

Si  la  propoÊe  étoir  x^^px'jz  f  ==  o ,.  p»  fuppoferoir  xsssf 
"~  Ij  >  ^  Ton  trouveroit  la  transformée  y  i  2^'"""  w.=  ^- 

R    E     JKT    il    Jt    Q    U    E.    , 

V>  E  T  T I  dernière  transformation  fert  â  réduire,  toutes  les> 
équations  du  troiiîéme  degré  qui  n'ont  point  le  fécond  ter- 
me â  une  transformée  du  &cond  degré. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  j^  dam^la  transformée,, 
on  wbftfniera  cette  valeur  dans  l'équation  x  ^=y  ±:  -^v  & 
l'on  aura  la  valeur  de  xi  c'eft-à-diîre,  l'on  connoîcra  une  des 
.racines  de  la  propoiée. 

^JT.  Pour  trouver  une  transformée  dont  les  racines  ayent  tel 
raport  qu*on  voudra  avec  celles  de  la  propofee  ^ 

.       par  exempte  y  âelêê  de  t  i^Ç^   ,  ^^ 

.On  ^PP<^^cra /l; g ::^ .  x;,  d*où.ron  déduira  Ar-===^j  oa 

rfabÛituera  cette  Valeur  &  fes  o^iflanccis  à  la  place  dê\  &  de 
^(ts  pùiflances  dans  la  propofee  x^ — nxx  -^px  -— j^  =  oj  & 

Ton  trouvera  la  transformée  y  —^*-^  •*■'«'  —  ^1  =  ^> 
.fSjfÂ  eft  .cellç:qa'^n:i?J«yçikflii;i    t       ;  :     :  l  .^  v  :  :  r       ^        -  r 
Tomii.       "  ÏU 


%i  ANALtIt       DEMON  T^K  E'IT, 

Démonfirdtion  du  Problème. 

P  O  u  ».  démontrer  ce  Problême ,  il  ne  faut  faire  attention 
qu*ayx  équations  (impies  dont  une  équation  compofée  eft 
le  produit. 

^  Soient  x  •^  ^  =8=  o.  x  -^  ^  s»  o  ^  les  équations  (impies  de 
réquatioB  compo(ce  xx^-^ax-^ab^sszo^  qu'on  veut  trans^ 
former.  —  bx. 

Il  eft  évident  que  les  équations  (impies  de  la  transformée  ^ 
dont  les  racines  (èront  les  racines  de  la  propofée ,  augmen- 
tées de/,  feront^  — / — d^^  o.  y  — / —  ^  =  o  -,  car  la 
première  donne  jf  =  ^-i-  /?  la  féconde  donne  ^=  b  -+-/ 

Les  équations  (impies  de  la- transformée,  dont  les  racines 
(èront  celles  de  la  propofée,  diminuées  de/,  feront^ h-/ — a 
=  o.  y-^f—*  ^  =  05  car  la  première  donn£  y^ssa  — /j  la 
féconde  donne  j^  =  A — / 

Il  en  eft.de  même  àçs  autres  transformations. 

Il  eft  auffi  évident  qtt*cn  ftibftîtuant^ — /^  ou  bîcn^-i-/, 
au.  lieu  de  x^  dans  les  équations  (impies  de  la  propofée  x — a 
=  0,  X  —  b^=Oy  Ton  aura  après  la  (ubftîtution,  les  équa^ 
tîons  (impies  de  la  transformée/ — / — a^sso^y — 'f — i 

Mais  il  eft  clair  qu*çn  fubftîtuant  j^-— /,  par  exemple ,  â  la 

Î^ljice  de  xî  6c  le  quarré  de  j^ — :/à  la  place  de  xx^  dans 
'équation  xx  —  ax  -^  aiz=iOy  qui  eft  le  produit  des  (îm- 

pies  X — 4^  =  0,  X, — i=so ,  Ton  a  le  même  produit  qu'on 
«auroit  en  mulri^îant  les  (impies  y  — / —  a^=^o^y  — /-^ A 
-ssao,  dans  lefqaeHcs  les  (impies  x  — ^=0,  x  — b=-Oj 

ont  été  changées  par  la  (libfKtutiôn  dey— /^  à  la  place 

de  x:Et  ce  produit  eft  évidemment  PéquOttioô  transformée. 
Xi'on  a  donc  parla  méthode  du  ProblêmÊ.»  la  transformée 

qu'on  cherche. 

Corollaires  i  éfm  /uiveiu  dét/  troii.ûnmHrtl  transformations. 

"  .    *  '  I     '      ♦•  '\  '\   "  ■  î     ' 

.  11  Q^ic  de  cette  démonftratioh,  que  «s'il  y  avoi t  des  racines 
^imaginaires  datas  une  équation,  elles  demeareroîeni  etfcore 
imaginaires  dans  fa  transformée^ 

3  7»      Quan4  il  y  a  des  racines  çoM^ts  U  iië|^atit^&daAs-l'é€{«0U 


/ 
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tioQ  qu'on  transforme  en  une  autre,  dont  les  racines  font 
celles  de  la  propofée,  augmentée  d'une  grandeur  connue  /j 
.  en  fubftîtuant^— /à  la  place  de  x  ^  il  eft  évident  qu^il  n*y  a 
.  Que  les  racines  pofîtives  qui  foient  augmentées  dans  la  trans- 
formée ,  &  que  les  négatives  y  font  diminuées  de  la  gran* 
^eur /i  car  fi  les  équations  fimples,  dont  la  propofée  eftle 
.produit,  font  x— i^s=so,  x-f-Asssso,  en  fiibftituant  y  — / 
à  la  place  de  x  dans  ces  équations.  Ton  aurajr-—-/-— «^^ssû, 
y — f^b=^o ,  qui  font  les  équations  fîmples ,  dont  la  trans- 
formée eft  le  produit  ^  &  il  ëft  évident  que  jr  — / — a^sso^ 
xlonne  ^=5^-f-/^  dans  laquelle  la  racine  poficive  a  eft  aug. 
,mentée  de/>  &que  jr— /-f-^=so  ,  donne  vap=s — ^-h/", 
dans  laquelle  la  racine  négative  _  ^  ^  eft  diminuée  de  la 
grandeur -♦-/• 

ly^^  il  (iiit  que  fi  la  grandeur /eft  égale  à  une  des  raci. 
jies  négatives ,  cette  racine  devient  égale  à  zéro  j  fon  produit 
^ar  toutes  les  autres ,  qui  fait  le  dernier  terme  de  la  trans- 
ibrmée,  devientpar  confequent  égal  à  zéro  j  &  la  transfor. 
^ée  peut  s'abaifler  d'un  degré. 

Si  la  grandeur /furpafiè  toutes  les  racines  négatives  de  la 

Î^ropofée  ^  elles  deviennent  toutes  pofirives  dans  la  trans* 
brmée  ^  éc  alors  la  transformée  ne  contenant  que  des  racL 
nés  pofitives ,  tous  ces  termes  ont  alternativement  les  fignes 

D'6ù  l'on  voit  que  fi  tous  les  termes  de  la  transformée 
ont  alternativement  «f^  6c  «~,  on  eft  affiiré  que  la  grandeur/ 
iurpafiè  toutesies  racines  négatives  de  la  propofëe  5  &  quand 
cette  alternative  eft  interrompue  ,  on  db  affi^ré  que  /ne 
furpafiè  pas  toutes  les  racines  négatives  de  la  propofée,  pui(l 
qu'il  en  refte  quelc][u'une  ^  Se  dans  ce  cas /eft  moindre  que  la 
plus  grande  des  racines  négatives  de  la  propofée. 

Dans  le  cas  où/ furpafiè  toutes  les  ntdnes  négatives  de  la 
mopofée,  &  où  par  conséquent  toutes  les  racines  de  la  trans* 
formée  font  pohtives ,  il  eft  évident  que  la  plus  petite  des 
racines  de  la  transformée ,  répond  d  la  plus  grande  des  né- 
gatives de  la  propofée,  qui  eft  devenue  pofitnre.  Car  lefur« 
plus  de  la  grandeur  /fur  les  racines  négatives  dé  la  propos 
lée ,  eft  précifément  ce  qu{  fait  que  ces  négatives  deviennent 
pofitives  dans  la  transformée  ^  &  le  fiirplus  de  /  fur  là  plus 
grande  des  racines  négatives  die  la  propofée,  eftle  moindre 


^ 


^ 
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de  tous  ;  ainfi  la  moindre  racine  de  la  transformée  eft  celle 

qui  répond  à  la  plus  grande  des  négatives  de  la  propofee* 

D'où  il  eft  évident  que  les  racines  pofîtives  delà  transfor^ 
mce  y  moindres  que  /^  font  celles  des  racines  négatives  delà 
propofee ,  qui  font  devenues  poiîtives  dans  la  transformée. 

Enfin  lonque  /efb  moindre  que  chacune  des  racines  né- 

fatires  de  la  propofee ,  ces  racines  demeurent  négatives  dans 
i  transformée. 

III. 

3  8«  Lorfqull  y  a  des  racines  pofîtives  &  négatives  dans  une 
équation ,  &  que  par  la  fubftitution  àty-^fk  la  place  de  x, 
jûïi  la  transforme  en  une  autre,  dont  les  racines  font  celles 
de  la  propofee,  diminuées  chacune  de  la  grandeur/,  il  eft 
évident  qu'il  n'y  a  que  les  racines  poficives  qui  foient  dimi- 
nuées de  la  grandeur  fy  &  que  les  négatives  font  auemen;.' 
têts  de  la  granideur  /  Car  fî  les  équations  fîmples  de  la  pro^ 
pofée  font  x-r-^=o,  x-f-A=o;  en  fubftituant^-i-/à  la 
place  de  x  dans  ces  équations  ,  Ton  aura  y  -i-/—  a^s^  o^ 
^-4-/h-^=:o^  qui  font  les  équations  fimples  dont  la  trans- 
formée eft  le  produit  3  &  il  eft  évident  que  jr  -*-/ — a=:zo^ 
donne  y =^ — fy  dans  laquelle  la  racine  pofîtive  a  eft  dimL 
nuée  de  la  grandeur/;  &  que  j<!-4-/-f-^  =  o,  donne  j^  = 
i—  b  — /,  dans  laquelle  la  racine  négative  efl  augmentée 
(  dans  fa  négation  )  de  la  grandeur  — / 

D'où  il  foit  que  fî  /eft  égale  à  une  des  racines  pofîtives 
xie  la  propofee,  cette  racine  devient  égale  à  zéro  dans  la 
transformée  j  &  par  confèquent  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée, qui  eft  le  produit  de  cette  racine  égale  à  zéro  par 
toutes  les  autres ,  devient  égal  i  zéro  ^  &  Inéquation  peut  être 
abaifTée  d'un  degré. 

Si/fdrpafle  toutes  les  racines  pofîtives,  elles  deviennent 
toutes  négatives  dans  la  transformée ,  6c  dans  ce  cas  tous  les 
termes  de  la  transformée  ont  le  fij^né  -h. 

Ainfî  Ton  eft  afTuré  que/  furpafïc  toutes  les  racines  pofîtives 
de  la  propofee ,  lorfque  tous  les  termes  de  la  transformée 
ont-4- }  mais  fî  quelqu'un  a  le  figne-t-»,  il  refte  dans  la  transe 
formée  quelque  racine  pofîtive,  &  l'on  eft  ailîiré  que/eft 
moindre  que  la  plus  grande  racine  pofîtive  de  la  propofee  ( 
on  fuppofîe  que  toutes  le$  racines  font  réelles* 
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ê 


L  1  V  n  E    1 1 L  f  j 

jQtnuid  tous  les  termes  de  la  transformée  ont  le  figne  •«-, 
c'eftà-dire  quand / furpafle  toutes  les  racines  pofitives  de  la 
propofee^  la  plus  petitedes  racines*dela  transformée  repond 
d  la  plus  grande  des  pofitives  de  la  propofée ,  qui  eft  devenue 
négative  dans  la  transformée  ^  carie  (urplu5  de /fur  les  ra- 
-cines  pofitives  de  la  propofée ,  eft  precifément  ce  qui  fait  que 
xes  racines  pofitives  deviennent  négatives  dans  la  transfor* 
mée ,  &  le  iurplus  de  /  fur  la  plus  grande  des  racines  pofiti* 
ves  de  la  propofée ,  eft  le  moindre  de  tous. 

D*où  il  eft  évident  que  les  racines  négatives  de  la  trans-: 
formée  moindres  que/,  font  celles  des  racines  pofitives  de  la 
propofée^  qui  font  devenues  négatives  dans  la  transformée. 

Enfin  quand /eft  moindre  que  chacune  des  racines  pofiJ 
tives  de  la  propofée ,  ces  racines  demeureront  pofitives  dans 
la  transformée^ 

IV. 
3<^.  Si  on  fubftitue  une  grandeur  connue  négative — /dans 
une  équation  x^ — nxx'Jhfx^—q^ss^o^  à  la  place  de  Tincon- 
Due  x^  la  fbraroe  des  produits  qu'on  aura  après  la  fubftitu- 
tion,  qui  eft  — p —  ^ — ff — q^  eft  évidemment  le  der- 
nier terme  tout  connu  de  la  transformée ,  qu'on  trouveroic 
en  fubftituant  dans  la  propofée  y  — f  à  la  place  de  Tincon^ 
Aue  Xy  datts  laquelle  transformée  les  racines  pofitives  de  la 
propofée  feroieot  augmentées  delà  grandeur/,  &  les  néga- 
tives diminuées  de  la  même  grandeur  / 

Et  fi  Ton  fubftitue  une  grandeur  connue  pofitive  -4-/  dans 
une  équation  x*  —  nxx^fx  — ^=o ,  à  la  place  de  Tincon* 
nue  X3  la  fomme  des  produits  qu^on  aura  après  la  fubflîtu. 
tîon,  qui  eft  / — nff^ff — f ,  eft  évidemment  le  dernier 
terme  tout  connu  de  la  transformée,  qu'on  trouvetoit  en 
fubftituant  dans  la  propofée  y  ^  f  i  la  place  de  x  5  dans 
laquelle  transformée  les  racines  pofitives  de  la  propofée  fè- 
roient  diminuées  de  la  grandeur  /,  &  les  négatives  augmen:^ 
tées  de  la  même  grandeur/ 

•    U  n'y  a  qu'à  faire  les  opérations  de  la  première  &  de  là 
feconde  transformation ,  pour  en  voir  la  dérhonftration. 

40.  r^ans  la  transformée  qu'on  trouve  en  fubftituant  une  gran«>: 
deur  connue  moins  une  nouvelle  inconnue  comme/— jf,  à 
la  place  de  l'inconnue  x  de  la  propofée,  les  racines  pofitives 
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de  la  propofée  deviennent  négatives^  mais  chacune  eft  dîmL 
nuée  de  la  grandeur  poficive/i  Hc  les  racines  négatives  déviera 
nent  pofîtives^  mais  chacune  eft  augmentée  de  la  grandeur /T 

Car  foient,  par  exemple^  x— ^  =  o,  x-»-^=;o^  les 
équations  fimples  de  la  propofée  j  en  fubftituant  / — y  dans 
'  ces  équations ,  Ton  a  les  équations  {impies  de  la  transformée 
/—  a  — ^  =  o ,  /h-  6  -— ^  î=  o  j  la  première  donne  y  =ss 
^.^a-^fy  où  Ton  voit  que  la  racine  a^  qui  étoit  pofttive  dans 
X  —  ^î==o,  ou  bien  x=s^^  eft  devenue  négative,  mais 
diminuée  de  la  pofitive  m-/:  la  féconde  donne  j^  =5  ^ -i-/, 
où  la  racine  ^j  qui  étoit  négative  dans  jcH-é=o,  ou  bien 
X  =  — ^  y  eft  devenue  pofitivc ,  mais  augmentée  de  -^fi 

D'où  il  fuit  qu€  (î  la  grandeur  /eft  égaie  à  une  des  racines 
pofi ti vcs  de  la  propofëe  ^  cette  racine  devient  égale  à  zéro  ^ 
&  par  confequent  le  dernier  terme  de  la  transformée  eft 
zero^  &  réquation  peut  s'abaifTer  d*un  degré. 

Si  la  grandeur /furpaflè  toutes  les  racines  pofkîves  de  la 
propofëe  ,  dles  deviennent  encore  toaces  poAtives  dans  la 
-transformée ,  puîfque  l'excès  de /for  chacune  de  ces  racines^ 
eft  une  grandeur  pofîtive  dans  les  équations  £m(iples  de  la 
transformée^  dans  ce  cas  toutes  les  racines  de  la  transformée 
ibnt  pofitîves ,  &  tous  ks  termes  ont  alternativement  -f-  &  — • 

Si  la  grandeur  /eft  moindre  que  toutes  les  racines  pofîti'. 
Tes  de  la  propofée ,  elles  deviennent  négatives  dans  la  trans* 
formée. 

Remauq^ue. 

xi N  fubftituant/ — ^==x^àla  place  de  x,  dans  x—^=so, 
A**-^c=;o,  rinconnite^êft  négative  dans  les  équations  fim- 
ples /.p— ^  —  y  5K  o  ^  /^-  ^  — y  s=5  p  de  la  transformée  j 
ce  qui  eft  caufe  que  le  premier  termç  de  la  tranformée  eft 
négatif  dans  les  équations  des  degrez  impairs ,  c*eft-à.dire 
du  troifîéme,  cinquième,  &c» 

^  Il  eft  facile  de  rendre  Tinconnue^  pofîtive  dans  les  équa- 
tions fimples  de  la  transformée-  car  puifque  / — ^.— .j^srs o^ 
&/-t-^ — y^=^Oy  par  tran^ofition  l*on  aura^-*-^— /=5  0^ 
y  —  6 — ^/=*Oi  &les  valeurs  dey  feront  les  mêmes  qu^elles 
écoicns:  avant  la  tran^fîtion  ^  puifque  ^-i-^— ^/saco^ 
donne  j^ SES— ^-4-/y  auffi  bien  que /—-^ — ^=^0i  &/ — ^ 
^-./«Bso,  donne ^s;Bi^-/^auâi  bkn  que/^^i—^ïBBOj 


/ 
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&  par  cette  trânfbofîtion ,  le  premier  terme  de  la  transformée 
fera  toujours  pontif  dans  les  cquatfons  de*  deerez  impairs.  Il 
iuffira  dans  la  pratique  ,  après  avoir  trouvé  la  transformée 
par  la  fubftitution  de  / — y^  au  lieu  de  jc,  dans  la  propofée^ 
de  tranfpofer  le  premier  membre  de  la  transformée  des  de- 
;re2  impairs  dans  le  fécond ^&  zéro  qui  eft  dans  le  fécond^ 
[ans  le  premier  j  ce  qui  fè  fait  en  changeant  les  fignes  de  tous 
les  termes. 


SECTION     IV. 

oh  Von  explique  plufieurs  ufages  des  transfirmationt 
qui  fervent  À  préparer  les  équations  compo/ees, 

PROBLEME     IL 

41.   OTER  le  fécond  terme  £une  équation  compofée  y  c' eft~k-dire  ^ 
la  tfan^trmer  en  une  autre  qui  ri  ait  f as  de  fécond  terme. 

IL  faut  fuppofër  Tinconnue  x  de  la propofée ,  égale  à  une 
nouvelle  inconnue  jp^  plus  ou  moins  le  coëfîcientdu  fecon^ 
terme  de  la  propofée ,  divifé  par  le  nombre  qui  exprime  V 
degré  de  Téquation  propofée  ^  c'cÉ-â-dire  nar  1 ,  U  elle  e{ 
du  fécond  degré  5  par  3 ,  fi  elle  eft  du  troifféme  j  plus ,  fi  le 
iecond  terme  de  la  propofée  a  le  figne  -^  j  Se  moins  ^  s'il  a 
le  figne  -f. 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x^  &  fès  puiflànces,  à'ia 
place  de  x  âc  de  fes  puifiànces ,  dans  la  propofée  j  &  Ton 
aura  là  transformée  ^  où  le  fécond  terme  manque. 

Exemple      L 

POun  ôtcr  lefeçofid.  terme  de  xx— irx-^^wsc^^  on  (ai^ 
j^fera  x  ip^^^y  -tf*  7  i  oa  fubftituera  dans  la  propofée  ^Hf*  ?»  & 
ion  quatre  »  à  la  place  de  x>  xx> 


'  j 


•  .  *       î 

:&  l'on  tf  otivera  cette  yy     *  —  ^ 

xraftsfortnées  qui  n'a      :  •       -h^  f^ 

4>»  de^&CD&d  terme; 
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K    £     M    A    K    Q    U    ï. 

Toutes  les  équations  du  fécond  degré  peuvent  être 
rcfblues  par  ce  Problème  j  car  par  tranfpofitîon ,  Ton  aurat 
yy  =ssr^  — Pi  ^  tirant  la  racine  quarrce  de  chaque  membre 

on  aura^s=  Vj  —  pi  &  fubftituant  cette  valeur  dey  dan* 

X  =y  4*  7  y  Ton  aura  x  =  f  -H  V'^  — /,  qui  eft  une  racine 
de  la  propofée. 

Exemple      II 

JPOuB»  ôter  le  fécond  terme  de  x:'-h  nxx^ — fx  — ^'«^o-, 
6n  fuppofera  x  =ïj^  —  -"  j.  on  fubftituera  dans  la  propofôç 
y  — fy  &  fes  puiflances  à  la  place  de  x  &  de  ks  puiflances , 


nxx^sss     ^nyy — ^  h-   ^ 

•H   ^ 


— /x   SI                   — //     -H 
—  f      =  ~f- 

Ton  trouvera  cette  j  r    •*"  17=  ^  >• 

transformée ,  qui  n*a.  — ^^^^     ■+■  t 

pas  de  fécond  terme^  — -^^ 

■ 

:  Si  Toii^  trouve  la.  valeur  de  ^  dans  la  transformée  ^  en  la 
fubfUtuant  dans  x  =j^ —  f ,  Ton  aura  la  valeur  de  x  },c'efk. 
â-'dire^  Ton  aura  une  racine  de  la  propofée. 

La  démonflration  de  ce  Problème  eft  évidente,  fi  l'on 
£iit  attention  dans  le  dernier  exemple  ^  que  le  fécond  terme 
de  la^  eroifiéme  puifTance  de  y  — f,  eft — nyyi  que  h-  nxx 
donne,  après  la  fubflitutfon ,  ^nyyy,&c.  que  ces  deux  gran- 
deurs font  feules  le  fécond  terme  ae  ïa  transformée^  &  qu'elles 
£e  détruifént  toujours  pr  des  fignes  contraires ,  parceque  Ton 
fiippofe  toujours  x=:^y — -f ,  quand  il  y  a.  dans  la  propofée 
•t-nxxj  &  xsss^y^jy  quand  il  y  a  dans  la  propofée  -—iixx- 

Il  efl  facile  d'appliquer  ce  raifonnement  aux  équations  de 
tous  les  degrez.     • 

Si  on  veut  le  voir  fur  ua  exemple  eenerar,  on  fé  férvirar 
de  x^  +;  nx'^^^  pour  repréfénter  les  deux  premiers  termes 
des  équations  de  tous  les  degrez  :  Il  fuffit  de  coaiTderer  les- 
deux  premiers  termes  dans  ce  Problème  im  fera  égal  à  x 

danf^ 
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ésitisles  éqoatiotis  du  fécond  degré  ^  m  fera  égal  à  3  dans 
celles  du  troificme  degré  ^  &c.  En  iuppofanc  x  k^  jp  1  ^ 
les  deux  premiers  cetmes  de^  j^  ^,  élevée  à  la  puiflance  m^ 
feront  y""  Jj!  n/"^^  j  ±  «jf"-',  fera  égal  i  ■+;  ny^\  &c.  Il  eft 
évident  que  Ijl  «f""'  +;  H)^"""',  qui  font  les  (èules  grandeurs 
.qui  font  le  fécond  terme  de  la  transformée ,  fe  cétruifènt 
par  des  fignes  contraires. 

Remakq^ue. 

JOn  peut  au/fi  ôter  le  fécond  terme  d'une  équation,  en  /up^ 
pofànt,  pour  les  équations  du  fécond  degré,  xsss^  — y^ 
quand  le  fécond  terme  de  la  propofée  a  — ,  &en  fuppofanc 
xssi^-^l  -^y  y  quand  le  fécond  terme  a  -h  }  en  fuppoÊinc 
pour  le  troî(ïcme  degré  x  =  -f  "^^Jfy  quand  le  fécond  terme 
de  la  propofée  a — ,  &  x  =  — f — y^  quand  ila^,  &€• 

&  faifant  enfuite  la  fubflitution. 

• 

On  peut  encore  ôter  le  fécond  terme  d'une  équation,  en 
fuppofant ,  pour  le  fécond  degré ,  x  =  7  —  f  ,  quand  le 
fécond  terme  de  la  propofée  a  -4-  ^  en  fuppofant  x  =  ^  -h  f , 
quand  il  a  -—  )  en  fuppofant  pour  le  troifîéme  degré  x^=zZ 
— .  f ,  quand  le  fécond  terpne  de  la  propofée  a  h-  ,  &  x 
ss^  f  «H  f ,  quand  il  a-».,  &c.  &  faifant  enfuite  la  fubflitution. 

Quand  on  aura*  trouvé  la  valeur  de^  dans  la  transfor- 
mée ,  en  la  fubflituant  dans  Téquàtion  fimple  fuppofee  x  :a^ 
^^yy  &c.  ou  X  SB  ^  —  f ,  &c.  on  aura  la  valeur  de  x. 

Si  le  premier  terme  de  Téquation  avoit  un  coëficient  dif- 
ferent  de  l'unité ,  comme  dans  Téquarion  ax^  —  nxx  -4-  f^t 
— f =0,  on  pourroit  en  ^îrc  évanouir  le  fécond  terme,  en 
luppo&nt  X  s=s  ^  -I-  ^ ,  car  on  auroit 


44//  )44  J  9d€ 
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nxx 


Z  ^  /         1744  —  ^* 

^^  4  y  ^^  34r 

.TU      ^ 
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Cecte  transformée  n'a  pas  4e  fécond  terme  )  middpUattt 
toutes  les  grandeurs  par  aa^  on  auroit 

^ans  laquelle  le  premier  terme  n'a  pas  d'autre  coëficienè 
que  Tunicé. 

Si  Péquacîon  ëtoit  du  fécond  degré  comme  axx  — .«x^-^ 
Bs=  G ^  il  faudroic  fuppofer  x^s=s^^^^. 

Si  elle  étoit  du  quatrième,  comme  ax^^'^ iijtf^«i-&c,  llfaii* 
droit  fuppofer  x  »»  ^  -f-  ^ }  Se  aînfî  Ats  autres. 

PROBLEME    IIL 

^ROWBK  far  Analyfe  quelle  doit  être  la  grandeur  propre 
à  bter  le  fécond  terme  £une  équation,  par  exemple  de  x^^  nxx 
H-px — q^=5t:o. 

Jf  E  fuppofe  que  cette  grandeur  inconnue  eft  x^  ainfi  je  fup« 
pofè  x=zy~^s^j  lorfque  le  fécond  terme  de  la  propofée  a  -»-^ 
icxî=5v-hi^3  lorfqull  a — :Je  fubftitue;^-«ji;^&  ks  puiflan^ 
ces  ^  à  la  place  de  x  &  de  fies  puiffances 

^  -^-nxx  =*s    -i^nyy — m^y^^nx.x^ 

^px    =t  ^py    ^pz^ 


&  je  trouve  cette    ^  nyy  ^^xnzy^  nxg^ 
transformée.  '^  py    —M 

^q 

Te  fuppofe  fon  fécond  terme  —  ixyy  -h  ji^  =:=:  o ,  ce  qui  me 
donne  n=^^z^^lCy^=x^*^  cela  me  feit  voir  que  j  eft  la  gran- 
deur ,  qui  étant  fubftituée  dans  x  =:^  -^z^^iXz  place  de  j^, 
me  donnera  x  5=^  -^^,  qui  eft  propre  â  faire  évanouir  le 
fécond  terme ,  en  fubftituanc  y—^êcits  puiflançes  dans  1a 
propofée  à  la  place  de  x  &  de  Tes  puiilances. 

Pour  réfoudre  le  Problême  d'une  manière  générale ,  on 
fuppofèra  que  x"  H^  »x"*~^  reprcfentent  les  deux  premiers 
termes  dé  toutes  les  équations ,  m  ==2  dans  le  fecond  degré , 
i»=s3  dans  le  trolflbme»  &c,  Onfùppofera  xs=^/Hh^)^ 


A       a> 


X* 


i 

J 
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m. 


Von  aura  Tes  deux  premiers  termes  de  x  s=ay  !^  x;^^ 
kpuiflànce»,     x"^/"  ^Lmxf-'l  Sc<u 

î*on  aura  auflî  H- »«*-'«& -t- «•■"-'.   &c- 


élevez  à» 


'• 


L'on  aura  auffi  ±nx'^'"^^'±;ny^'-\  &c. 
L'on  /uppofera  le  fécond  terme  de  la  transformée  Ijp  m^jT^^ 
^  jy"-»  s=  o ,  &  l'on  aura  HH  jj^=  ^;:  -£  j  ce  qui  fait  voir 
que  pour  ôter  le  fecond  terme,  il  faut  fuppdfer  x^tn/  ^  5, 
&  faire  enfuice  la  fubftitation. 

COLOLLAIRE      l. 

4&»  S I  ^*^^  youloit  faire  évanouir  le  troifiéme  terme  de  la  prou 

}')ofce  X  -H  nxx  -4-^x  —  ^  =«  o ,  &  non  pas  le  fècond  j  on  fe 
ertiroit  de  la  même  méthode ,  8c  l'on  fuppofèroit  le  troî* 
fiéme  terme  de  la  transformée  ^s^  —  x»;g^  «h£^  =  o  j  cô 
qui  donneroit  Téquatîon  du  fécond  degré  s^ —  ^  nz^-^  jf 
zss  o ,  laquelle  étant  réfolue  y  donneroit  la  valeur  de  ^«^  ^  9 
.  ^  ^^nn-^jp.  Subftîtuant  cette  valeur  de  i^dans  x  sssy — tç^ 
l'on  auroit  x^r^sy — \n — v^}«» — f/.  Subftitoant  ceçte  va^ 
'  leur  de  X  &  fes  puiûances  dans  la  propofée ,  à  la  place  de  x  £ç 
de  fès  puiflànces ,  on  auroit  une  transformée,  qui  n'auroitpas 
4e  trrafiéme  terme. 

R.   B  M   ▲   R   Q^V   B. 

43-  C^TTB  méthode  ne  peut  pas  fervîr  â  faire  évanouir  lé 
quatrième  terme,  ni  les  autres  fui  vans,  parceque  réquâtiôd 
qu'elle  donneroit  pour  faire  trouver  la  valeur  de  s;^  propre 
à  faire  évanouir  le  quatrième  terme,  feroit  du  troifîéme  de* 
gré  i  celle  qu'elle  donneroit  pour  faire  trouver  la  valeur  de  i^ 
propre  à  faire  évanouir  le  cinquième  terme ,  feroit  du  qua^ 
criéme  degré  )  &  ainfi  de  fuite  t  Et  l'on  n'enièignera  que  dans 
la  £iiee  la  manière  de  réfbudre  ces  équations. 

Çû&.OXtAt&E       IL 

Ld  A  même  méthode  peut  encore  (èrvir  à  faire  en  forte  que 
le  coëficient  du  fecond  terme ,  ou  celui  du  troifiéme  terme; 
4e  ht  propofée,  foit  une  grandeur  donnée  ^r^  en  fuppofant 
le  coëiicienc  àxL  'iêcond  terme  d^  la  transformée ,  qui  eSb 
^^yf(ji^n*aeza,  ou  bien  celœ  du  troifiéme  terme,  qui  eft 

Il  £uit  enfiq^e  trouver  la  valeur  de  ^^dans  Tune  ou  l'autre 
de  ces  deux  équations  ^  &  fubftituer  cette  valeur  de  K^vriic 

Mij 


/ 


^1  Analyse     demonthe^e. 

dans  la  première ,  (i  Ton  veut  qile  a  fait  le  coëficient  du  ie« 
cond  terme  -,  &  prife  clans  la  féconde^  fi  Ton  veut  que  a  fbiç 
le  coëficient  du  troificme  terme  :  il  faut ,  dis- je ,  iubftituet 
cette  valeur  de  j!;^dan$  rcquation  Ar=^— j?;^  &  enfuite  fut. 
ftituer  cette  valeur  de  x  dans  la  propofée }  &  Ton  aura  une 
transformée  qui  aura  la  grandeur  a  pour  coëficieac  de  fou 
fécond  ^  ou  bien  de  fon  troifiéme  terme. 

PR  O  B  L  ÉME     IV. 

4+*  LORSQV  E  tous  les  termes  moyens  y  ou  feulement  quelques^ 
uns  manquent  dans  une  équation  ^  comme  dans  x^  —  q  =s  o  ^  on 
X* —  nxx  —  q  s=  o ,  /^  transformer  en  une  autre ^  oà  Une  manqué 
aucun  terme  y  ^  quifoit  mèmcyfi^on  veut ^f  lus  élevée  d*un  dey-è. 

1 L  faut  fuppofer  x==^ —  ou  «4-^;  la  lettre  a  marque  une 
grandeur  connue  telle  qu*on  voudra.  Il  faut  fubftituer j^  — « 
ou-f-<^,  à  la  place  de  x  dans  la  propofée,  &:  Ton  aura  une 
transformée  qui  aura  tous  fes  termes. 

Si  Ton  veut  que  la  transformée  foit  plus  élevée  d'un  degré 
que  la  propofée,  on  multipliera  la  propofée  par  x^  &  Toif 
iubftituera  dans  x^  -^qx^^o^y  —  ou  -i-  ^  ^  à  la  place  de  x  > 
&  la  quatrième  puiHance  de  ^  < —  ou  -f-  ^^  à  la  place  dt  x^  i 
^  Ton  aur;a  la  transformée  qu'on  demande. 

PROBLÈME     V. 

45.  ^^IJANJ^  une  équation  compofée  contient  des,  racines  nigati' 
ves  j  ou  feules  ^  ou  mêlées  avec  des  fofitives^  la  transformer  en  une 
autre  qui  riait  que  des  racines  pîfitives  3  âefl-àMre  y  quand  tôsui 
les  termes  £une  équation  compofée  ri  ont  pis  alternativement  -+%. 
ér  —^yl^  transformer  en  une  aufre.y  dont  tons  Ifis  termes  ayent 
alternativement-^^ — . 

P  R  £  M  I  £  R     Cas. 

o  I  tous  les  termes  de  la  propofée  ont-i- ,  en,  changeant  tous 
les  fieneç  des  termes  pairs,  c'eft-à^ire  du  fécond,  quatriè- 
me, fixiéme,8cc.Jans  toucher  aux  autres,  tous  les  termesrau* 
ront  alternativement  H- & — ,  &  toutes  les  racines  qui  étoient 
30,  négatives  feront  changées  en  pofirives.^  Ce  cas  n'a  aucune 
difficulté.  ,      . 
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Second      Cas. 

S'il'  j  a  des  racines  po(îdves&  négatives  dans  la  propofée  ; 
on  prendra  le  plus  grand  coëficienc  négatif,  &  après  l'avoir 
rendu  pofitif ,  on  lui  ajoutera  Tunité ,  &  Ton  fuppofera  ce 
coëficienc  plus  Tunîté ,  confîderé  comme  une  feule  grandeur, 
moins  une  nouvelle  inconnue^^  ^  égal  à  Tinconnue  x  de  la 
propofée. 

.  On  fubftituera  dans  la  propofée  cette  valeur  de  Xy  &  fes^ 
puiflances ,  à  la  place  de  x  &  de  ks  puiflances  j  &  Ton  trou- 
vera  une  transformée,  dont  tous  les  termes  auront  alternatif 
vement  ^-  &  — . 

Exemple     L 

.P  O  u  R  trouver  la  transformée  de  xx  -—  ix —  3  ==  o ,  qui 
ait  les  {ignés  alternatifs  -«-  &  — ,  on  prendra  le  plus  grand 
coëfîcient  négatif «--*  }  de  la  propofée ,  &  après  Tavoir  renda 

5>oficif ,  on  lui  ajoutera  Tunité  y  &:  Ton  aura  -4-  4  $  on  fuppo- 
èra  4  — y  sss  x  ;  on  fubflituera  4  — y^  &  le  quarré  de  4  —  y 
dans  la  propofée ,  à  la  place  de  x ,  &  de  xx  >  &  Ton  aura  la 
transforrhée  o  ss  ^^^^y  ^yy^  ^^^^  laquelle  les  fîgnes  -h 
&  —  font  alternatifs. 

Exemple      IL 

5  O I T  la  propofée  x —  ixx^  3X-4- ^  =so  j  pour  la  trans.' 
former  en  une  autre ,  dont  tous  les  termes  ayent  alternative- 
ment-4- &  — ,  on  prendra  le  plus  grand  coëfîcient  négatif 
—  1)  qu'on  rendra  pofîtif  ^  on  lui  ajoutera  Punité,  Se  Tpn 
aura  -1*  3 .  On  fuppofera  3  — y  =5=:x,  &  op  fubftituera  3  — y 
dans  la  propofée ,  à  la  place  de  x^ 

x'     =  -f.  17—  27;^  -H  ^yy  —.y 

H-3X    «^9    —  3j^    . 

6  l*oû  trouvera  "*"  ^      =  h-  6 ^_ 
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la  transformée  j      o  =      -♦-24  —  1 8y  -*•  'jyy  —  / . 
S(  par  tranfpolîtion  Ton  aura  y  —  7>y  ^  1 8^  —  ^4  =  0,  où 
tous  les  termes  ont  alternativement  -4^  &  — .  Quand  on 
aura  la  valeur  dejf ,  en  la  fubftituant  dans  3  — y  =  x ,  on 
aura  celle  de  x. 

M  iîj 
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94  Analyse     dxmo  n  t  k  e'e; 

Prèfaratim  four  la  démonfiratian. 

POuK  rendre  la  démonftration  plus  facile,  on  prendra 
un  exemple  feulement  du  troifiéme  degré  \  &  Ton  pourra 
appliquer  â  cous  les  degrez  ce  que  Ton  dira  du  troifiéme. 

On  le  prendra  Algébrique,  c*eft-à-dire  littéral ,  pour  ren- 
dre la  démîonftration  générale.  Enfin  on  fuppofera  tous  les 
coëficiens  négatifs  ^  la  démonftration  de  ce  cas  contenant 
celle  de  tous  les  autres  j  &  Ton  fuppofera  premièrement  que 
le  coëficient  du  fécond  terme  eft  le  plus  grand  ^  enfuite  que 
c^eft  le  coëficient  du  troifiéme ,  &  ainfi  de  fuite ,  afin  qu'on 
puifiè  voir  tous  les  cas  dans  un  fèul  exemple. 

Soit  Téquation  x^ — nxx — px—q^=zo^ qu*îl  faut  crans^ 
former  en  une  autre,  donc  tous  les  termes  ayent  alternatif 
vement-f-& — .  . 
I  ^.  Soit — »  le  plus  grand  coëficient  négatif  ;  rayant  rendu 

pofitif,  &  augmenté  de  Tunité ,  Ton  aura  n^i.  On  regarde 
n^i  comme  une  feule  grandeur^  &  c^eft  ce  qu'on  marque 
par  la  ligne  qui  eft  fur  »*4- 1.  Il  faut  fuppofer  n^  i  -^y^zx^ 
6l  par  la  fubftitution ,  on  trouvera  la  transformée  foivante  ^ 


m^nxx=:^^    0X11-4-1    «H  1»X  J|-|-I/<-^l8XJJ 
— /X    =s—    /^X»-ft-I    -4-^   XJf 

1^  Soit—  p  le  plus  grand  coëficient  négatif-,  ainfi  il  faut 
fappofèr  ^  «H  I  — y  bs  x^  &  par  la  fubftitution  on  crouvera 

la  transformée  foivante , 

I  ■  %  - 

—  «XXassr— «x£Hhi  -H  i»X^-4- I  /  — »  xjy 
•— /X    ==— /x^-t-I    -H/XJf 

30.  Soit  -— ^  le  plus  grand  coëficient  négatif,  il  fiiut  fiipJ 

pofer  qlhï — y^=^^y  &  par  la  fubftitution  on  tronvcnt idt 
tyansfoitnée  fuivante. 


x' 


•lUrxaas—   nxf^l    «««MX  jf-h  I  y  mmmnxjy 
fX    as=:—  ^x^-+-I    •♦■/Xjr 
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-LiviiE     III.  9j 

Il  faut  démontrer  que  dans  les  iMls  fuppoficions  précéden- 
tes^ les  termçs  de  la  transformée  ont  alternativement -4-  & — j 
il  fufiîra.de  le  démontrer  dans  la  feule  première  fuppofîcion , 
jovi — neftfuppofé  le  plus  grand  coëficientnégatifyla  même  dé^ 

inonflration  pouvant  aifément  être  appliquée  aux  deux  autres«^ 

« 

Dèmêfifiration  du  cinquième  Problème. 

I L  efl:  évident  que  tous  les  termes  delà  plus  haute  puiilance 
de  «H-7  — y  y  ont  alternativement  -1-  &  — .  C?eft  la  même 
chofe  des  autres  puiflànces  de  «hTI  — y^  mais  il  fufHt  ,de 
faire  attention  aux  termes  de  la  plus  haute  puiilànce. 
Il  eft  de  même  évident  que  chaque  terme  de  la  plus  haute 

puiilance  de  »  h-  i  — y^  fait  une  partie  du  terme  correfpon- 
dant  de  la  transformée  5  c'eft-à-dire  le  terme  tout  connu  de 
la  plus  haute  puiflance  de  «-4-1  — jr^fait  une  panie  du  terme 
tout  ^onnu  de  la  transformée  ,  le  terme  de  la  plus  haute 

puiilance  de  n-^i  — jf,  qui  contient^  linéaire ,  fait  une  par^ 
tie  du  terme  dé  la  transformée  ^  où  y  éil  linéaire  j  &  ainii 
des  autres.  Or  chaque  terme  de  la  plus  haute  puiflance  de 

«HhT  — y ,  eft  lui  feul  plus  grand  que  les  autres  grandeurs 
du  même  terme'  de  la  transformée,  qui  pourroient  avoir 
des  iîgnes  contraires  à  fdn  iigne ,  comme  on  le  va  démon^ 
erer.  Par  confequent  chaque  terme  de  la  transformée  a  le 
même  figne  que  le  terme  de  la  plus  haute  puiilance  de  n^i 
— y^  qui  fè  trouve  dans  ce  même  terme  ae  la  transformée* 

Car^  i^  dans  le  terme  tout  connu  de  la  transformée,  n-^i 
furpaifê  les  autres  grandeurs  qui  ont  un  fîgne  contraire  dan$ 
le  même  terme  5  ce  qu*on  verra  clairement  en  remarquant 
que  «-f-x' ss «hT? X n-k-i' y  d'où  ôtant  — nx  «hTT*,  il  eft 
évident  que  je  refte  ne  fçauroît  être  moindre  que  h-  «  ^  i* 
«=«-H  I  X  «hHTj  d'où  ôtant  — p  x  s-hi,  le  refte  ne  fçauroit 
être  moindre  que  -i-  «HhT»  puifque  f  eft  fuppofé  moindre 
que  n  i  ôtant  de  ce  refte  poncif  la  grandeur  —  q^  qui  eft 
moindre  que  n»  il  eft  évident  qu'il  y  aura  un  refte  poiîtif 

xo.  Dans  le  terme  fuivant ,  on  verra  de  même  que  —  j 
X  «  -4- 1  jr,  furpailè  les  autres  grandeurs  -4-  m  xi^iy^^f  xy^ 
qui  ont  des  fignes  contraires ,  en  concevant  —  3  x  n^i jr 


3  xfi-+-i  Ks-(-i/»carenôtant4-aiix  0^1/ de «^3 
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9^  A  y  A  L  Y  s  A     DEMONTILE*E. 

X  «Tl  X  «  +•  I  /j  il  eft  clair  que  le  refte  ne  fçâuroit  être 
moindre  que  — »-i-i  y,  d'où  ôtant  -4- /  x^  3  il  doit  refter 
une  grandeur  négative ,  p  étant  fuppofé  moindre  que». 

30.  Il  eft;  évident  que  dans  le  terme  fuivant,  -»-  5  xn-^iyy 
furpaiïe  — nxyy  ^  Donc  chaque  terme  de  la  plus  haute  puiu 
iance  de  »  -h  i  — -y^  furpafle  les  autres  grandeurs  du  même 
terme  de  la  transformée ,  qui  ont  des  fignes  contraires  ^  ainfi 
les  termes  de  la  transformée  ont  les  mêmes  fignes  qu'ont 
les  termes  de  la  plus  haute  puiflance  de^^-i  — y  5  par  con- 
fèquent  tous  les  termes  de  la  plus  haute  puiflance  de  JTw 
i— ^3  ayant  alternativement  h-  &  — ,  tous  les  termes  de  la 
transformée  ont  les  mêmes  fignes  alternatifs  -i-  &  -— •  Ce 
qu'il  faloit  démontrer. 

Il  efl  évident  que  ce  fera  la  même  démonflration ,  fi  — p 
eft  le  plus  grand  coëfîcient  négatif,  ou  fi  c'eft — ^jêc  qu'elle 
peut  de  plus  s'appliquer  aux  équations  de  tous  les  degiez. 

COHOLLAIILES. 

I. 

1 L  eft  clair  que  tous  les  termes  de  chaque  puiflance  dQn^i 
-—y ,  ayant  alternativement  «h  &  — ,  les  coëficiens  pofîtifs 
qui  les  multiplient  3  ne  changent  point  cette  alternative  dans 
les  termes  de  la  transformée ,  il  n'y  a  que  les  négatifs  ^  ainft 
Iqs  ayant  fuppofèz  tous  négatifs,  la  démonftration  convient 
d  tous  les  cas. 

IL. 

4^,       Dans  la  fuppofition  de  »  -f- 1  — y  sa  x  ^  la  fubftîtution 

de  n-f- 1  — y^  à  la  place  de  x  dans  la  propofée ,  change  toutes 
*4o.  les  racines  delà  propofée j  *  les  négatives  deviennent  pofî- 
tives  dans  la  transformée ,  &  elles  font  même  augmentées 
chacune  de  la  grandeur  n-^  i  j  les  pofitives  de  la  propofée 
deviennent  négatives  dans  la  transformée ,  mais  elles  font 
diminuées  de  la  grandeur  pofîtive  n^i  ^  &  elles  en  font  teL 
lement  diminuées ,  qu'il  y  a  du  furplus  pofitif  fur  chacune, 
qui  les  rend  encore  pofitives  dans  la  transformée  ^  puifque 
toutes  les  racines  en  font  pofitives ,  tous  les  termes  ayant 
alternativement  -1-  &  — , 

ÏII. 
47.       D'où  il  fuit,  que  puifqu'il  y  a  du  furplus  du  plus  erand 

cocncient 
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coëfîcîent  négatif  augmenté  de  l^unité  fur  chaque  racine  po- 
•ficive  de  la  propoféè,  il  faut  que  le  plus  grand  coëficient  né- 
.gatif  de  la  propofce ,  rendu  pofîtif  &  augmente  de  Tunité , 
lurpaâè  toutes  les  racines  poiîtives  de  la  propofée. 

^  IV. 

48.,  Sî  on  vouloir  trouver  une  grandeur  qui  furpafsât  auffi  tou- 
tes les  racines  négatives  de  la  propofée ,  il.  n*y  auroit  qu*â 
changer  les  fîgnes  de  tous  les  termes  pairs  ^  du  fécond ,  du 
quatrième,  &c.  &  alors  toutes  les  racines  négatives  étant 
devenues  pofitîves  par  ce  changement,  le  plus  grand  coëfi- 
cient  négatif  de  l'équation  ainfi  changée^,  étant  rendu  pofî- 
tif, &  augmenté  de  Tunité,  furpafïèroît  toutes  les  racinespo» 
lîtives  de  Inéquation  changée,  c^eft-à-dire  toutes  les  racines 
/légatives  de  la  propofce. 

Si  le  premier  terme  d'une  équation  avoir  un*  coëficient 
différent  de  Tunitc ,  comme  ix* —  txx  -»r  5X  ^^  6  ==  o,  il 
faudroiç  divifer  le  plus  grand  coëficient  négatif —  1 ,  rendu 
pofîtif  H-  1 ,  par  h  coëficient  du  premier  terme  qui  eft  2 ,  & 
ajouter  Punité  au  quotient  i ,  ce  qui  fait  i ,  &  fuppofer  2  — y 
=  X.  Il  faudroît  enfuite  fiibftituer  2  — y ,  &.  les  puiflances 
de  1  — y^  à  la  place  de  x  &  des  puiflances  de  Xj  dans  la  pro^ 
f  ofée,  &  Ton  auroit  la  transformée  ly  —  1  oyy  -4- 155)'  -—  10 
=  03  dont  les  termes  ont  alternativement  -f-  &  — . 

La  démonftration  eft  la  même  que  la  précedênre  j  car 
fuppofant  que  la  propofée  eft  ax^  —  nxx  — px  —  ^  =  o ,  & 
^  que  fij  par  exemple,  eft  le  plus  grand  coëficient  négatif,  il 
faut  fuppofer  Î^-H  i  — y=TXy  ou,  ce  qui  eft  là  même  chofe, 
~  — y  =  X  5  &  fubftituant  ^  -^y  à  là  place  de  x  dans  la 
jropofée,  on  trouvera  la  transformée  fîiivante,. 


.'    «^.      »_      n^M         3X'»-4-4i 


ax    =  -V-    z^      — *^^ZL-:j/-4- 3  X  »-4-4  xj^  —  ay 


—  «xx= —    »xij^-  H-  ^""^^ y-^nyy 
^px    =— ^X"-±^  ^  fy 

&  Pon  démontrera,  comme  Ton  a  fait  ci-defliis,  que  les 
^;ermes  de  cette  transformée  ont. alternativement  -h  &  -7% 
Tome  L  N 


PROBLEME     VL 

49.  Transformer  une  iquattân  en  Me^  antre  qui  aie  ces 
deux  conditions  5  i^.  Que  le  ceèficient  dm  troifieme  terme  furpaffh 
le  quarré  de  la  moitié  du  coeficient  du  fécond  terme.  i<>.  Que  tous 
les  termes  ayent  alternativement  -4-  ^  — • 

]M-  Dhscautes  fc  fcrt  de  ce  Problême  pour  préparer  une 

équation  du  fîxîcme  degfc  à  être  conftruitepar  la  Géométrie. 

Soit  rëquation  propofée  x^  —  »x'  —  f)t  —  qx^  —  rxA. 

Pour  trouver  par  Analyfe  la  grandeur  propre  â  former  la 
transformée  qu'on  cherche,  foit  cette  grandeur  égale  à  Tin- 

déterminée  t^ 

Il  faut  fuppofcr  %^ — y  =r  x ^  &  fobftituer  dans  la  propô* 
fée ,  f^  — y  &  ^ts  puiflances  à  la  place  de  x  &  de  î^s  puiflao? 
CCS ,  &  Ton  trouvera  la  transformée  fuivaate , 


—  j*^  =55  ~  jrz'  -H  jsMj^  —  îîg»  +•  «y 

—  w*cs5  —  fz:c  +  irzjf  —  rjy 


Il  faut  prendre  la  moîtîé  du  coeficient  du  fécond  terme 
de  cette  transformée  j  cette  moitié  eft  —  3 1^-^  ~  »  >  &  ôter 
le  quarré  de  cette  moitié,  qui  eft  9;?;?;^ — 3«i^-+-^»»du  cocfL 
cîent  du  troîfiémc  terme,  qui  eft-h  i  \f^ —  5»^ — fh  & l*on 
aura  le  refte  -♦*  6^2;^ —  xnt^ —  \nn  — f:  afin  que  ce  refte 
foit  pofitîf ,  il  faut  que  -4-  <2;^furpafle  —  i»;^ —  \  nn  — f. 

Pour  trouver  la^^^aleurMe  t^  qui  foit  telle  que  -♦-  6^2;^ fui*-, 
paflc  —  mz^ —  -^  nn  —  ^ ,  il  èiut  .auparavant  trouver  une 
valeur  de  5;^qai  foit  telle,  que  -h  6iy;^xoic  éçale  à  mz^-^  ^  nn 
-H/^  en  feignant  cette  équation  -4-  6zx^^=^  inx^^^nn^p^ 
^ui  donne  6«y^— ^  im(a:  1  m  -h^.  Divîfant  chaque  membre 
par  6,  Tonaurai^i^— j-«^=^»«-4-^/*  Ajoutant  à  chaque 
membre  ^  »»,  qui  eft  le  quarré  de  la  moitié  du  coeficient, 
|-  »  du  fécond  terme ,  l'on  aura  zji —  t«^-*-  r  «^  ==  tt,*^ 
"*•  i/3  dont  le  I"  membre  eft  un  quarré  qui  a  pour  fa  raciot 
^_«  ^m  awfi  tirant  la  racine  «pairée  de  chaque  membr^ 
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on  AVLtSL  xc^ { n^ssiV^^nn-^^f^ic par  cranrpofîtîon xj^^ n 
-l-V/i»«-+-^/î  ce  qui  fait  voir  qu*en-  fuppoiant\5Œ-i« 

•»-v^^«i-4--j^3  Ton  auroit  ^x^^s^s.  %n%^  \nn-^p. • 

.  Âinii  en  prenant  ji^^plas  gprande  que  -|  »'4^V^»»-f-^^j 
le  refte  du  coëficienc  du  troifiéme  terme  de  la  transformée , 
après  en  avoir  dcé  le  quarré  de  là  moitié  du  cojl^ient  du 
fécond  terme,  fera  poficif }  lequel  refte  eft  marqne  dans  là 
transformée  par-i-^jy;;—  xnx^ — \nn — p.  \Jon  a  donc  déjà 
accompli  une  des  conditions  du  Problême. 

Pour  accomplir  Tautre^  il  faut^  fi  la  valeur  de  i^  qu'on 
vient  de  trouver,  ne  furpafle  pas  le  plus  grand  coëficienc  né: 
gatif  de  la  propoféeau  moins  d'une  unité,  augmenter  cette 
valeur  jufqu'à  ce  que  cela  arrive  :  ce  qui  eft  pofiîble. 
'   Enfuite  après  avoir  mis  dans  3^— r^=sx^  la  valeur  de  x^ 

plus  grande  lo.  que  jn-^-y/ j^nn-^^jfs  x^.  plus  grande  au 

moins  d'une  unité  que  le  plus  grand-coëficient  négatif  de  la 
propofée ,  il  faut  fubftituer  cette  valeur  moins  / ,  à  la  place 
de  X  dans  la  propofée  j  &  Ton  trouvera  une  transformée , 
tlont,  lo.le  cocfîcient  du  troîfiéme  terme  forpaffera  le  quârré 
de  ta  moitié  du  coëfîcient  du  fécond  terme  j  x^.  dont  les  ter-^ 
mes  auront  alternativement  -f-  &  — •  Ce  qui  étoir  pxopofé. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de^  dans  la  transformée^ 
en  lafubftituantdans  ^— ^ssx  )  comme  auflila  valeur  de  s^.^ 
on  aura  la  valeur  de  l'inconnue  xi  c'eft-â^dire  on  aura  une 
racine  de  la  propofée. 

PROBLÈME     VIL 

50*  LOZSHV  E  le  fremier  urme  d^nne  équaHén  eompûpe  4;  un 
coeficient  différent  de  f  unité  ^  la  transformer  en  une  autre  dent  le 
premier  terme  rCait  ^c  Punite  pour  ceëficienf. 

PAr  exemple,  transformer  l'équation  ax^^^nxx  ^^px 
—  ^ = o ,  dont  le  premier  terme  a  te  coeficient  a^  en  une 
autre  dont  le  preniier  terme  n'ait  que  l'unicé  pour  coeficient. 
1^  Il  faut  luppofer  l'inconnue  x  de  la  propofée ,  égale  à 
une  autre  inconnue^,  divifée  par  le  coëficienc  a  du  premier 
terme  de  la  popoféej  &  l'on  aura  xtssz^.  z^.  Il  faut  fub- 
ifitner  ^  &  fes  puiflknce^,  daw  la  propofée ,  â  la  place  de  m 

N  i j 
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f5c  de  fes  puiflànces  ^  &  l'on  aura  la  transformée  lî?  —  î^ 

^  f^  —  ^  =:  o.  3<5.  Il  faut  ôter  Ires  fradions  de  cette  transfor- 

hiée,  &  divifer  tous  les  termes  par  a  y  &Von  aura  la  transJ 
formée  y  —  nyy  h-  afy  —  aaq  ==  o ,  dont  le  premier  terme 
n'a  pas  d'autre  cocficient  que  iHinité ,  &  <jui  eft  la  transfor* 
mée  qu'on  cherche. 

,  Si  Ton  trouve  la  valeur  de  y  dans  la  transformée,  en  la 
fubftituant  dans  a?  ==  ^  ^  on  aura  la  valeur  de  l'inconnue  ;tf 
de  la  propofée. 

Abrégé. 

Il  fuffit,  dans  la  pratique,  de  changer  Tînconnue  x  delà 
propofce  en  une  autre  y  ^  d'ôter  le  cocficiçnt  a  du  premier 
terme ,  &  de  multiplier  le  troifîéme  terme  par  le  cocficient  ay 
le  quatrième  par  le  qiiarrc  aa  de  ce  coëncient  3  le  cinquié-^. 
me  terme  par  le  cube  ^'  de  ce  cocficient  j  &  ainfi  de  fuite. 

^     PROBLEME     VIIL 

*  « 

5  ^*    ^yilRE  en  forte ^uf  le  coefixicntde quel  terme  on  voudra  (tune 
Situation  y  ^  même  y  fi  l'on  veut  y  le  dernier  terme  y  devienne  une 
candeur  connues  c'eft-à-dire,  transformer  F  équation  en  une  autre 
où  ula  Ce  trouve. 

1  O  u  R  le  chercher  par  Analyfë,  foît  la  grandeur  connue  a^ 
fbît  ^indéterminée  j^^  qui  reprcfente  la  quantité  propre  â 
faire  en  forte  que  le  coëficient  de  quel  terme  on  voudra  d*une 
équation ,  devienne  égal  à  ^  j  &  foit  l'équation  propofce ' 
AT*  —  Hxx -4-^x1—^  =  0. 

On  fuppofera  a;=:  ^j  on  fubftituera^à  la  place  de  x^ 
dans  la  propofécj  &ron  aura  la  transformée/* — nxyy  -^ftsy 

Si  c'eft  le  coëficient  du  fécond  terme  qu^on  veuille  rendre 
•égal  ii  a^on  fuppofera  nz^=^a  ;  ce  qui  donnera  zj==^^. 

Si  c'eft  le  cocficient  du  troifiéme  terme  qu'on  veuille  ren- 
dre égal  à  ^,  on  fuppofera  ^s;==^  j  ce  qui  donnera  zj=  y/  f. , 
.  Si  c'eft  le  dernier  terme,  on  fuppofera  qs^^  =a=^  j  ce  qui  don- , 
liera  ^x=p=  ^  ^,       . 

On  cJiahgera  riiiconnue  at  de  la  propofée  en  j^,  &  on- 
multipliera  le  fécond  terme  de  U  propofée  par  la  valeur  de  zj 
l^  troifiéme  par  le  quarré  de  cette  valeur ,  le  quatrième  par 
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lie  cjibc  de  cette  valeur,  &c.  &l'on  aura  la  transformée  qu'on 
cherche.  Ou  bien  on  fubftituerala  valeur  de  s;^dans  x  =  ^, 
&  la  fubftitution  de  cette  valeur  de  x  dans  la  propofée  l  à  la 
place  de  x,  donnera  la  transformée  qu*on  cherche.  Ou  bien 
enfin  on  fubftituera  la  valeur  de  ^dans  la  transformée  indé« 

terminée  y — n%yy  -^fx^y — ^j^  cs=  o  ^  &  Ton  aura  la  trans- 
formée qu'on  demande. 

.  Quand  on  connoîtra  la  valeur  de^  dans  la  transformée, 
en  la  fubfticuant  dans  x  =  ^ ,  comme  aufli  la  valeur  de  %^^ 
J'on  aura  la  valeur  de  x. 

PROBLÈME     IX. 

ï  ^  •   ^A I  RE  en  forte  dans  les  équations  numériques ,  que  Us  coejî^. 
ciens  des  termes  foient divifibîes par  tel  nombre qu* on  voudrai  C€ 

qui  eft  quelquefois  commode  four  faciliter  le  calcul  des  racines. 

•  -  -      • 

X  L  faut  multiplier  par  la  méthode  de  la  quatrième  trans* 
formation  ,  ^aque  racine  de  l'équation  proposée  ,  par  le 
nombre  ^  ou  par  le  produit  des  nombres  par  lefquels  on  veut 
que  les  cocficiensde  l'équation  fe  puiflènt  divifer  ;  6c  on  trou-» 
vera  la  transformée  qu'on  cherche. 

'  Par  exemple ,  iî  l*on  propofe  de  faire  en  forte  que  le  cocfi^ 
cîent  du  troLfîéme  terme  de  ^ —  14X  —  y  y  =  o,  devienne  di- 
vifible  par  1,  &  le  dernier  terme  par  3  ,  on  multipliera  cha- 
que racine  de  la  propoïce  par  6 ,  produit  de  1  par  3  j  c*eft-- 
à-dire,  après  avoir  changé  x  en  jf,  on  multipliera  le  troi-- 
iîéme  terme  par  3  6 ,  quarré  de  6  j  le  quatrième  par  216, 
cube  èi^  d'^iL  Ton  aura  la  transformée  jf —  yo^  —  11880 
s==Ko,  qui  a  les  <:ondidons  qu'on  demande, 

P  R  G  B  L  É  M  E    X. 

53,    Ot  ER  toutes  les  fraBions  d!une  équation  ^  dont  le  premier  termo 
rCa  pas  d^ autre  coeficient  que  t unité  ^  de  manière  que  le  premier 

Urme  de  la  transformée  n' ait  pas  auJlî£  autre  coeficient  quel*  unité. 

*  .  -  - 

l.L  faut  multiplier  toutes  les  racines  de  la  propofée  par  le 
dénominateut  de  la  fradion ,  s'il  n'y  en  a  qu'une ,  ou  par  le 
produit  de  tous  les  dénominateurs  des  fradions ,  s'il  y  en  â 
plufîeursj  &  l'on  aura  la  transformée  qu'on  demande. 

Niij 
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par  exemple,  pour  ôter  les  fraftions  de  at^ — Ë.xjr  +  & 
u-  1  =  0)  on  prendra  le  produit  ^^r  de  tous  les  dénomina- 
teurs des  fraûions,  &  on  fuppofera  xs=s=î-'J^î  on  fubfticuera 
^  dans  la  propofée ,  â  la  place  de  x  ;  &  après  avoir  ôté  les 
îraÛions,  on  trouvera  la  transformée  y  —  bcnyy  ^  aabccfy 
»-^^Wr^s=o  )  qui  n*a  point  de  fraâions^  &dont  le  premiet 
terme  n*a  pas  d*autre  coëficîent  que  Tunité. 
'  Quand  on  connoltra  la  valeur  de^^  en  ta  fubftituant  dans 
jc  «SB  ^)  à  la  pkce  de  j^^  on  aura  la  valeur  de  x. 

P-ROBLÉMEXL 

54*  LORSQJJ*! Z  y  a  des  incommenfuraHes  dans  les  coëficiens 
des  termes  £une  équation  ^  cùmme  dans  x^«—  xxv^n-^px— ^qVn 
staiOyles  ker  dans  flufieurs  cas. 

1 L  faut  multiplier  les  racines  de  la  propofée  par  la  eran* 

deor  incommenfurable  Vi»^  en  fuppofant  x  =  ^j^  ^  fie  fubftL 

tuant  eniuite  dans  la  propofëe  y^  ^  i  la  place  de  x^  oh  troiu 

irera  la  transformée  y  —  ^  -^  ^fy — «»f = o^  qui  n*a  plut 

d*incommenfurables. 

De  même  pour  ôter  les  incommenfurables  de  x^-^^x^^n» 

•*-  j^xx  ^n  •— 'f X  -+•  -^  =5=3  0 ,  il  faut  multiplier  les  racines  par 

*      v» 
yfn^çn  fuppolant  x sxs  i  j  &  fubftituant^  dans  la  propo- 

(ee^  à  la  place  de  x  j  on  trouvera  ta  transformée  y  — ny^ 

^npyy  --^nqy-Jhw^^o^  qui  n'a  plus  d'incommeniurables« 

Quand  on  connoitra  la  valeur  de^  dans  la  transformée^ 

on  trouvera  la  valeur  de  x>  en  fubftituant  la  valeur  dey, 

dans  X  =  ^^ ,  dans  le  premier  exemple  ^  &  daos  x  =*  ^ 
dans  le  fécond  exemple. 

Remarque  où  î^on.  difiinpte  les  cas  dans  lefquels  on  feut  hiet 

les  incormnenfur^hles  far  cettt  méthode. 

^  J>^*  O  N  ar  vâ^  que  pour  multiplier  les  racines  d'une  équation 
4*.rMi»i.  nar  une  grandeur  donnée,  qu'on  fîippofc  dans  ce  Problême 


•e  une'^mcoraraenfurabîe ,  il  falôît  mulriplier  fe  fécond 


terme  par  l'incômmenfurable  donnée  j  le  troifîéme  par 
quarrd}  le  quatrième  par  fa  troifîéme  puifl^nee  &  ainfî  de 
fuite. 
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'  D'où  il  ruic.<|tie  pour  ocer  l'incommcnfurable  v^«  de  l*ëqua- 
tîon ,  il  faut  que  V»  fe  trouve  au  fécond ,  quacriéme ,  fixîcmc 
terme  de  la  propofée  ^  &  qœ  ^n  ne  fe  trouve  point  dans  les 
autres  ternies. 

Pour  ôter  rinCommenfurable  ^n^  il/aut  que  ^nity  qnî  eft 
le  quarré  de  ^n  y  fe  trouve  au  fécond  terme  de  la  propofce  j 
que  ^n  fë  trouve  au  troîfîéme  terme  5  qu'il  n'y  ait  point  d'in- 
commenfurable  au  quatrième  terme  ^  que  ^nn  fe  trouve  au 
cinquième  terme ,  ^n  au  fîxiéme  5  &  qu'il  n'y  ait  point  d'in- 
commenfurablé  au  feptiéme  terme  j  &  ainfî  de  fuite. 

D'où  il  eft  facile  de  juger  comment  les  autres  incommen-. 
furables  y^»,  ^Uy  &c.  doivent  être  diftrîbuces  dans  les  ter- 
mes d'une  équation ,  afin  qu'on  les  puifTe  ôter  par  cette  mi^ 
thode. 

PROBLEME    XIL 

ï  5  •   F-^  /-R  M  évanouir  U  ptnuUiimi  terme  £nne  équation  x*-4-  px)c 
—  qx  -»-  r  =  o ,  ions  laquelle  le  fécond  Permê  eji  évanoui. 

1 L  faut  fuppofer  x  aa  ^  ^  &  fubftituer  f  dans  la  propofée  ^ 
â  la  place  de  ;ç  3  &  après  avoir  ôté  les  frayions ,  6c  divifé  les 
termes  par  r,  on  aura  la  transformée  jf* — qy^ ^fryy^r* 
=:  G ,  où  le  pénultième  qerme  eft  cvanoui. 

Quand  on  connoitra  la  valeur  de  y  dans  la  transfor^ 
mée  y  on  aura  la  valeur  de  x  ^  en  mettant  la  valeur  de  y  dans 

Remarq^ui. 

O  N  peut  mettre  dans  l'équation  fuppofée  x  =  -J ,  telle 
grandeur  connue  qu'on  voudra,  â  la  place  de  rh  mais  alors 
le  premier  terme  de  la  transformée  aura  un  coëficient ,  ou 
bien  la  transformée  aura  des  fraétions  :  Mais  en  mettant  le 
dernier  terme  tout  connu  r  dans  x  =  j  ^  la  transformée 
n'aura  pas  de  fraftîons ,  &  le  premier  terme  n'aura  pas  d'au- 
tre coëjfkient  que  l'unité. 

On  peut  par  la  même  méthode  y  quand  ce  n'eft  pas  le 
fécond  terme  qui  manque  dans  la  propofée,  mais  le  troifîé- 
me ,  ou  le  quatrième ,  &c.  faire  en  forte  que  le  terme  égale- 
ment éloigné  dli  dernier  terme ,  manquej  dans  la  transfor- 
mée. 
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Enfin  quand  le  pénultième  terme  manque  dans  la  propo- 
sée, on  peut  par  la  même  méthode  y  faire  en  force  que  le  fé- 
cond terme  Joie  évanoui  dans  k  transformée. 

Les  exemples  en  font  faciles  à  faire,  fans  qu'il  foie  ne*, 
ceŒure  d'en  prolonger  ce  Traité*. 


ANALYSE 
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ANALYSE    COMPOSEE, 

OU 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A  RESCWUDRE 

les  Problèmes  qui  fe  rëduifent  à  des  équations^ 

compofées. 

L  I  V  R  E     IV. 

r 

oh  Von  explique  U,  réfilution  des  équations  en  gene^ 
rai  y  c'efl-à-dire  de  tous  les  degrez^^  lorfque  leurs 
racines  fins  commenjurables  s  U  manière  de  réduire 
les  équations  compo/ees  au  plus  fimple  degré  ^  &  ce 
qui  regarde  les  équations  qui  ont  des  racines  égales. 


SECTION     I. 

Oà  l'on  explique  U  réfilution  des  équations  en  gêner aI^ 
lorjque  leurs  racines  fint  commenjurahles. 

PROBLEME     L 

J6.  T ROV^ER  les  racines  commenfurabUs  d'une  équation  conu 
fofée  numérique  ou  littérale  y  de  quelque  degré  qu^elle  puijfe  être 
dont  X£ro  eft  le  fécond  membre  ^  lorfque  fon  fremier  terme  n'apas 
£  autre  coéficient  que  t  unité  5  qtiil  n'y  a  dans  [es  termes  ni  fra^ 
fiions  y  ni  incommenfurahles  5  ér  ciue  tous  les  termes  font  homo^* 
nés  lorfque  Inéquation  eft  littérale. 

Méthode     Générale. 


• . 


j^.  Y  L  faut  trouver  tous  les  dlviièurs  du  dernier  terme,  dont 
J|[  Tunité  &  le  dernier  terme  lui-même,  font  toujours  du 
nombre ,  &  écrire  tqus  ces  diyifeurs  de  fuite  &  par  ordre  ^ 
Tome  I.  O 
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c'cft-âuUre^  les  plujs  iÎQipk^  les  pr^:roiii:r$.  %^.  14  £iuc  dîvifer 
l'cquation  propofëe  lucceflîvcmçnt  pw  i'ioconnue  linéaire 
de  l'équation  moios  chacun  4e  ces  cuvifeurs  du  dernier  ter^ 
me,  en  commençant  par  les  plus  fimples,  fuppofé  qu'on  con- 
noiile  par  les  fignes  qu'il  y  a  A^s  racines  poficives  dans  Té- 
quacioa.  Il  faut  enluite  la  divifer  fuccellivement  par  Tih- 
connue  linéaire  plus  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme , 
en  atlaat  par  ordre  des  piu5  fimpks  aux  plu^  compofez ,  Tup* 
pofè  qu'on  connoilïe  par  les  fignes  qu'il  y  a  des  racines  néga- 
tives dans  Tcquation.  Le  premier  des  divifeurs  par  lequel 
îî  z  6.  Tcquation  fera  divifce  ians  refte ,  *  contiendra  une  des  raci- 
nes qu'on  cherche,  qui  fera  polîtive,  û  dans  le  divileur  elle 
cft  jointe  à  l'inconnue  par  le  figne  — .  ^  &  négative ,  fi  c'eft 
par  le  figne  4-.  3*^.  Apres  avoir  trouvé  une  racine  de  l'équa- 
tion, on  continuera  d'opérer  delà  même  manière  fur  le  quo- 
tient qu^on^aura  trouvé ,  Se  fi  on  trouve  une  féconde  racine } 
on  opérera  de  la  même  manière  fur  le  nouveau  quotient  3  ce 
que  l'on  continuera  jufqu'àce  qu'on  ait  trouvé  toutes  les  ra- 
cines de  Téquation  :  &  on  les  trouvera  toutes  par  cette  mé* 
thode^  fi  elles  font  toutes  commenfurables. 

Exemple      t. 

POuR.  trouver  les  racines  de  l'équation  x*— 3xjc—  xok 
4- 14==  o,  x<'.  il  faut  chercher  tous  les  divifeurs  du  dernier 
terme,  &  Ton  trouvera  i,  1,  5, 4,  6,  8^  1 1, 14.  i^.  Il  faut  faire 
les  équations  fîmples  x— lasso^x — 1==50,  a?  —  }  ==03 
X— *4=:0,  a;  — 6=s=o,  x-^85=:50^  x-*»iz  =0,  X — z4 
«=0,  dont  les  racines  font  pbfitîves,  8c  contiennent  de  fuite 
tous  les  divifeurs  du  dernier  terme.  Il  faut  faire  de  même 
les  équations  fîmples  xh-  1=0,  x^  1  a» o  »  a: -4*  5  asso ,  &c* 
dont  les  racines  font  négatives  ^  &  contiennent  lés  mêmes 
divifeurs. 

S'il  n'y  avoir  que  des  racines  pofitives,  les  premières  équa^ 
tîons  fîmples  fuffiroîent  j  &  les  aernîeres  fuffîroient  s'il  n'y  en 
avoit  que  de  négatives  :  mais  il  faut  fe  fèrvir  des  unes  &  des 
autres,  les  fîgnes  des  termes  de  l'équation  propofée  faifant 
voir  qu'elle  contient  des  racines  pofîcives  &  négatives. 

Il  faut  enfuite  dîvifèr  l'équacion  propofée  par  x —  i  =  o^ 
&  comme  l'on  trouve  un  refbe,  &  que  la  djvîfion  n'eft  pas 
exaifbe  ,  on  efl  aâuré  que  ^  — «  i  ssx  a  ne  contient  pas^  une: 
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racine  poficive  d»  U  propofée  ^  c'db'à^dire  que  ^  i  n^eft  pas 
une  racine  de  la  propofée. 

.  Il  faut  la  diviier  par  x-h  i  =so>  &  comme  Top  trouve 
im  reile  ^  x-f*  i  sso  ne  ccmdeoc  pas  une  racine  fiégacive  de 
l'équation.  Les  deux  divifeurs  x— *<- 1  a»0)  xh-i^xo  n'ayaoc 
pas  faic  trouver  de  racines  y  il  faut  iè  fçrvir  par  ordre  des 
iuivansy  en  commençant  par  x — z  =  o:  mais  l'on  trouve 
que  la  prorpefëe  fe  diviiè  exaâjement  par  x  -~  i  «s  o ,  ficle 
quotient  eu  xji;  •— IX -*^  i  £  SB  G.  Cela  fait  voir  que  X --^  2  S3=  a 
contient  une  racine  pofîtive ,  qui  eft  «^  a  >  de  Péquaxion  pro^ 
pofëe. 

30,  Il  ne  iàut  plus  divifèr  la  propoTée^  mais  feulement  le 
quotient  xat  —  ix  —  1 1  a»  o  ^  non  par  les  divjifeurs  x  -~  & 
msro  y  xHp^i  =so  ^  qui  ont  donné  des  refteSy(car  s'ils  étoienc; 
des  divifeurs  ex^s  de  ce  quotient^  ils  le  ieroient  auflî  de  la 
propofée , )  mais  par  les  diviieurs  x-^23=30^  x^ia^o^ 
&  les  autres  fuivans  »  6c  Ton  trouve  qu'en  le  divifant  par 
X — 2  =  0,  par  x'-f-i  =s=c,  par  x  —  3  =0,  il  y  a  des 
weSkQi ^  ittais qu'il  fe  diviiè  exaâeroent  par  x-*H3»3a,&l<l 
quotient  ell  x— ^  4=  o  y  ainid  x-h3=o,  &x  —  4=^0, 
contiennent  les  deux  autres  racines  de  la  propofée,  qui  font 
la  négative  --^ 3 y&  la  pofitiveH-4.  ^^  i'équatioa  eft  refolue3 
les  tr^is  racines  font. h*  % ,,  —  3  y  -t- 4,  . 

Exemple      IL 
POuRr  trouver  U\s  racines  de  l'équation  j^^^^xx^^  izx 

—  »a«0. 

.  10.  Il  £stuc  chercher  tous  .les  diviièuf  s  du  dernier  ternie^ 
qui  font  i,  i,  4,  8. 

.  ^^^  Il  faut  faire  les  (èules  équations  iimples  x  -^  t  ::«tr  o , 
n— r2  ««o,  X  — 4«»o,  x-r-8=a=o-,  parceque  les  fignea 
alternatifs  -4^  &  -^  de  la  propofée,  fc»it  voir  que  toutes  ics 
tacines  ibnt  podtives. 

Il  faut  divifer  la  propofée  fucceilîvement  par  ces  équations 
iimples  y  &  l'oiï  trouve  que  x  —  i  =o,x  —  i==o,  don- 
lient  des  reftes  -,  mais  que  la  divifion  fe  fait  exaâement  par 
X — 4=0i  &  le  quotient  eft  xx —  5x-+r  2«sbo.  Cela  raie 
voir  que^4  eft  une  racine  de  la  propoice^ 

3^  Il  faut  diviier  le  quotient  non  par  x — 1  «fco,  x— xasro, 
qui  oot  donné  des  reftes.  œai&par  x^^^^ts^u^y  x-^Ssssscv^ 
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-  &  la  divifion  ne  pouvant  fe  faire  exadement,  le  quotient  ou 
réquation  xx  —  5X-4-  i  =  o,  n*a  pas  de  racines  commen- 
furables. 

Si  Ton  veut  avoir  la  réfolution  entière  de  la  propofèe  x* 

—  ^xx  -^  ^xx  —  8  =  0,  dont  on  connoît  déjà  une  des  ra- 
cines, qui  efl:-f-4,  on  cherchera  les  deux  autres  en  réfol- 
yant  Téquation  xx  —  5x-^i  =  o,  qui eft  du  fécond  degré. 
Il  faut  faire  paflèr  le  dernier  terme  dans  le  fécond  membre, 
&  Ton  aura  xx —  5^  =  — 15  ajouter  -h  ^,  qui  eft  le  quarré 
de  la  moitié  du  coëficient  du  fécond  terme,  à, chaque  mem- 
bre, &  Ton  aura  xx  —  5^;-*-  ^=  ^  —  2  =-^ ,  &  enfiq 
tirer  la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  &  l'on  aura  x 

—  {=s=  V':^ ,  &  par  tranfpofîtion  x=4-hV'^,oux==1 
•+•  T  ^  ^  7  s  ^  ^*^°  ^"^^  encore  x  =^{  —  |v^i7,en  divifanc 
XX —  jx-*-  i=:o,  par  x  — |— .i^v'i7  =  o.  Et  la  propofèe 
ièra  entièrement  réiolue. 

Exemple      III. 
POun  trouver  les  racines  de  x^ —  laxx —  ^aax^éaab^szu 

•  —  ibxx  -H  j\usibx  •+•  ^aac  ^ 

—  icxx  4-  6acx 

10.  Il  faut  chercher  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme , 
qui  font  i .  '^  .  a.  aa.  3^.  j^aa.  2^-4- 3^.  (^b^^c.  xab^^ac. 
bab^  ^ac.  xaab  «h  ^aac.  6aab  -4-  ^aac. 

2°.  Les  équations  (Impies  qui  doivent  fervir  de  divifeurs 
pour  les  racines  pofîtives ,  font  x  —  i==o-  x  —  3  =  0 w 
X  —  <^  =  o.  X  —  aa:=^o  .  X  —  3^=0,  &c.  Pour  les 
racines  négatives  ,x-4-i=s=o.x-4-3ssao.  x-*-^  =  o, 
x^aai=iO.   x-H3^=o,&c.  ^       » 

En  faifant  la  divifion  de  la  propofèe  par  x  —  i  aes=  o; 

x-4-i=o.    X  —  3  =  0.    x-4-3=*:o.    x-^i^=o,oa 

trouve  àQs  reftes  :  mais  divifant  la  propofèe  par  x  -h  ^  «=  o  ^ 

la  divifion  eft  exade^  &  le  quotient'eft  xx  —  3^^  -h  6ab  =  o 

\  — 2^x  -H  ^ac 

— -  3rx 

Ainfi  x^a^sto  contient  une  racine  négative  de  la  proi 
pofée ,  qui  eft  —  a. 

3«>.  Continuant  de  diviferce  quotient,  qui  ne  contient  que 
des- racines  pofitives  ,  comme  les  fignes  alternatifs  -♦-  &  — 
ie  font  voir,  par  les  fculs  divifeurs  des  racines  pofitives ,  en 


L  r^  V  K  E    IV.  1C9 

Î raflant  cieux  qui  ont  déjà  donné  des  jreftes  y  on  trouve  que 
a  divifion  fe  fait  exadement  par  x  —  3^  s=  o,  &  que  le 
quotient  eft  x  —  it —  yc^sso  ^  ainfî  -h  3^,  &  -h  i^-f-^r 
ionc  les  deux  autres  racines  de  la  propofée ,  qui  font  poiîti. 
ves  :  &  la  propofée  eft  réfolue.  r 

Ces  exemples  fuffifent  pout  faire  concevoir  clairement 
la  méthode  du  premier  Problême ,  dont  la  démonftration 
eft  évidente  par  la  formation  des  équations  compofées« 

Corollaires. 

I. 

O  R  s  (^  £  rinconnue  n'eft  bas  linéaire  dans  le  pénultième 
terme ,  mais  regardant  la  puiuance  de  Tinconnue  qui  eft  dans 
ce  pénultième  terme  comme  linéaire  ,  les  autres  termes, 
excepté  le  dernier ,  en  corftiennent  les  puiflances  exaâes , 
comme  dans    Téquation  x^  -h  aax'^  —  a^xx  —a^     =  o^ 

—  aac^ 
Dans  ce  cas  il  ne  faut  pas  prendre  dans  les  équations  fimples 
qui  doivent  être  les  divifeurs  de  la  propofée ,  Tinconnue  li- 
néaire, mais  là  puiilance  de  l'inconnue  qui  eft  dans  le  penuU 
tiéme  terme.' 

Dans  cet  exemple ,  où  les  divifeurs  du  dernier  terme  font 
I .  a,  aa.  aa-^  cc^  &c.  les  équations  fimples  qui  doivent 
fervîr  de  divifeurs  feront  xx— it=o,  xx — /i=o,xx— ^ 
=  0,  XX — aa  —  cc^=LOy  &c.  En  faifant  la  divifion  de  la 
propofée  par  XX — ^^ — rrs=s=o,  on  trouve  qu'elle  fc  fait 
fans  refte^  zinfi-^aa^cc  eft  une  racine  pofîtive  de  la  pro« 
pofée,  &  le  quotient  x^-4-  laaxx  -^a^    =*!=  o ,  contient  les 

—  rf         -H  étacc 
deux  autres  racines  qui  font  incommenfurables. 

En  réfol vant  ce  quotient  ^  qui  eft  une  équation  du  fécond 
degré ,  on  trouvera  que  les  deux  autres  racines  font  \  ce  —^4! 

IL 
^S.  Au  lieu  de  faire  la  divifion  delà  propofée  par  l'inconnue 
— -  ou  H-  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme ,  on  peut 
fubftituer  fucceffivement  dans  la  propofée ,  chacun  des  divi- 
feurs du  dernier. terme  &  ks  puiflances ,  à  la  place  dé  l'in- 
connue &  de  fes  puiffances  :  celui  des  divifeurs  dbnt*  la  fubfti-* 
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tucion  fétt  que  cous  les  cernées  iè  décruirotit  par  les^  fignet 

f  3  3  «  coQCrabes .  '^  lera  une  des  racines  de  Féquation  :  &  tes  diwu 
ieurs  donc  la  fubfticutîon  ne  fera  pas  détruire  toos  les  termes 
par  des  figues  contraires  ^  ne  feront  pas  les  racines  de  l'équa^ 
tion  :  ceux  de  ces  divîfeurs  diii  dernier  terme  qui  étant  fub» 
itituez  dans  la  propofce  avec  le  figne  -^ ,  feront  détruire  tous 

r  3  3*  les  termes  de  Téquationv  *  feront  les  racines  po{idves:ceux 
qui  étant  fubftituez  avec  le  figne  ~- ,  feront  détruire  tous 

f  3  3 ,   les  termes  de  la  propofée ,  *  feront  les  racines  négatives. 

En  fubftîtuant  par  ordre  dans  le  premier  exemple  x' — ^xx 
—  IOX-+- 14,=  G,  les  divifeurs  du  dernier  terme  -h  1 ,  -4-  1^ 
•^  5 ,  &c.  ou—  I ,  —  1  ^  —^3  ,  &c«  ootrouveque  lafuhftita. 
tion  de-f-i,&de— -i^ne  ^ic  pas  détruire  les  terœes  j  mais 
ia  fubftitution  de  -i^  1  i  la  place  de  je,  donne -«^  8  —  iz-^zo 
m^  14,  dont  tous  les  termes  le  détrutâfnt  ^  akiâ  -v^^  2  eft  une 
jQicîne  pofitive  de  la  propoiee. 

On  abaifliura  enfuit^  la. propofée ,  en  la  diviiànr  par  x —  2 
c=r  0  j  &  1*0»  trouvera  le  quotient  xx— -ix  —  iis=o,  qui 
contient  les  deux  autres  racines  de  la  propofée  ^y  &  fubfti. 
tuant  dans  ce  quotient ,  non  les  diviiéurs  -f- 1 ,  ~- 1 ,  qui  n'ont 
pas  fait  évanouir  tous  les  termes  de  la  propofée  y  mais  les 
autres  -f-2,  —  1ï-*-5,  —  5»  &c.  Ton  trouvé  que  la  fubftitu». 
tion  de — y  fait  détruire  totts  les  termes  y  les  rendant  égaux 
à  zéro  y  ainfi  •»  3  eft  une  racine  négative  de  l'équation  pro^ 

.  Divifaiit  le  quotient  xx —  xx  — **  i ir  =«  o,  par  x*4-  3  sc^o^ 
Fon  trouve  le  quotient  }ufte  x — 4=aBa,  qui  fait  ¥oir  qu« 
iPH  4  eft  la  troifiéme  radne  de  la  propoiee. 

La  démoQflration  de  ce  CocoUafré  eft  évidçrite  far  }  1p» 

IIL 

Le  coëfîcient  da  fécond  terme  d'une  équation  compofée 
contenant  les  racines  de  l'équation ,  il  eft  évident  que  les 
diviseurs  du  dernier  terme ,  qui  ont  plus  de  dimenfions  que 
le  cocficient  duiecoad  terme^  fontinudle^ ,  &  qu'ils  ne  peu* 
vent  fervir  pour  former  les  équations  linéaires  qui  peuvent 
exadêment  divifer  la  propotëe  y  aînfî  dans  le  troifiéme  excm« 
pie,  oà  le  coëfîcient  du  £econd  terme  eft  linéaire /les  divl* 
feurs  du  dernier  terme  qoi  ont  plus  d'nne  dimenfion  «  font 
inutiles ,  Se  ne  peuvent  être  les  racines  de  l'équation. 

Dans  les  écpiations  nomeriques^  s'il  y  avoir  desdiviie»r$ 
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qui  farfaSedt  le  plus  grand  cociîcknc  négatif  augmenté  de 
runicé)  ils  ièroienc  inutiles  .pour  trouver  Tes  racijQes  poilti^ 
ves  y  étanc  plus  grands  que  les  racines  po£tives.  * 

Lorjlque  la  roéthode  da  ProbL^e  fait  trouver  quelques 
racines ,  mais  non  pas  toutes  ^  il  eft  évident  que  Téquatioa 
«ontîeat  des  racines  commeofurables  ^  qui  font  celles  que  fait 
(rouver  la  niéchode  %  &  d'autres  inconime&rurables,  qui  font 
'Celles  qu*0D  ne  peut  pas  trouver  par  la  méthode  :  £t  il  Ton 
n'en  peut  trouver  aucune  par  le  Problème  ^  elles  font  toutes 
incoQunenfiu:able&  "^ 

V. 

Il  y  a  des  cas  oà  quand  même  Téquation  «u^mpoice  con- 
tiendroit  des  incommenfurables ,  on  ne  laif&rolt  pas  d*ea 
trouver  les  racines  par  la  méthode  générale  ^  il  faut  dans  ces 
cas  que  la  grandeur  incommenfurable  Toit  un  divifèur  exaft 
du  dernier  terme  de  Téquanon ,  ou  qu'elle  foit  une  partie  d  W 
divifèur  exaâ  du  dernier  terme ,  comme  dans  cet  exemple.: 

X^  -H  ixx  -4-  xèxVao^  \hb  -4-  i  %b^ 
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La  grandeur  —  yi^Vaà-Jh  ^ii^  eftun  divifèur  exaâ  du  der« 
nier  terme.  En  dîvifant  la  propofce  par  at-h  3^ — Va^-^^éA 
aaso  ^  la  divîfion  eft  exade^Sc  Ton  trouve  le  quotient  xx — i6x 
^  6iis=s:o^  ainfi  —  j^-4-  Vaâ^yèiy  eft  une  racine  de  la 
propofée  ^  &  le  quotient  contient  les  deux  autres  racines  ^ 
qui  font  imaginaires  ,  Tune  étant  ^-hi^^  si^»  &  Tautre 

vi. 

Lorfqu*une  équation  cwnpofée  eft  le  produttd*autres  équa« 
tions  compofées  d'un  moindre  degré  que  la  propofëe ,  &  qu'il 
y  en  a  quelqu'une  parmi  ces  dernières  qui  n'a  que  le  premier 
&  le  dernier  terme ,  comme  xx  —  aa^^io^x^ — ^'  «  o ,  &c* 
&  que  ce  dcrmer  terme  — aa^  ou — ^*eft  une  grandeur 
comn^nfurable ,  on  peut  trouver  par  la  méthode  générale 
ces  équations  d'un  moindre  degré ,  qui  n'ont  que*  le  pr«mief 
Zc  le  dernier  terme. 

Par  exemple,  on  veut  refoudre  réquatîon  x*—  i^jc* 
— ^  daMx  -H  taa^  —  4^^^  sac  o  ^  les  djvifeuîS  du  derniei 
^Ji^ixx, 
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terme  font  i.  a.  h.  ab.  aa.  iù.  aat.  aabS.    On  trouve 
qu'en  divîfant  la  propofée  par  les  équations  x — issso^ 

la  dîvifion  n*eft  pas  exaûe. 

Il  faut  voir  enfuîte  fî  la  propofée  ne  peut  point  être  dîvî- 
fée  par  xx — ab^rs^o^  xx-^ab^r^o^  xx  —  ^^^3=03  &  Ton 
•  trouve  qu'elle  fe  dîvife  exaékement  par  xx  —  ^^  =s  o }  &: 
que  le  quotient  eft  xx —  i^x-H4W  =  o:  Aînfi  xx—aa^==z  o 
eft  une  des  équations  dont  la  propofée  eft  le  produit ,  &  Tau- 
tre  eft  le  quotient  xx  —  ibx^4bbs=iO. 

En  refolvant  xx — aa=z  o ,  on  trouve  xxsss^aa^  x^=^yfaa^ 
&  X  sss  —  "^aa^  qui  font  deux  racines  de  la  propofée. 

Le  quotient  xx  ^^  xbx-^/^b  =0  ^  contient  \t^  deux  au- 
tres racines  -t- ^  -h  "^—J^bb^  -1- i— \^— 3^^^  qui  foni  ima- 
ginaires. 

PROBLEME     IL 

'Jj.  LdRSQV'VNE  équation  comf  9 fie  ^  de  quelque  degré  qu'eÏÏe 
)fuijfe  être  y  a  un  coèficient  différent  de  t!  unité  dans  fon  premier  ter- 
me  y  qu*eBe  fia  nifraEiions,  ni  incommenfurabtesi  trouver  toutes 
tes  racines  commenfurables  qu'ette  peut  avaiK 

Méthode      Générale. 

l^  Il  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  coëfîcientdu  pre- 
jnier  terme,  &  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  ;  &  après 
avoir  multiplié  cous  les  divifeurs  du  premier  terme  par  rin- 
connue  linéaire  y  il  faut  faire  des  équations  fimples  de  ces 
produits  y  &  de  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme ,  met- 
tant le .  iigne  •*- devant  chacun  de  ces  divifeurs  du  dernier 
terme,  pour,  trouver  les  racines  pofîtives  de  la  propofée  j  &-*• 
pour  trouver  les  négatives, 

1^.  Il  faut  divifer  la  propofée  fuccefllvement  par  ces  équa^ 
tions  fimples,  jufqu'â  ce  qu'on  en  trouve  une  qui  faflela  di. 
vifîpn  fans  refte  :  £lle  contiendra  une  des  racines  de  la  pro^ 
pofée. 

3^.11  faut  continuer  l'opération  fur  le  quotient,  jufqu'à  ce 
^u'on  trouve  une  féconde  racine  de  la  propofée ,  &  faire  la 
jpême  opération  fur  le  quotient  que  fera  trouyer  cette  fe-. 
conde  racine. 

En 
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En  continuant  cette  opération ,  on  trouvera  tontes  les  ra-^ 
cinesde  la  propofée^  fi  elles  font  commenfurables« 

S'il  fe  trouve  des  quotiens  dont  on  ne  puifle  trouver  des 
racines  par  cette  méthode ,  la  propofée  aura  des  racines  in- 
conunenfurablesy  qui  font  celles  de  ces  quotiens.  Et  fi  l'on 
ne  pouvoit  trouver  aucune  racine  de  la  propofée  par  cette 
méthode ,  elles  ieroient  toutes  incommenfurables. 

£    X*  £     M    P    L    £. 

JrOuJi  trouver  les  racines  de  ccfx^'^aacfxx  -^éuMcx^iéuA^ss^ 

'^ibccxx  +  ^âaUfx 

iQ.  tous  les  divifeurs  du  coëficient  rç^du  premier  terme  font 
I .  c.  cc.f.  cf.ccf.  Tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  yaaèl^ 
font  i.'^.  a.  ia.aa.  laa .  b.  ^6.  ai.  }ai •  aai .  ^aai .  bi .  ^bi^ 
&c.  Tous  les  produits  des^iviièurs  du  coëficient  du  premier 
terme  par  l'inconnue  x,  font  x.  ex.  ccx.fx.  cfx.  ccfx.  Les 
équations  fimples  par  lefquelles  il  faut  divifèr  la  propoféç 
"^ui  n'a  que  des  racmes  pofîtives ,  comme  les  fignes  alterna- 
tifs-h  &—«  le  font  voir,  font  x— 1=50,  x  —  3  ==0,  x—a 
=  0,  X — 3^=3so,  &c.^x  — 1=0,  ex  —  3  =  0,  cx^^a 
=  o ,  ex  —  3^  =5  o ,  rx  —  ^^  =  Q ,  &c.  ffX  —  1  ==  o  ^ 
€cx — 3==o,&c./Àr — izsio^fx — 3=o,&c.  &aînfidefuîte. 

Si  la  propofée  avoir  des  racines  négatives ,  il  faudroit  en- 
core feire  les  équations  fimples  x-4-i=o,x-f-3=o,  &c. 
rx-i-i  ==0,  ex-^-i^BzOy  ôcc.  rrx-his=o,  eex^i  =  o,  &c. 
&  ainfî  de  fuite. 

1°.  11  faut  dîvifèr  la  propofée  par  ces  équations  fimples, 
&  l'on  trouve  que  ex  —  ^^  ==0 ,  fait  la  divifion  fans  reftej 
U  que  le  quotient  eft  e/xx — ^bbfx  -^  3^*  ==  o.  Ainfi  ex — aa 

"'^bbex 
e=s  o,  contient  une  racine  de  la  propofée  qui  eft  x  =  ^• 

3^.  Il  faut  continuer  la  même  opération  fur  le  quotient  j 
mais  il  ne  faut  fe  fervîr  que  des  équations  fimples,  dont  le 
premier  terme  eft  le  produit  d*un  des  divifeurs  du  coëficient 
^du  premier  terme  du  quotient  par  x,  &  dont  le  fécond 
terme  eft  un  des  divifeurs  du  dernier  terme  3^*  du  quotient, 
&  pafler  toutes  les  autres  comme  inutiles^  comme  auflî  celles 
qui  ont  donné  des  reftes  dans  la  première  opération  -,  &  l'on 
trouvera  que  le  <juoiient  cfxx^^  3,^/^ -+- .3  ^* = o^,  fe  divifft 

—  bbcx 
Tome  I.  P 
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exaâement  par  /i — bh  =2  o ,  &  que  le  quotient  qui  en  vient 
eft  ex — 3^^  3=s=  o.  Ainfî  l'on  a  les  deux  autres  racines  de  la 
propofce ,  qui  font  ji^  b=  ^  ^  &  x  =  ^^. 

La  dëmonftratîon  de  ce  Problême  efi:  évidente  par  la^ 
ibrmarîon  des  équations  compofées  y  dont  le  premier  termç 
^17.  a  un  soëficient  différent  de  Tuixité*.'*' 

Avertissement. 

O  N  verra  Tufage  du  fécond  Problême  dans  la  fuite ,  lord 
qu'on  enfëignera  â  abaifler  une  équation  compofée  au  plus 
/impie  degré  j  &  Ton  voit  afièz  qu*îl  fert  à  trouver  les  racines 
des  équations  compofées  qui  ont  des  fraâîonsf,  lorfqu'on 
ne  veut  pas  prendre  la  peine  de  les  transformer  en  d'autres 
qui  n'ayent  que  Tunité  pour  le  coëficient  du  premier  terme- 

SECTION     IL 

X}u  Von  explique  d'' autres  méthodes  pour  réfoudre  le 
premier  &  le  fécond  Problème  qui  abrègent 

fiuyent  les  opérations^ 

pREi^iEUE     Méthode. 

€0.  i^-  T  L  faut  partager  toutes  les  grandeurs  de  réquation  en 
J[  deux  fommes,  &  chercher  par  la  méthode  qu'on  a  don:, 
née  pour  trouver  le  plus  grand  divîfêur  commun ,  un  divi- 
feur  commun  â  ces  deux  fommes  :  fi  ce  divifeur  commun 
contient  l'inconnue  linéaire  y  il  contient  neceflairement  une 
racine  de  Téquation  j  &  l'équation  étant  divifée  par  ce  di- 
vifeur commun,  le. quotient  contiendra  les  autres  racines ^^ 
qu'on  cherchera  de  la  même  manière. 

2^.  Si  ce  divifeur  commun  contient  difïerentes  puiÏÏances 
de  l'inconnue ,  il  faut  divifer  l'équation  propofée  par  ce  di-' 
,  vifeur  commun  j  &  fi  le  quotient  exaÛ,  qui  en  viendra  ne* 
cefi^irement)  contient  l'inconnue  linéaire  ,  ce  quotient  con- 
tiendra une  des  racines  de  la  propofée ,.  &  le  divifeur  com. 
mun  contiendra  les  autres.  Si  ce  quotient  contient  difïeren- 
tes puiflances  de  l'inconnue ,  on  eft  aâliré  que  ce  quotient 
^  le  divifeur  commun  font  deux  équations  dont  la  propo- 
fée eft  le  produit  :  On  opérera  fur  chacune  comme  l'on  a 
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laie  iiir  la  propofée  ^  c'eft.â-dire,  on  partagera  le  divifèur 
commun  en  deux  fommes ,  dont  on  cherchera  le  divi(èur 
commun  ;  &  on  partagera  de  même  le  quotient  en  deux 
ibmmes ,  dont  on  cherchera  le  divifëur  commun ,  &c.  Et  en 
continuant  d'opérer  de  cette  manière ,  fi  Ton  arrive  à  un 
divifèuf  commun )  ou  â  un  quotient  exaâ,  où  l'inconnue  foit 
linéaire,  il  contiendra  une  racine  de  la  propofëej  &  on  les 
trouvera  toutes  les  unes  après  les  autres,  fi  elleâ  (ont  com* 
menfiirablcs. 

30.  Pour  obferver  de  l'ordre  dans  ce  partage  de  toutes  les 
grandeurs  d'une  équation  en  deux  fommes ,  on  mettra  dans 
une  des  deux  fommes  toutes  les  quantitex  de  Téquation  où 
fe  trouve  une  même  lettre ,  &  toutes  les  autres  dans  l'autre. 
Et  fi  cela  ne  réuffit  pas ,  on  mettra  dans  une  des  fommes  les 
grandeurs  de  Téquation ,  où  une  même  lettre  a  un  même 
nombre  de  dimenfîons ,  &  les  autres  dans  la  féconde  fomme  : 
ou  bien  on  mettra  dans  la  première  fomme  les  grandeurs  où 
(ont  deux  lettres  diâèrentes,&  les  autres  dans  la  féconde,  &c. 

40.  Quand  on  a  fait  le  partage  de  l'équation  en  deux  fom- 
mes ,  on  peut  chercher  le  divifëur  commun  de  la  propofée  Se 
de  Tune  des  deux  fommes ,  au  lieu  de  chercher  celui  des  deux 
fommes, 

£X£MPL£       I. 

P  O  u  IL  trouver  les  racines  de  »'  *-  ^^»  -^  ^^x  ^  ^a^Asss^ 

—  cxx  •+•  ^acx  •+•  labc 
H-  hxx  -—  labx 
—  bcx 

lo,  Tl  faut  partager  toutes  les  cjuantitez  de  Téquatîonen  deux 
fommes ,  on  mettra  toutes  celles  où  fe  trouve  c  dans  Tune  ^ 
&  les  autres  dans  l'autre  fomme }  &  l'on  aura 
x^  — ^laxx  —  ^aax  —  }aai  •     Et  —  cxx  -H  3«^rx  h-  yat^ 
H*  ^xx    —  laix  —  ècx 

La  féconde  fomme  contenant  c  dans  toutes  fes  grandeurs ,  îl 
faut  la  dî vîfer  par  —  Cy&c  l'on  aura  pour  la  féconde  xx  -^  laji 

— -^ak  II  faut  divifer  la  première  par  rette  féconde,,  &  l'on 
trouvera  que  la  divifion  fe  fait  exaârcment  j  ainfi  cette  fé- 
conde fomme  eft  un  divifëur  commun  de  la  première  &  de 
la  féconde  fômme,  &  par  confèquent  de  là  propofée. 

z^.  Ce  divifëur  commun  xx  —  3^^x  —  34^  =  o  ,  étant 

^i/  Pij 
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une  équation  compofée,  &  non  pas  linéaire,  it  faut  divîier 
la  prc^ofée  par  ce  divifeur  commun ,  &  Ton  trouvera  pour 
quotient  exaâ  Téquation  linéaire  a:  -h  ^  — *  r  =  o ,  qui  con- 
tient une  racine  de  la  propof éç  qui  eft  x  =  —  a^c.  Le 
divifeur  commun  xx— •3^x  —  3^=  o^  contient  les  deux 

K 

autres  racines  de  la  propofëe. 

Pour  les  trouver ,  or^  partagera  xx  —  y^x—  j^i  sss  o  en 

^bx 
deux  fommes ,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où 
eft  ^^  &  les  autres  dans  la  féconde  j  &  Ton  aura  bx — ^ab^ 
^xx  —  3  ax.  Divifant  la  première  par  ^ ,  &  la  féconde  par  x, 
elles  feront  réduites  â  x — 3^=  o,.  x  — 3^=:o,  qui*  étant 
la  même  grandeur,  ontpour  divifeur  commun  x — 3^  =  0, 
qui  eft  neceflàirement  un  divifeur  exaû  de  la  propofée  -^  & 
étant  linéaire,  il  contienc une  féconde  radne  de  la  propofée, 
qui  eft  X  =  ia. 

On  divifera  xx  —  ^ax  —  ^ab  =0 ,  qui  contient  les  deux 

-4-^X 

dernières  racines  de  la  propofée ,  par  l'équadon  linéaire 
X — ya^sszOy  qui  contient  l'une  de  ces  racines  -,  &  le  quotient 
X  «f-  ^  s=5  o ,  contiendra  la  dernière  racine ,  qui  eft  x = — *^. 

Exemple     IL 

POu  n  trouver  les  racines  de  l'équatfon 

H-  sbc     —  inAb 

—  de      H-  6  Ad 
H-  6bb    —  ébbc 

—  ^bd^  *+■  ^bcd  ' 

10.  II  fkut  partager  toutes  les  quantitez  de  Péquation  en  deux 
fommes  ^  on  peut  mettre  dans  la  première  toutes  les  quanti- 
tez où  font  les  deux  lettres  bSi  dj&c  toutes  les  autres  dans 
la  féconde  ^  &  Ton  aura 

—  fA«'+  iosbxx  '+'iséubx  -^  iZaabb 
^jm  d       — •  X4ii        —  if«&c   «-H  iZabbc 


—  ZMd 

—  if«k 

'^-iUèbc 

H-f** 

-jW 

•4-  JMbd 

—  de 

+  »««* 

— -  94bcd 

-i-iU 

—  txéét 

-.)M 

—  6bbc 
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ta  féconde  peut  être  dîvifce  par  xx  î  &  faîfadt  la  dîvîlïon  ^ 
Ton  trouve  pour  la  féconde  xx  —  xax  —  laa 

—  ex     -+•  lac 
Il  faut  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  pre^ 
miere  fomme  &  de  cette  féconde  fomme ,  &  l*on  trouve 
que  XX  — *  lax  —  ^aa  =r  o  ^  eft  elle-même  le  plus  grand 

—  rx     -H  ^ac 
divifeur  commun. 

20.  Il  faut  divifer  la  propoféepâr  ce  divifeur  commun,  & 
Ton  trouve  le  quotient  exaék  xx  —  5^Ar  -h  6^^  =  o  j  on  cft 

j^dx  -^  ibd 
afluré  que  la  propofée  efl  le  produit  de  ces  deu^  équations 
XX  —  %ax  — ^  3/r^  =S3  0 ^         XX  —  5^x  -H  6A^  ==0, 
-*-^fx    -4-  5^r  -H  ^x  —  3^^ 

K  faut  chercher  feparément  les  racines  de  chacune ,  de  Fa 
même  manière  qu\>ii  a  cherché  celles  de  la  propofée  ^  c'êfl. 
d-dire  ,  il  faut  partager  la  première  en  deux  tommes ,  en 
jnettairt  dans  la  première  les  grandenrs  où'  fè  trouve  la  let-> 
tre  c^ia  les  autres  dans  la  féconde  ^  &  Ton  trouve" 
—  ^X'-f-  -^dCy  .  Et  XX  —  %ax  —  '^aa.  . 
Divifànt  la  première  par  —  c^  Ton  trouve  x  —  3^3  qui  eft 
cm  divifeur  commun  de  la  première  &  de  la  féconde  ^  par 
confequeiit  x — 3^  =  o  ^  contient  une  racine  de  Téquation 
XX  —  xax  —  -^aa  =  o  ;  &  par  confequent  une  racine  de  la 

—  rx   -*-  lac 
propofée,  qui  effi  x=:3v^.  En  divifanr  xx  —  lax  — *•  };aa  =-cr; 

—  rx   -H  3^r 
par  X  —  3^ sss  G ,  le  quotient*  x  -1- ^i  — c  =  03  contient  une 
autre  racine: 

Il  faut  à  prefent  trouver  les  racines  dé  xx^— -  ^bx  -4-  6bk 

^dx  --ièd 
Œs  G  ;  pour  cela  on  partagera  cette  équatfon  en  deux  fem- 
mes ,  mettant  dans  la  première  les  erandeurs  où  fé  trouve  d^ 
&  les  autres  dans  la  féconde  ^  &  Ton  aura 

-*-  </x  —  ^bd^        Et  XX  —  ^bx  -4-  6bb. 
On  dîvifera  la  première  par  djSt  Ton  aura  x  —  3^,  qui  efl 
un  divifeur  de  la  féconde'  xx  — •  ^bx  •+•  6bb.    Ainfî  x  —  3^ 
=  0 ,  contient  une  racine  de  xx  —  ^bx^  6bb  =^  o.    Dfvî-r 

-j^dx  — -'^bd 
fant  cette  équation  par  x  —  j^==  o ,  Ton  trouvera  le  quo- 

P  uj 
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tient  a:-^  2^-H^i=o,  qui  contient  l'autre  racine  j  &  l'on  jt 

les  quatre  racines  de  la  propofce. 

DèmonftratUn  de  cette  méthode. 

E,  L  L  E  dépend  de  cet  axiome,  qu'un  divifeur  commun  au% 

deux  parties  d'un  tout ,  eft  divifeur  du  tout  y  &  qu*un  divi^ 

feur  commun  du  tout  &  d'une  partie ,  eft  divifeur  de  l'autre 

partie. 

Les  équations  fiiites  de  l'inconnue  de  f  équation  propofce^ 

&  de  quelques-unes  des  grandeurs  connues  de  la  propofée^ 

quand  elles  font  des  divifeurs  exaâs  de  la  propofée,  con« 

tiennent  les  racines  de  la  propofée.  Or  il  efl;  évident  par 

l'axiome  précèdent ,  qu'on  trouve  par  la  méthode  ces  équa^ 

rions  qui  divifènt  exadement  la  propofée  ^  on  trouve  donc 

par  la  méthode  les  racines  de  la  proposée  5  ou  quand  elles 

n'en  ont  pas  de  commenfurabies  ^  on  trouve  les  équations 

plus  fimples  que  la  propofée,  qui  contiennent  ces  racines^ 

quand  elle  efl:  le  proault  d'autres  équations  plus  fimples  coov) 

menfurables« 

.7 
Apflication  de  la  inème  mithode  au  fécond  Problème  4 

PO  U  &  trouver  les  racines  de  afa^-^-Mcfiox  ^é^btcx^iaai^ss^ 

--^ibccxx  *+"  làabbfk 

i^.  on  partagera  ?équatîon  en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  toutes  les  grandeurs  où  fè  trouve  ^  ^  &  les  autres 
4ans  la  féconde  5  &  Ton  aura 
.   — ^  h  bec XX  -I*  aabbcx  —  laab* 
—  ibbcfxx  -*-  j^aabbfx  Et  ccfx  —  aatfx)^ 

H-  ib'cx 
Divîfant  la  première  par  ^^^^^^  &  la  féconde  par  cfxx  ^  où 
aura.  ccxx — -aacx'^^aahb 

^icfxx'-^iaafx  Et    ex  ^^^  aa 

^^^n^bbcx 
On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun ,  &  on  trou- 
vera que  ex  —  /^^= o ,  eft  le  plus  grand  divifeur  commun  ) 
par  confequent  cx  —  aa:=zo  contient  une  racine  de  la  pro- 
pofée ;  qui  eft  x  =  7^. 

On  divifera  la  propofée  par  cx-^aazss.Oyi^i  l'on  aura 
ie  quotient  cfxx  —  -^bbfx  -h  5^*  =  o,  qui  contient  les  deux 

—  bbcx. 
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autres  racines  de  la  propofce.  On  le  partagera  en. deux  fom- 
mes ,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  eft/,  &  les 
autres  dans  la  féconde  ^  &  Ton  aura 

cfxx  —  '^hhfxy  Et   —  bbcx  -H  5 A*. 

Divifànt  la  première  par  /ir,  &  la  féconde  par  —  ^^,  Ton 
aura  ex  — -  3^^  ^  Et  rx  —  3^^.  Ces  deux  fommes  contenant 
les  mêmes  grandeurs ,  chacune  eft  leur  divifèur  commun  j 
par  confequent  rx  —  3^^  =?;  o ,  contiçnt  une  féconde  racine 
de  la  propofcei  qui  eft  x  =;?  îil. 

Enfin  divifànt  cfxx  —  j^bhfx  -^  3^*  =  o ,  par  ex — 3^^  s=s:  o , 

—^bbcx 
en  trouvera  pour  quotient  />  — -  ^^  =:  o ,  qui  contient  la 
troiiîéme  racine  de  la  propofée ,  qui  eft  x  =-7- 

JLa  démonftration  eft  la  même* 

R    £    M  A  K   (^U   £  S» 

On  pourroît  propofer  la  même  méthode  de  cette  auçre 
manière.  Il  faut  fuppofer  toutes  les  grandeurs  de  Téquation 
propofée  où  fe  trouve  une  même  lettre,  ou  deux  lettres  dif- 
férentes ^  égales  à  zéro  j  en  fuppofant  que  cette  lettïe ,  ou 
chacune  de  ces  lettres ,  eft  égale  à  zero,,&  feindre  une  équa- 
tion de  toutes  ces  grandeurs  ^  &  fi  l'on  veuc  une  autre  de  tou« 
tes  les  autres  grandeurs  de  réquatîon,.&  chercher  un  divi- 
ieur  commun  à  ces  deux  équations  -^  ou  bien  (fi  Ton  veut)' 
chercher  un.  divifèur  commun  à  la  propofée,  &  à  Tune  de 
ces  deux  équations,  8c  faire  le  refte  de  l'opération  marquée 
dans  la  méthode. 

IL 

Lorfque  toutes  les  racines  d'une  équation  compofée  fbnr 
încommenfurables ,,  &  qu'elle  ne  peut  pas  être  le  produit 
d'équations  fîmples  commenfurables ,  elle  le  peut  être  fou- 
vent  de  deux  ou  de  plufîèurs  équations  compofées  plus  fîm- 
ples, chacune  d*ùn  moindre  degré  que  la  propofée ,  lefl 
tjuelîes  équations  compofantes ,  quoiqu'elles  n'ayent  pas' 
leurs  racines  commenfurables,. peuvent  pourtant  être  elles- 
mêmes  commenfurables  5  c'eft-à-dire ,  elles  peuvent  ne  com 
tenir  aucunes  incommenfurables.  Or  il  eft  évident  que  la. 
méthode  qu'on  vient  d'expliquer ,  ne  fert  pas  feulement  i^ 


no  Analyse    d  e  m  o  n  t  r  e*  e; 

trouver  les  racines  commenfurables  de  la  propofêc;,  mais 
auffi  les  jéquations  compofantes  plus  fimplesqueh  propofée, 
&  dont  elle  eft  le  produit,  lorfquc  ces  équations  plus  {impies 
font  commenfurables  j  ce  qui/èrt  â^baifler  la  propofée  à  ua 
moiildre  degré. 

I  I  I. 

Lorfqu*après  avoir  fait  le  partage  de  toutes  les  grandeurs 
^d'une  équation  compofée  en  deux  fommes ,  de  toute. les  ma- 
nières qu'il  eft  poffible ,  on  ne  trouve  aucune  équation  fîmple 
,qiM  la  divî-fè  exadement,  c*eft  une  marque  qu'elle  n'a  aucune 
racine  commenfurable  j  &  lorfqu'on  ne  trouve  aucune  équa« 
tion  ^compofée  plus  fimple  ^ue  la  propofée  qui  la  divi/e  exa-» 
dément ,  c'cft  une  marque  qu'ellç  ne  peut  être  abaiflce  à  un 
degré  plus  fimpjç^  ,ç'eft-à-dire ,  qu'elle  ne  peut  être  le  pro- 
duit d'autres  équations  pompofées  plus  fimple^  qui  foienc 
commenfurables. 

I  V. 

Çettp  niéthode  s'étend  au/Iî  au;x  équations  qui  ont  dçs  îq^ 
pomoienfilrables,  lorfque  ces  équations  font  le  produit  d'au- 
tres équations  plus  fîmples  qui  contiennent  les  mêmes  iQ^ 
commenfurables ,  ou  du  moins  dont  une  les  contient. 

Pour  trouver,  par  exemple,  les  racines  de  x^-^èxx 


xxVai 

H-  iix}/aè^}6Br¥'  lU^  f=^f 

^n  partagera  cette  équation  en  deux  fo;nmes,  mettant  dan$ 
la^  première  l^s  grandeurs  où  fè  trouve  l'incommepfurablç 
^ab-^lbb^  &  les  autres  dans  la  féconde  j  &  Ton  aura 

—  xxVab-Jh^bb  -^ibxVâby^^bb  — Gbb^ab^lbb. 


JEc  ^  -H  bxx-^  i%b\  Divîfant  la  première  par  --.  \/ab  ^- ^bb^ 
Von  aura  pour  la  prçmiçre  xx-^i^xh-  6bb,  On  chercher* 
le  plus  grand  divife^ur  jcommun  de  la  première  &  de  la  fé- 
conde (onrime,  &  l'on  trouvera  que  xx  •?—  ibx  -h  6bb  =  o, 
eft  ce  diyifcur  commjun^  par  lequel  divîfant  la  propofée ,  on 
.trouvera  Ip  quotient  exaâ:  x  -h  3^  -r-  y/ab  -h  ibb  :?=  o ,  quji 
contient  une  raciqe  de  la  propofée  ,  qui  eft  x  =  —  ib 
.M-  y/ab'^  ifF.  Le  ^diyifeur  xx  —  ibx  -+-  6^^  =  o ,  contienç 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires,  la  première  étap.t  Ar:?ssi 
.-*-}/ -^ibbi  la  féconde,  x=^b — V — jbb. 

Seconde 
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Seconde     Méthode. 

il.  i^.lL.fafic  regarder  une  des  grandeurs  connues  de  l'équâ- 
tion  compofée  dont  on  veut  trouver  les  racines ,  ou  bien  lies 
équations  commenfurables  plus  fimples  qui  kt  divifent  exa- 
ftement ,  comme  Tinconnue  de  réquatîon  5  &  confîderèr 
l'inconnue  de  Téquatibn  comme  une  grandeur  connue ,  & 
ordonner  Téquation  par  rapport  à  cette  inconnue  fuppofëe. 

lor  rifaut  enfuire  appliquer  à  réquation  ainfi  ordonnée, 
ïa  méthode  du  fécond  Problême,  ou  la  prcmicse  méthode  de 
cette  feAîon  j  &  fi  Ton  trouve  des  équations,  dans  lefqucllbs 
Tinconnue  de  la  propofée  foit  linéaire,  qui  divifent  exaéle- 
ment  cette  équation ,  on  aura  les  racines  de  la  propofée.  Si 
Ton  trouve  des  équations  qui  divifent  exadement  cette  équa- 
tion ,  qui  contiennent  des  puiilknces  de  l'inconnue  de  la  pro- 
pofée y  Ton  aura  les  équations  compofées  plus  fimples  que  la 
propofée ,  dont  elle  eft  le  produit.  L'on  opérera  fur  chacune 
de  ces  équations  compofées  plus  fimples ,  comme  Ton  a  fait 
fur  la  propofée. 

3***.  bans  lé  choix  qu'on  fera  d'une  grandeur  connue  de  la 
propofée,  pour  en  faire  Tinconnue  de  l'équation,  il  faut  en 
prendre  une  dont  la  plus  haute  puifiance  foit  moindre  que  celle 
de  l'inconnue  de  la  propofée ,  pour  avoir  une  équation  d'un 
moindre  degré  que  la  propofée,  &  qui  foit  par  confcquent  plus 
facile  â  refoudre: 

£  X  E  M  p  L  r. 

Po un.  trouver  les  racines  de  cette  équation  du  troifiénie 

^  axx  —  bcif  —  4cd 
-4-  bxx  -f-  abx  —  hd 
4- <iww -j- c^*  ^- 4*it 

-^xcix 

•4-*  ûdx 

1^  on  regardera  là  connue  r  comme  inconnue,  &  l'inconnue 
X  comme  connue  3  &  après  avoir  ordonné  l'équation  par  ra- 
^ort  à  l-inconnue  r^  on  aura  l'équation  fuivante  du  fécond 
aegré  dcc  —  adc'^M:s»o 

*\m  xçc --^  bdc  -^  abx 

—  axe  •+-  adx 
*^bx4  '^bdx 

—  xdxc^axx 
*^iKXC*^bxx' 

Tme  J.  ri^*' 


^ 


lii  Analyse     ï>  e  m  o  nt  r  e*e; 

2^.  Pour  fe  fervîr  de  la  méthode  du  fécond  Problème^  il 
faut  trouver  tous  les  dîvîfèurs  du  coëficient  du  premier  ter. 
me  d^Xj  qui  font  i .  rfrH  xi  &  leurs  produks  par  incon- 
nue Cj  qui  font  r,  cd^cx.  Il  faut  auffi  trouver  tous  les  divî- 
feurs  du  dernier  terme..  Pour  les  trouver,  on  feindra  que  ce 
dernier  terme  eil  une  équation  j  &  Ton  aura 

x^  H-  dxx -h bdx  ih  akd^;s^  Q- 
•4-  bxx  Ht  ad^ 
^  axx  -H  abx 
On  cherchera  tous  les  divifèurs  de  fon  dernier  terme  ald\ 
qui  font  i .  a.  b.  d.  ab.  ^d.  bd.  abd.  On  fera  les  équations 
Simples  X -+•  I  =  G.    a;-H4:  =  o.     x-f-^^so.     x^d;=o^ 
Il  eft  inutile  d*en  faire  d'autres,  parceque  les  racines  de  cette 
équation  feinte  font  toutes  négatives ,  &  les  divifèurs  ab . 
ad^  &c.  ont  plus  de  dimenfîons  qu'il  n'en  faut  dans  ces  équa- 
tions (impies.   L'on  trouvera  que  la  divifion  de  cette  équa- 
tion feinte  fp  fait  exademept  par  x^a^ys^Oj  x-^b^ss^o^ 

XHh^=0. 

Si  l'on  avoît  befcin  de  tous  les  divifèurs  du  dernier  terme.,' 
il  n'y  auroit  qu'à  multiplier  ces  équations  fimples  les  unes 
par  les  autres  deux  à  deux  5  mais  ces  divifèurs  ^erpipnt  înu-^ 
tiles,.  ayant  plus  de  dimenfîons  qu'il  n'en  faut. 

Ayant  les  divifèurs  du  dernier  terme,  dont.on  aîîefbîn^' 
on  fera,  félon  la  méthode  du  fécond  Problême,  les  équa- 
tions fîmples  de  l'inconnue  r,,&de  chacun  des  divifèurs  du 
dernier  terme 3  &  l'on  aura  c — x— r^=o,  r-!-rx-p^^=o, 
t  —  x-r-i:/=sr  o,  ^c.  On  ne  fait  pas  les  équations  fimples 
^r-hx^  —  X  —  4=5=0,  &c.  parceque  le  premier  terme  dfi 
H-  xr ,  a  plus  de  dimenfîons  qu'il  ne  faut.  On  divifèra  l'équa- 
tion ,  dont  c  efl  fuppofée  l'inconnue ,  par  ces  équations  fîm- 
pies ,  &  on  trouvera  qu'elle  fe  divife  fans  refte  par  r  — -x  •—  a 
c==  G,  &  par  ^  — rx  — T ^  ==  o.  Ainfî  ces  équations  fimples 
contiennent  chacune  uoe  racine  de  la  propofee.  La  première 
eft  x=^c — a  î  la  féconde,  x.=  r---^i  &  l'on  trouvera, 
après  avoir diviféla  propofée  parles  équations  fîmplcs  x-h^ 
—  r=:o,  X  ^b  —  r==o,  le  quotient  exad  x  4-  d^:^  o^ 
^ui  contient  U  troifîéme  racine  X5=  —  d, 

R    E    M    A    R    Q^U    £• 

\J/N  auroit  beaucoup  abrégé  l'opération  précédente,  fî  l'on 
avoit  examiné,  avant  de  chercher  les  divifèurs  du  dernier 
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irerme  de  réquatîon  dont/  a  écé  fuppofée  Tinconnue,  fi  un 
des  divîfeurs  du  premier  terme  dcc-^xcc^  par  exemple  i-^-x, 
ne  le  fcroit  point  auffi  de  toute  cette  équation  j  &  comme 
Ton  auroit  trouvé  qu'il  la  divife  fans  refte ,  &  que  le  quotient 
efl  ce  —  ac  '^  ab:=szO^ 

"^bc  -^  ax 

-—  ixc  -+•  hx 

le  dîvîfeur  ^-h  x  =  o,  contiendroit  déjà  une  racine  de  la 
propofée  qui  eft  x  =  •—  d.  L'on  trouveroit  les  deux  autres 
en  opérant  feulement  fur  le  quotient  :  mais  on  ne  s'eft  pas 
iervi  de  cet  abrège,  afin  de  faire  mieux  concevoir  cette  fe- 
.eonde  méthode» 

Autre  manière  far  la  première  méthode  de  celte  SeBion. 

On  partagera  Téquation  ordonnée  par  raport  à  la  lettre  e^ 
confiderée  comme  inconnue,  en  deux  fommes ,  mettant  dans 
k  première  les  grandeurs  où  fè  trouve  la  lettre  d^  &  les  au-» 
Cres  dans  la  féconde ,  &  Ton  aura 

'j^dcc^^-^adc  -jrabd        ^t   xcc^^^axc  ^abjg 
^'^bdc  ^^dx-  ^^^bxc   ^axx 

"-^  xdxc '^  bdx  — 'ixx^-f-^xx 


I 


■+-^xx  ^x 

Dîvifant  la  première  par  djkhi  féconde  par  x'^  on  aura  pouf 
Tune  &  l'autre ,.  cc-^ac  -^ab 

^^  bc   '^  ax 

-*^  xxc  -^bx 

-4-  XX 

Ainfi  le  pla&  grand  diviièur  commun  des  deuit  fommes  efS 

cc^'^ac   ^ ab  :ssiO^ 
^^bc    ^ax 
—  ixc  -H  bx^ 
•4- XX 

On  divifera  l'ëquatibn,  dont  c  eft  fuppofée  Tinconnue ,  par 
ce  divifeur  commun ,  Se  Ton  trouvera  le  quotient  ^-f-x^s  o  ,* 
qui  contient  une  racine  de  la  propofée,  qui  eftx=s=  -^^/s. 
pour  avoir  les  deux  autres ,  on  partagera  le  divifèur  commun:^ 
en  deux  fommes,  mettant  dans  U  première  les  grandeurs  oxxt 
fe  trouve  a^  &c  les  autres  dans  la  féconde  3  &  Ton  aura 

^^ac-¥ab  lèx   cc^^bc    ^bx 

-^aK  -^2x^-»-x<  <^î} 


L 


o 


ri4  Analyse   dimontke^e. 

Divifiintla  OTemîerepaT — a^  l'on  aura  pouHa première /« 
i,— x^  qui  divifç  exaâement  la  fécondes  aînfi  c — i — x^=l^^ 
conrienc  une  féconde  racine  de  la  propofée  ^  qui  eft  x  s=s  ^ 
— -  â.    Divifànt  a:  ---  ac  -^-^^^sso  ,  paxr -~^-p-;cs==p^ 

^  XX 

Ton  trouvera  le  quotient  c  —  a  —  xsac,  qui  condeojcift 
troificme  racine  qui  eft  xsssif'^^a. 

DèmmfiroÈion  de  la  feumdi  méthode. 

X  L  eft  évident  que  les  diyifêurs  exaâs^  de  TéquatioQ  qu'09 
a  ordonnée  par  raport  à  une  des  lettres  connues  <]e  la  pro- 
pofée, regardée  comme  inconnue ,  font  auâ^  des  diyifeurs 
exaâs  de  la  propofée  j  .&  que  s'ils  contiennent  Tinconnup 
^x6tcx7.  linéaire  x  de  la  propofée,  *  ils  en  contiennent  les  ra<^ines^ 
s'ils  ^contiennent  les  puiflances  de  t'inconnue  x  de  la  propo* 
fée ,  -ce  font  les  équations  commenfurables  plus  fimples  que 
la  propofée,  dont  elle  eft  le  produit  :  Or  la  méthode  fait 
trouver  ces  dsvifëurs  exaâs ,  lorfqu'il  y  en  a  j  elle  fait  donc 
trouver  ies  racines  commenfurables  4e  la  propofée ,  ou  les 
.équations  commenfurables  plus  fîmples  que  la  propofée^ 
4ont  elle  eft  le  produit. 

Trùifiéme  méthode  par  le  moyen  des  ffAnfformAtionSp 

Remarques  neceffams  four  concevoir  clairement 

cette  méthode. 

C-rETTE  troîfiéfne  méthode  fervira  à  abréger  lainéthode 
generde  du.premîer  Problème,  principalement  dans  les  équa- 
tions numériques  3  elle  s*étend  auilî  aux  équations  littérales^ 
mais  les  deux  méthodes  qui  précèdent,  font  ordinairemenc 
\^s  plus  courtes  de  toutes  pour  ces  ^équations. 

La  longueur  de  la  .méthôde^generale  du  premier  Problême 
pour  trouver  les  racines  d'une  équation'  comppfée ,  vient 
de  ce  qu'étant  neceflàire  de  divifër  cette  équation  par  une 
équation  fîmple  qui  contienne  Vinconnue  plus  ou  moins  un 
dés  divifèurs  <lu  dernier  terme  5  quand  ce  dernier  teime  % 
beaucoup  de  dîvifeurs,  il  y  a  beaucoup  de  divifions  à  faire ^ 
avant  de  trouva  Jes  équations  fimpUs,  qui  en  font  les  di- 


«, 


* 
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TÎfëars  \  ainfi  U  manière  <l'abreger  cette  méthode  ^  feroit  de 
diminuer  le  nombre  des  divî/èursdu  dernier  terme  deiapro* 
pofée,  ou  de  pouvoir  dîftinguer  parmi  ces  diviièurs  ceux-là 
içulement  qui  font  utiles ,  &  de  laifTer  les  autres. 

Cela  fe  peut  faire  par  le  moyen  des  transformations  j  i^. 
en  trouvant  une  transformée  dont  le  dernier  terme  contienne 
moins  de  divifeurs  que  la  propofée  ^  par  cette  manière  on 
trouvera  plus  facilement  les  racines  delà  transformée,  qui  ^ 
feront  enîiiite connoître  celles  delà  propofée.  lo.  En  trou- 
vant une  ou  plusieurs  transformées,  dont  les  racines  foienc 
celles  de  la  propofée  augmentées  ou  diminuées  d'une  gran* 
deur  connue  ^  car  les  racines  de  ces  transformées  étant  di* 
minuées  ou  augmentées  de  la  même  ^randeqr  connue,  fe- 
ront celles  de  la  propofée  ^  &  ces  racmes  des  transformées 
devant  être  des  aivifeurs'de  leurs  derniers  termes,  en  dîmî* 
nuant  ou  augmentant  tous  les  divifeurs  des  derniers  tO-mes 
de  ces  transformées  de  la  même  grandeur  connue,  il  efl  évi-i 
dent  qu'il  n'y  aura  que  les  divifeurs  ainfî  diminuez  ou  aug^ 
mentez ,  qui  feront  communs  avec  les  divifeurs  du  dernier 
ter,me  de  la  propofée,  qui  pourront  être  les  racines  de;  la 
propofée  j  ce  qui  fera  diftinguer  parmi  tous  les  divifeurs  da 
dernier  terme  de  la  propofée,  ceux-là  feulement  qui  en  pour* 
ront  être  les  racines. 

Adaîs  comme  l'on  n'a  befoîn  que  des  feuls  derniers  termes 
4e$  transformées ,  il  faut  fe  fouvenîr  pour  abréger  le  calcul , 
i^.  qu'en  fubttituant  une  grandeur  connue  pofîtive  dans  la 
propofée  à  la  place  de  l'inconnue ,  *  la  fomme  de  toutes  les  *  30, 
grandeurs  de  réquation ,  après  la  fubflîtutîon ,  eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée ,  dont  les  racines  feroîent  celles 
de  la  propofée  diminuées  de  cette  même  grandeur  connue: 
1^.  qu*en  futflituant  une  grandeur  connue  négative  dans  la 
propofée  â  la  place  de  l'inconnue,  *  la  fomme  de  toutes  les  ♦  30; 
grandeurs  de  l'équation ,  après  la  fubflîtution,  eft  le  dernier 
terme  delà  transformée,  dont  les  racines  feroîent  celles  de 
la  propofée  augmentées  de  la  même  grandeur  connue.  Et 
dans  ce  dernier  cas ,  il  fuffit  de  fabltttucr  la  grandeur  connue 
comme  G  elle  étoit  pofîcîve ,  &  de  changer  tous  les  fîgnes 
des  termes  où  les  puiffances  de  l*inconnue  ont  dts  expofans' 
impairs  j  c'eft-à-dire,  011  il  y  a  x,  x\  x\  &c.  Ces  chofes  fup- 
pofées.  Voici  la  troifiérac  méthode.  -' 


jz^  Analyse    demontre'e. 

6  2 .  ^éthodf  f9»f  trions  former  ime  équation  prbpo/ée  t»  mt 
éutri^  dont  le  dernier  terme  ait  moins  de  drvifiurs^ 
que  le  dernier  terme  de  U  propofée^ 
PREMIER     Cas. 

^^ANB  les  fuijfances  de  fuite  £un  divifeurdu  CQèficientiw 
fécond  terme  ^  font  des  divifeurs  de  tous  les  termes  fuivansî  ^ 
quand  le  fécond  terme  étant  ev/tnoui  3  lesfuiffances  de  fuite:  d'uif 
quarré  divtfeut  du  coëficient  du  troifiéme  terme^^font  des  divi^ 
fcurs  de  tous  les  termes  fuivans. 

L  faut  trouver  la  transformée ,  dont  les  racîïies  foîent  les» 
racines  de  Téquation ,  divîfées  par  le  divîfeur  du  fécond  ter- 
me, dont  les  puîflances  prîfes  de  fuite,  font  des  divifeurs  des 
coëficiens  fuivans  &  du  dernier  terme  5  &  le  dernier  terme 
de  la  transformée  aura  beaucoup  moins  de  divifeurs  que  ce- 
lui de  la  propofée, 

Lorfque  le  fecond  terme  eft  évanoui ,  il  faut  trouver  la' 
transformée^  dont  les  racines  foient  les  racines  de  la  propo- 
fee,  divifées  par  la  rstcinedu  quarré  divifèuc  du  troifîémé' 
terme ,  dont  les  puiffances  prîfes  de  fuit^  /  font  des  divifeurs^ 
des  coëficiens  fuivans  &  du  dernier  terme. 

Exemple      L 

JPOuR  transformer  Téquation^'— 4xAr-*-ux — i^=^a^ 
en  une  autre  •  dont  le  dernier  ternie  ait  moins  de  divifeurs/ 
que  144,  qui  en  a  beaucoup^  je  remarque  que  les  puîflances 
4  &  8  de  2 ,  qui  eft  un  divifeur  du  fçiK)nd  terme  4 ,  font  dei 
divifeurs  de  iz  &  de  144  j  c*eft-à-dîre4,  quarré  de  z  ,  eft  àU 
yifeur  de  iz  ,  &  8  cube  de  z  y  Teft  de  144. 

Je  divife  chaque  racine  de  la  propofce  par  z ,  c*eft-à-dîre^ 

t    X    je  fuppofe  *  f  =j^  y  d'où  je  tire  x  =  zj^  ^  je  fais  la  fubftitu- 

fcTr^w^r-  ^*^"  ^^  ^^^^^  valeur  de  x ,  à  la  place  de  x^  dans  la  propofée^ 

nrnion.      ce  qui  fe  fait  par  abrégé ,  en  divifant  4  par  2 ,  iz  par  4, 144 

par  8  î  je  trouve  la  transformée^'  —  y^y  ■+•  3/  —  18  =  0,. 

dont  le  dernier  terme  1 8  a  bien  nwîns  de  divifeurs  que  144. 

Jt^es  divifeurs  de  1 8  font  i.  z^  j«  6.  9.  18. 

Je  trouve  que  y^  —  y^  -*-  3/  —  1 8  =  o  ,  fe  divife  exaâte- 
ment  par  14—  3  ==  q  ,  &  que  le  quotient  eftj^  -h  1/  -1-  6 
=5  o.  Ainfw-  3  eft  une  racine  po.fîtive  de  la  transformée  j  le 
^quotient  contient  les  deux  autres  qui  font  imaginaires,  £n . 
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lubftîcuânt  3  à  la  place  de/  dans  x  as;  ly^  Ton  aora  x  se  6 V 
ainiî  6  eft.la  racine  de  la  propofée« 

Exemple     IL 

S  O I T  la  prppofëe  x^ — 144;^  — 103  68  ==2  o ,  dont  le  der-: 
nier  terme  a  beaucoup  de  divîfeurs ,  mais  il  eft  divîfible  par 
la  troifîéme  puiiTance  de  1 2  j  &  le  troifiéme  terme  144^:  eft 
idivifible  par  le  quarré  de  12. 

Il  faut  transformer  cette  équation  en  une  autre  qui  foit 
telle ,  que  les  racines  de  la  propofce  ^  divifces  par  12 ,  foient 
celles  de  la  transformée  j  aînfî  il  faut  fuppofer  a:  =  i  ly  j  & 
après  la  fubftitutiôn ,  qui  fe  fait  par  abrégé ,  *  en  dîvifànt  144    *  rg^ 
par  144  quarré  de  12  ,  &  10368  par  1728  cube  de  12,  l'on  s'tfamfifi 
aura  la  transformée^' —  \y —  6  =  0,  dont  le  dernier  terme  '"*^^^** 
6 ,  n*a  que  les  divîfeurs  1.2.3.6.     ^ 

Dîvilant  cette  transformée  par  j/ -^  2  è=s  o ,  la  dîvifîon  fe 
fait  fans  refte  y  &  Ton  trouve  le  quotient  yy  •+•  2y  ^  3  =  o. 
Ainfi  -H  2  eft  une  racine  pofîtive  de  la  transformée  5  &  les 
deux  autres  que  contient  le  quotient  ^  font  imaginaires. 

Subftituant  -h  2  à  la  place  à^y  dans  a:  =  i2v  ^  Ton  a  x==  24  ' 
ainiî  -H  14  eft  la  racine  de  la  propofée.  ^ 

Second  cas  pour  toutes  les  équations. 

T  RANSFO  RMER  une  équation^  dont  le  dernier  terme  a 
beaucoup  de  divifeurs  ^  en  une  autre  dont  le  dernier  terme  en  ait 
moins ,  lorfque  l'équation  n*a  pas  les  conditions  du  premier  casl^ 

O  O  I T  la  propoféc  x' —  xoxx  -+•  19A:  —  24  =  o ,  qu*îl  faut 
transformer  en  une  autre  ^  dont  le  dernier  terme  ait  moins 
de  divîfeurs  oue  celui  de  la  propofée. 

II  faut  fubftîtuer  dans  la  propofée,  â  la  place  de  at  &  de 
fes  puîflances,  i^  Tunicé ,  c'eft-à^dîre  h-  c  3  2^  — i  j  3^  -h  2 
&  ies  puilTances  »  4°.  -~  2  &  fes  puîflances  -,  &  ainfi  de  fuite 
^  3 ,  —  3  ^  &c.  Il  faut  prendre  la  fomme  des  grandeurs  de 
Téquation  après  chaque  fubftitutiôn. 

Quand  on  en  trouvera  une  qui  a  moins  de  divîfeurs  que 
le  dernier  terme  de  la  propofée  ,  il  faudra  fuppofer  Tincan* 
nue  de  la  propofée  x  =^y  -h  ou  —  le  nombre  dont  la  fub- 
ftitutiôn a  donné  la  fomme  qui  a  le  moins  de  divîfeurs  ,  8c, 
fubftîtuer  cette  valeur  de  ;tf^,  à  la  place  de  x^  dans  la  pro.»^ 
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i>ofée  j  &  Ton  aura  une  transformée ,  dont  le  dernier  cermè 

aura  moins  de  divîfèurs  que' celui  de  la  propofée. 

Il  faut  en  chercher  les  racines  ^  &  quand  on  les  aurai 
trouvées,  elles  feront  connoître  celles  de  la  propofée; 

En  (ubftituant  -h  i  dans  Texemple  propofë  x'—  loxx 
•f-  \$rx  —  24==  o,  d  la  place  de  x.  Ton  trouve  i  — 10-4*19 
• —  14  =  —  14  :  or  14  a  moins  de  divîfèurs  que  14.  C*eft 
pourquoi  je  fuppofe  x  =y  -h  i  ^  &;  fubftituant  j  -h  i  &  fe$ 
puîflTanccs  ,  à  la  place  de  x  &  de  fçs  puîffànces ,  dans  la  pro. 
pofée ,  je  trouve  la  transformée  fuivantey  —  jyy  ^ly  — 14 
5=5  o.  Les  divîfèurs  du  dernier  terme  font  i .  1 . 7 .  14.  Cette 
transformée  fe  divife  exactement  par  j^  —  76=  o ,  &  le  quo- 
'  tient  eft  j^  -4^  2  =  o  $  aihfî  j^  =s  7 ,  &  fubftîtuant  7  â  la  place 
ûty ,  dans  x  ^=^y  -4- 1 ,  je  trouva  x  =  8  j  ainfi  8  eft  une  ra- 
xîne  pofîcîve.  de  la  propofée. 

^3 .   Mithade  four  fairt  iifiinyieT  parmi  Us  divifeurs  du  dernier  terme 

£une  équation^  ceux  qui  en  peuvent  ttre  les  racines. 

10.  X'L  f^ut  fubilîtuer  fucceffivement  dans  la  propofée  i .  z. 
3  ;  4 ,  &c.  à  la  place  de  Tihconnue. 

2^  Il  faut  prendre  la  fomme  de  toutes  les  grandeurs  & 
réquation ,  après  la  fubftitution  de  chacun  de  ces  nombres, 
&  Ton  aura  autant  de  fommes  qu'on  a  fubftitué  de  nombres. 

3*^.  Il  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  là 
propofée ,  &  tous  les  divifeurs  de  chacune  de  ces  fommes. 
•  4^  Il  faut  ajourer  à  tous  les  divifeurs  de  chaque  fomme, 
le  nombre  dont  la  fubftitution  a  donné  la  fomme  de  laquelle 
ils  font  divifeurs  j  &  après  les  avoir  ainfi  augmentez  ,  leur 
ajouter  le  figne-n,  c*eft-à- dire ,  les  regarder  comme  pofitifs. 

Il  faut  retrancher  de  tous  les  mêmes  divifeiys  de  chaque 
fomme  ,  le  même  nombre  dont  la  fiibftîtiitîon  a  donné  la 
fomme  de  laquelle  ils  font  les  dîvifeurs ,  marquant  h^  devant 
les  reftes  de  ceux  qui  étoient  moindres  que  le  nombre  qu'on 
en  a  retranché ,  &  le  fîgne  —  devant  les  reftes  de  ceux  qui 
étoient  plus  grands. 

5®.  Il  faut  choifir  parmi  tous  les  divifeurs  augmentez  pofi- 
tîfs  de  chaque  fomme ,  ceux-là  feulement  qui  tont  communs 
avec  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  j  &  ce 
feront  les  feuls  qui  pourront  être  les  racines  pofitives  de  la 
propofée  j  ainfi  il  faudra  divifer  la  propofée  par  x  moins 

chacun 
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cliaeun  de  ces  divifeurs  communs  ^  &  les  divifions  qui  fe  fefonc 
lans  refte^  feront  connoîcreies  racines  poiîtives  de  la  propofee» 
On  choifira  de  même  parmi  les  divifeurs  négatifs  dimi« 
Buez,  (ïeux-lâ  feulement  qui  font  communs  avec  les  divifeurs 
du  dernier  terme  de  la  propofée,  &  on  divifèra  la  propofée 
pir  X  plus  chacun  de  ces  divifeurs  ^  8c  lorfque  la  divifîoa 
iè  fera  fans  refte ,  on  connoitra  les  racines  négatives  de  la 
propofée. 

£     X    £    M    9     L    B 

L*Equation  propofée  efV  x'— icxx-i-i^x— 24SSO1 
on  fubflituera  i  •  z  •  3  . 4,  &c.  â  la  place xle  x,  comme  011I9 
voit  ici. 

*'— I OXX-I- 1 JX  —  24  saa  O. 
Z  I  X 

s  4  a 

*7        9          3 
^4.       '^       4 


^iiiij||gf_ 

Subftîtutîon  de  1 ,  -»-  î  —10-4-19  —  24  =3  — 14 
Subflitution de  2 ,-4- 8  — 40  -f.  38—  24  =  ~i8 
Subflicution de  5, -h 27  —  90  -1-57  —  24=5—30 
Subfticution de 4, -4^  64— i6o-+-76  --—24  =: — 44. 


Divifeurs  de  24,    1 .  2 .  3  . 4.  6  •  8 .  1 2  .  24. 


Divifeurs  de  14,  1.1.7. 14. 
Divifeurs  dei8,i.2.3;6.9«i8. 
Divifeursde  30,  1.2.3.5.6.  10.  15.  30, 
Divifeurs  de  44,  i.  2  .4. 11.22.44. 

r  ^     r 

Divifeurs  de  14  augmentez  de  Tunité,-*-  2 ,  h 
Divifeursde  14  diminuez  de  i,      o,  —  i , 
Divifeurs  de  18  augmentez  de  2,  -4-3,-4-4, 
Divifeursde  18  diminuez  de  2,-4-1,      o, 
Divifeurs  de50  augmentez  de  3 ,  -*-  4,  -H  5 , 
Divifeurs  de  30  diminuez  de  3,  -4-  2,  -t-  i, 
Divifeurs  de  44  augmentez  de  4, -4- 5,  -H  6, 

Divifeurs  de  44  diminuez  de  4,  -h  3  ^  -H  2 , 
Tome  /. 


jr^o  Analyse    demohtre'e. 

.  Après  avoir  ainfî  ^c  les  fubfticutions  de  1,2,3,4}  trouv'é 
les  fomraes  après  Les  iubfUcutions ,  &  tous  les  divifeurs  de 
chaque  fommç  ^  fie  augmenté  &  diminué  tous  les  divifeurs 
d&  cliaqite  fomme ,  du  nombre  dont  la  fubftitution  a  fait 
trouver  la  fomme ,  &  bien  diftiogué  les  poiltifs  &  les  néga.^. 
tifs  y  il  faut  choidr  parmi  les  pofîtifs  les  leuls  qui  font  com- 
|nuns  à  chaque  fomme  &  aux  divifeurs  du  dernier  terme  24 
de  la  propofce. 

L*on  trouve  qu*il  n'y  a  que  8  qui  foie  commun  5  aînC  Von 
eft  réduit  à,  divifer  la  propofée  par  x  —  8  =  o ,  &  la  divifio» 
étant  exaâe.  Ton  a  une  racine  de  la  propofce  qui  eft  x  =  à,. 

L*on  chercheroit  de  même  fi  parmi  tous  les  divifeurs  né- 
gatifs de  toutes  les  fommes ,  i\  n'y  en  auroit  point  de  com- 
mun à  toutes  les  fommes  &  aux  divifeurs  de  145  &  s'il  y  en 
avoir  quelqu'un, on  ferokla  divifîon  delà  propofée  par  x^ 
ce  divifeur  commun  ^  &  fi  la  divifion  étoit  jufte,  on  auroic 
une  racine  négative  :  mais  il  n'y  en  a  aucun  dans  notre  exem« 
pie,  qui  ne  peut  avoir  que  des  racines  pofîcives ,  tous  les  ter^ 
xnQs  ayant  alternacivemcnt  -*-  &  — , 

Dèmonfiration  de  cette  mcthode. 

Hacûke  des  formes  qu'on  trouve  après  les  fubftitu^ 
tions  des  nombres  a  la  place  de  x  dans  la  propofée,  eft  le  der- 
nier terme  de  la  transformée,  dont  les  racines  poficives  font 
les  racines  pofitives  dc*la  propofée ,  diminuées  du  nombre- 
dont  la  fubftitu'tîon  a  donné  cette  fomma,  &  dont  les  raci- 
nes négatives  font  les  négatives  de  la  propofée ,  augmentées 
du  nombre  dont  la  fubftfcutron  a  donné  la  fomme,  &  donc 
enfin  les  racines  négatives  moindres  chacune  que  le  nombre 
fubftîtué ,  font  encore  celles  des  racines  pofitives  de  la  propo- 
fée moindres  que  le  même  nombre,  qui  étant  diminuées  de 
té  même  nombre  plus  grand  qu'elles,  font  devenues  négatL 
ves  dans  la  transformée ,  par  le  furplus  de  ce  nombre  fur  ces 
racines  pofitives.  Cela  eft  évident  par  le  troîfiéme  &  qua- 
*^â:}5^.  triéme .Corollaires  àts  transformations*,  qu'il  faut  fè  rendre 
familiers  pour  bien  entendre  cette  démonftratîon. 

D'où  il  fuit  que  les  racines  pofitives  des  transformées  étant 
augmentées  du  nombre  dont  la  fubftîtution  a  donné  leur 
dernier  terme,  font  les  racines  pofitives  de  la  propofée  ^  & 
les  racines  négatives  des  transformées  étant  diminuées  du 


fttënie  nombre ,  font  les  racines  ûcgatîves  de  k  prftpofce  j 
enfin  les  racines  négatives  des  transformées  moindres  qu6 
le  nombre  dont  la  fubftitution  a  donné  leur  dernier  tefrtie^ 
étant  retranchées  de  ce  nombre ,  les  quandtet  de  furpJuS 
font. les  racines  pofîtives  de  la  propofée  qui  font  moindres 
que  ce  nombre. 

Mais  dans  le  ttmpi  qu'on  ignoré  les  racines  dès  transfon. 
mées  &  de  la  propofée ,  on  regarde  tous  les  diviïèurs  des 
derniers  termes  des  transformées  comme  leurs  racines  -,  ainfi 
après  les  avoir  augmentez  du  nombre  qui  a  donné  le  derniet 
terme  de  chaque  transformée ,  on  peut  regarder  ces  dî- 
vifeurs  ainfi  augmentez  ^  comme  les  racines  pofîtives  de  la 

I)ropofée  j  &  après  les  avoir  diminuez  du  même  nombre ,  on 
es  peut  regarder  comme  les  racines  négatives  de  la  propo- 
fée i  &  enhn  après  avoir  retranché  du  nombre  qui  a  donné  * 
le  dernier  terme  d'une  transformée  ,  les  divifeurs  moindres 
que  ce  nombre  ,  on  peut  regarder  les  refies  comme  les  rai- 
cînes  pofîtives  de  la  propofée ,  qui  font  moindres  que  ce 
nombre. 

Cependant  les  transformées  n'ayant  pas  d'autres  racines 
que  la  propofée  ^  fçavoir  les  pofîtives  de  la  propofée ,  dimt-' 
nuées  du  nombre  qui  a  donné  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée ,  &  les  négatives  augmentées  du  même,  nombre ,  îl 
faut  que  ceux  des  divifeurs  de  leurs  derniers  termes  qui  font 
leurs  racines ,  étant  augmentez  ou  diminuez  du  même  nom. 
bre  qui  a  donné  le  dernier  terme  de  la  transformée,  foien» 
égaux  aux  racines  de  la  propofée  >  &  par  confequent  ceuk 
d'une  transformée  à  ceux  de  rautre ,  &  que  les  mêmes  fbierft 
égaux  â  ceux  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée 
qui  en  font  les  racines. 

D'où  il  fuit  que  ceux  qui  ne  font  pas  communs,  ne  peuvent 
être  les  racines  de  la  propofée ,  &  qu'il  n'y  a  que  ceux  qui 
font  communs  qui  puiflent  en  être  les  racines.  La  méthode 
fait  donc  diftînguer  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la 
propofée,  qui  en  peuvent  être  les  racines  j  ce  qui  étôit  propofé. 

jipplication  de  la  méthode  précédente  aux  équations  littérales. 

S  0 1 T  AT^  —  xaxx  ^  aMc  -h  aab a=.c ,  doBt  il  faut  trouvât 

—  abx 
les  racines  par  cette  méthode. 


Il  faut  d'abord  crouver  tous  les  divifeurs  de  fou  dernieP^ 
terme  ,  qui  font  i ,  a^  by  aa^  aby  aab^ 

Il  n'y  aura  que  les  trois  premiers  qui  ferviront  j  les  autres 
ayant  deux  dimenfions ,  ne  peuvent  fërvir  à  former  les  cqua^ 
tions  fimples  par  lefquelles  il  faut  divifer  la  propofée  ^  pour 
.  en  trouver  les  racines. 

Il  faut  transformer  la  propofée  en  unt  autre  ^  dont  les 
racines  pofitives  foient  celles  de  la  propofée ,  din)inuées  d'une 
grandeur  connue ,  &  les  négatives  foient  les  négatives  de  la 
propofée ,  augmentées  de  la  même  grandeur  connue  j  c'eft^ài. 
dire  ^  il  faut  trouver  le  feul  dernier  terme  de  cette  trans* 
formée. 

On  prendra^ette  erandeur  connue  parmi  les  grandeurs 
connues  de  la  propolce  ^  on  fuppofera  ^  par  exemple ,  que 
c'eft  la. 

On  fera  la  fubftîtution  de  la^  au  lieu  de  x  dans  la  pro-^ 
pofée  y  &c  on  trouvera  que  la  fomme  des  grandeurs  de  Téqvia^ 
tion  y  après  la  fubftitution,  eft  i^'— ^^^^j  c*çft-à-dire,  e'eft 
Je  dernier  terme  de  la  transformée. 

Les  divifeurs  linéaires  de  cette  fomme  font  lyd^ta^^bi 
ceux  de  deux  dimenfions  font  inutiles. 

Les  augmentant  de  xa  ^  on  aura  -i-i4^-Hi,-f*3^j-H4^ 

Retranchant  de  ta  les  divifeurs  moindres  i  &  ^^  Ton 
aura  -«- 1^—  r ,  -»-  4^. 

Les  feules  grandeurs  pofitives  que  donne  k  transformée 
pour  trouver  les  racines  pofitives  de  la  propofée  ^  font  donc 

Retranchant  %a  du  divifeur  za  —  b^  Ton  aura  -^^  pour 
la  feule  grandeur  négative  que  donne  la  transformée  ^  pour 
trouver  les  racines  négatives  de  la  propofée. 

Or  il  n*y  a  que  la  grandeur  ^  a ,  parmi  les  pofitives^  de 
commune  avec  le  divifeur  -hn*  ^  du  dernier  terme  de  la  pro- 
pose j  ainfî  il  faut  voir  fi  la  propofée  peut  être  divifée  par 
X— -^sso;  &la  divifion  fe  faiiant  fans  refle ,  x  — ^  ==  Q 
contient  une  racine  de  la  propofée ,  qui  efl  x  =  /^  j  &  le 
quotient  xx  —  ^x  — -  ^^  sas  o ,  contient  les  deux  autres ,  qui 

'is)VlCj(zsB^a't-V^aat^ab,èCx9Bs:j;é(^^Vj^aa'^ab. 
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SECTION     III. 

Oà  Ion  explique  U  méthode  générale  pour  trouver  pAf 
Analy/è  toutes  les  équations  commenjurahlesplusfimm 
pies  y  dont  une  équation  compo/ee  efi  le  produit  s  cefi^éL* 
dire  ^  U  métbodf  de  U  réduire  au  moindre  degré. 

D  É  B  I  N  I  T  X  o  n; 

TOuTE  équation  coitipofce,  qu'on  fijppoft  fans  incom:: 
nienfurables ,  peut  être  diyifëe  fani  réfte  par  des  équa. 
tions  commenfurables  plus  fimples  qu'elle  n^eft  j  ou  bien  elle 
ne  le  peur  pâ^s. 

Lorfqu*elle  peut  être  ainfî  dîvifée ,  on-  dîr  qu'elle  eft  rL 
duEiible^  &  qu^elte  n'eft  pas  du  degré  oà  elle  fe  trouve ,  nrftîs 
feulement  des  degrez  plus  fimpl^s ,  dont  font  les  équations 
plus  fimplcs  ^  par  lefquelles  elle  peut  être  exaâement  àWu 
fée ,  fuppofé  que  ces  équations  plus  iîmples  ne  puiffenç  pa^ 
êtjre  divifécs  par  d'autres  équations  cômmenfiirables  encore 
plus  Amples.  ' 

Mais  lorfqu'ellè  ne  peut  être  aîhfi  dîvifée  fans  refte  par 
d^autres  équations  commenfurables  plus  fîniples  ,  on  die 
qu'elle  t^  irfédufiibU  y  &  qu'elle  eft  du  degré  où  elle  fe 
trouve. 

Ainfi  une  équadocf^  àtk  cinquième'  degfé'^  par  exemple  , 
qui  ne  peut  être  divîfée  fkns  refte  ,  par  aucune  équatiom 
commenfurable  plus  ûm^le  ^c&f  ifréduRîile  j  &  elle  eft' pro- 
prement du^  cinquième  degré. 

Mais  une  équation  du  cinquième  degré ,  qui  peut  être  dî- 
vîfce  fans  refte  par  une  équation  irréduâîWe  du  fécond  de- 
gré ,  &  par  une  équation  îrréduftible  d«  troifiéme  degré , 
eft  nédufiiSle ,  &  elle  n'eft  pas  proprement  du  cinquième  de- 
gré j.mais  du  fécond  &  du^troîfîéme  degré« 

R    E    M   A  R.   Q^O    B  s;  .       . 

P  Ôu R  faire  le  dénombrement  exaâ  des  équations  com.^ 
menfurabies  plus  (impies^  par  lefquelles  les  équations compo^  - 
'fces  réduAibîes  de  chaque  degré,  peuvent  être  divifécs  fans 
jrefte ,  on  peut  due  que  dans  chaque  degré  elles  ne  le  peu* 

R  11) 
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yonc  ce  même  nombre. 

On  peut  partager  le  nombre  3  qui  exprime  le  troîfiéme 
degré  :  lo.  en  i ,  i ,  i  j  lo.  en  i ,  1. 

•  Aînfî  les  équations  du  troifiéme  degré  ne  peuvent  £tre  ré^ 
duétibles  qu'en  trois  équations  du  premier  degré ,  ou  en  deux 
xiquations ,  l'une  du  premier ,  &  Tautre  du  fécond  degré. 

On  peut  partager  le  nombre  4  qui  exprime  le  quatrième 
degré: jo.  en  i,  I3  i^  i  j  1^.  en  i,  i,  1  j  5^.  en  1,3  5  4^en  2,2. 
Ainfi  les  équations  réductibles  du  4c  degré  ne  peuvent  être 
divifées  fans  refte  que  par  quatre  équations  chacune,  du  pre- 
mier degré  5  ou  par  trois^  dont  deux  foient  du  premier ,  &  la 
troîfiéme  du  fécond  degré  j  pu  par  deux,  dont  Tune  foit  dtt 
premier,  &  Tautre  du  troifiéme  degré 5  ou  par  deux,  dont 
chacune  foit  du&cond  degré. 

On  peut  appliquer  facilement  ce  qu'ion  ^îent  de  dire  aux 
4egrez  plus  élevez. 

Ilôrfqu'on  cherche  les  équations  commenfurables  plus 
fimples  ^  par  lefquelles  une  équation  compofce  peut  être 
ex^ement  dîvifée ,  Tordre  naturel  &  la  facilité  de  l'opéra- 
tion exigent  qu'on  commence  par  les  plus  fimples  j  c'eft-à- 
<fire ,  1°.  qu^on  cherche  les  équations  du  premier  degré  par 
lefquelles  elle  peut  être  divîfce  4  &  après  en  avoir  trouve 
«ne  ^  qtfon  cherche  encare  fi  le  quotient  peut  être  divifé 
par  une  équation  du  premier  degré ,  en  continuant  ainfi 
jufqu'à  ce  qul'on  trouve  un  quotient  qui  ne  puiile  être  divifé 
par  une  équation  du  premier  degré  :  i^.  fi  la  propofée  ne 
peut  être  divifée  par  une  jéquation  du  premier  degré ,  ou  fl 
Ton  eft  arrivé  â  un  quotient  qui  ne  le  puiffe  être  ,il  faut  cher- 
cher fi  elle,  ou  le  quotient  ne  peuvent  point  être  divifez  par 
«ne  du  fécond  degré  y&cûon  n*en  peut  trouver  du  fécond 
degré  ,îl  en  faut  chercher  une  du  troifiéme  -,  &  ainfi  dé  fuite, 
«le  pailant  aux  degrez  plus  compofez ,  qu*après  être  aflliré 
qu'on  ne  peut  trouver  d'équations  plus  fimples ,  qui  faifent 
exadeinent  la  divifion  de  la  propofée. 

Il  faut  même  remarquer ,  qu'en  cherchant  ainfi  les  équa. 
tîons  commenfurables  plus  fimples ,  qui  font  des  divifèurs 
£xads  d'»ne  propofée  ,  il  faut  fe  borner  i  celle .  dont  le 
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degré  eft  la  moitié  du  degré  de  lapropofée,  lorfquelâ  pro. 
polce  eft  d*un  degré  pair  -,  par  exemple ,  fi  elle  ett  du  qua- 
trîéme  degré ,  il  ne  faut  pas  paflèr  le  fécond  j  fi  elle  eft  du 
fixîéme,  ne  pas  pafler  le  troifiérae,  &c.  &  fi  la  propofée  èft 
d'un  degré  impair,  il  f^ut  fe  borner  â  Téquation  qui  eft  moin- 
dre d'un  demi  que  la  moitié  du  degré  de  la  propofée  -,  ainfî 
il  faut  fe  borner  â  une  équation  du  fécond  degré ,  lorfque 
la  propofee  eft  du  cinquième  degré  j,  à  une  du  troifîémc,.lorf. 
que  k  propofée  eft  du  feptiéme ,  &c^ 

Là  raifon  eft  que  y  quand  on  aura  cei»  équations  moindres^ 
jufqu'a  celle  du  degré ,  qui  eft  la  moitié  de  celui  de  la  pro* 
pofce ,.  ou  d'un  demi  moindre  que  la  moitié  de  celui  de  là. 
propofée,  en-  divifant  la  propofée  par  ces  équations  moindres,, 
les  quotiens  font  les^  équations  plus  élevées,  dont  la  propo- 
sée eft  le  produit  ^  &  fi  Ton  ne  trouve  aucune  de  ces  équa« 
tîons  moindres^  on  eft  afluré  que  la.  propofée  n'eft  pas  divi* 
fiblepar  les  équations  plus  élevées ,  puifqu'elle  ne  le  f^auroît 
être  par  ces  équations  plus  élevées ,  qu'elle  ne  le  foit  âuflî  par 
les  moindres,,  dont  le  degré  joint  avec  celui  des  plus  élevéesr, 
feroît  le  degré  de  Tcquation  propofée^  ' 

D'où  il  fuit,  que  fi  une  équation  du  troîfîéme  degré  ne  fè 
peut  divifer  par  une  du  premier  degré ,  elle  eft  irréduâible  ) 
n  une  du  quatrième  ne  peut  être  divifée  par  une  du  pre- 
mier^ &  par  une  du  fécond,  elle  eft  irréduâible  ^  fi  une  du 
cinquième  ne  le  peut  être  par  une  du  premier,  ou  par  une 
du  fécond,  elle  eft  irréduâible,  &  ainfi  de  fuite. 

On  a  déjà  donné  la  méthode  générale  pour  trouver  les 
équations  commenfurables  du  premier  degré,  par  lefquêlles 
une  équation  compofée  peut  être  exadement  divifée  ^  ainfi 
ofn  fuppofera  dans  cette feûion,  qu'on  a  déjà  trouvé  toutes 
les  équations  fimples  commenfurables  du  premier  degré  ,. 
par  lefquelles  une  équation  compofée  peut  être  exademenc 
divifée ,,  &  qu'il  ne  s'agft  plus  que  de  trouver  les  autres  équa- 
tions commenfurables  du  fécond  ^  troîfiéme  degré ,  &c.  par 
lefquelles  elle  peut  fe  divifer  exadement.  On  ne  parlera  point 
du  troifîéme  degré ,  puifqu'îl  fuffit  de  trouver  fi  une  équa* 
tîon  du  troifiéme  degré  peut  ou  ne  peut  pas  fe  divifer  fans 
refté  par  une  équation  du  premier  degré ,  pour  fçavoir  fi  elle 
eft  rédudîble  ou  irrcdudîble. 

On  n'appli(][uera  auffî  les  méthodes  (^u'bn  va  donner,  qu'au» 


• 
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équadons  du  quatrième ,  cinquième  &  fixicmc  degré  ^  pâr-i 
ceque  dans  l'ulàge  ordinaire ,  on  n'a  pas  Jbefoin  des  .degrez 
plus  élevé?: ,  ou  ies  calculs  /ont  immenfes  j  cependaac  x:es 
méthodes  peuvent  s'iéteodre  à  tous  les  degrez. 

Pour  mettre  de  Pordre  dans  cette  fedion ,  on  expliquera^ 
j«.  la  méthode  de  trouver  les  équations  commenfurablesdig 
fécond  degré,  par  lefquelles  les  équations  du  quatrième, xiiii« 
quiéme  &  fixiéme  degré  peuvent  être  divifées  exaâemenc, 
lorfqu*iI  manque  quclq.ue  terme  dans  xuie  de  ces  équations 
du  fécond  degré,  dont  eUps  .font|e  produit  ^  comme  auffi  la 
méthode  de  trouver  les  équations  du  fécond  ,  troHîcme  8c 
quatrième  degré,  dor^tle^  équations  du  cinquième  &  fixié- 
me peuvent  être  le  produit ,  Jorfqu'il  manque  quelque  ter- 
jiie  dans  celle  de.cçs  deux  équaftîons  plu$  iîmples,  qui  eft  du 
troifipme  deg^é ,  ou  dju  quatrième.  z'\  I^  méthode  de  trou- 
ver  les  mêmes  équatioqs  commenfurables  plus  fimples ,  par 
lefquelles  les  équations  du  quatrième,  cinquième  &  fixiéme 
degré  peuvent  être  divifées  fans  refte ,  lorfqu'il  ne  manque 
aucun  terme  dans  ççjî  équatîoosp.lii?.fîi^ple^^ 

PROBLEME     m 

•4.  STJI  0  V  VER  ies  équations  tommenfurahlis  du  fécond  de^ii 
far  UJqueUes  une  équation  tèàuïHbU  du  quatrième  feut  être 
divifee  fans  refte  y  lorfque  le  fécond  terme  manque  dans  une  de 
tes  équations  du  fécond  de^é.  Trouver  t équation  du  fécond 
degré  ,  ^  ce  Se  du  troifiénu  ou  du  quatrième^  far  LefqueUes  let 
équations  réduEHkles  du  cinquième  ^  fixiéme  degré  peuvent 
être  divtpes  fans  refle  ,  lorfqvlil  manque  quelque  terme  danê 
S  une  ou  t  autre  de  ces  équations  du  fécond^  troifiéme^  ou  qua^ 
friéme  degré.  Trouver. enfin  les  deux  équations  chacune  du  troi* 
fiéme  degré^  farlefqueBes  une  équation  réduHibU  du  fixiéme  de^ 
gré  y  feut  être  àivi fée  fans  refie ,  lorfqi^  il  manque  un  ouflufieuri 
'   termes  dans  m^  de  ces  équations  f /us  fimf  les  du  trùifiéme  degre^ 

.Méthode. 

i^  JL  OuiL  le  trouver  gençralfsment  ^  il  faut  fuppofcr  que 
toutes  les  éqt^atîpns  du  quatrième ,  cinquième  6c  fixîçmf 
^egré,  font  exprimées  par  ces  formules* 
X*  -•-  «x*  -h  fxx  ^  qx   -H  r  s=j  0. 
X  4-  nx  r^  fx  -4-  qx^"^  rxihSssiO» 
fc"  p*-  nx^  1+-  fx^  *+•  q^  -^crxx  -*-  /x  -h  /= o; 

Le» 
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IL'es  fcctres  »,  /,  f  ^  &c.  marquent  d'une  maïueré  générale 
les  cocficîens  avec  leurs  figues  j  c*eft.à-dire ,  quoique  cçs 
lettres  n^  f^  qy  &c.  ayent  les  lignes -►-,  il  fauc  fuppofer  que 
ces  fignés  marquent  ceux  des  termes  des  équations  qu'cx^ 
wiment'ces  formules^  &  quand  ils  marquent  des  moins  ^  il 
Faut  changer  les  fignes  dans  les  formules  qu'on  trouvera  dam 
lies  ré£>tu«ionis  devant  ces  lettres ,  aux  degrez  impairs  -^  par 
exetop^le^  fi-h«  marque  un  cocfîcient  négatif^  on  marquera 
dans  les  formules  des  rëfblutions  le  fîgne — devant  n  3  n\  &c^ 
Lorfqu*il  manquera  quelques  termes  dans  les  équations  que 
xepréfèntent  les  formules ,  on  fuppofera  les  mêmes  termes 
des  formules  égaux  à  zéro. 

îc>.  Il  fautiuppofèr  les  deux  équations  plus  fimpîes  qu'on 
cherche  y  exprimées  d'une  manière  indéterminée ,  c'cft-â- 
dire  y  de  manière  que  chacune  ait  la  même  inconnue  x  que 
la  propofée  y  fie  que  le&  cocficîens  de  leurs  termes  foient  mar-^ 
quez  par  des  lettres  indétermÎBées  ^  on  prendra  pour  ce» 
lettres  ind-cterrohiées  y  les  lettres/,  g^  h,iy  kyl^my  laiflant 
les  lettres  a^  &y  Cy  dy  r^  pour  marquer  les  grandeurs  con^ 
Bues  &  déterminées j  tes  lettres  Vy.Xyyy  x^y  pour  marquer 
Les  îaconnues  j  &  les  lettres  »,./,  q^^^  Sy  ty  pour  marquer 
ies  coëficiens  à^s  fornmleis  d^tme  manière  générale». 

Ainfî  pour  le  quatrième  degré ,  on  fuppoiëra  que  les  équa*. 
rions  du  fccoŒpd  diegré  qu'on  cherche ^  lont  xx-+-/x-4-g  =»=  o^ 
fie  xx-^hx  Hh  i  =£  o  ^  pour  le  cinquième  degré  j  xx  -^fx  -h  g 
sas  a ,  &  AT^-ir iforjc  -H  ix  -4-  it=  G  j  pour  le  fixiéme  degrés 
xx  -H  /i:  -H  g  «s  a  „  fit  X*  -«-  ^x*  -4-  ixx  -4-  ^  -►-  /  =  o  j  ou 
bien  lorfcpie  l'om  cherche  pour  le  fixiéme  degré  deux  équa^ 
ttovks  chacune  da  troifiéme  degrér,  on  fûppo&ra  x^-h/cjk? 

H-gx -4-^  =  0^  ÔC  x^-K/xxH-^x-4-/=0. 

Mais  parce^edans  cePiroblêmc  on  fuppofe  que  le  fécond 
tieriaae  manque  dans  uoe  des  deux  équations  plus  fimples  ^ 
on  iùppofera  dans  le  quatrième  degré  xx^fx  -Hg=s  o, 
fie  XX  -+-  /  =  o  ^  pour  le  cinquième  degré ,  xx  -h/x  -+-g  ==  o  ,« 
Çc  x'-i^/x-hAssssOj  pour  le  fixiéme^  xx-h-/x-Hg=s:»o,  ô£ 
x^-^-/xx^-hAx:-|f  isssOj  oubien  x'-hgx^pA3380,.&xl^-*ï•/XJ^ 
•h  ^-f-  /=  o.  ' 

Si  c'ëtoit  quelqu'àutre  terme  qui  manquât  dans  Tuneou* 
l'autre  des  deux  équations  plus  fimples  de  chaque  degré,  on. 
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fuppoferoît  dans  les  équations  indéterminées  qu'on  vient  de 
former ,  que  ces  termes  font  évanouis. 

30.  Il  faut  multiplier  les  deux  équations  indéterminées 
qui  font  pour  chaque  degré,  Tune  par  Tautre,  &  Itur  pro- 
duit  fera  une  équation  indéterminée  du  même  degré  que  la 
propofée. 

On  fuppofèra  chaque  terme  de  cette  équation  indéter- 
minée (  excepté  le  premier  )  égal  à  celui  qui  lui  répond  dans 
la  formule  j  c'eft-à-dirc ,  le  fécond  terme  de  Pindéterminée 
égal  au  fécond  terme  de  la  propofée ,  le  troifîéme  égal  au 
croifîéme ,  &c.  ce  qui  donnera  autant  d'équations  particu- 
lières qu'on  a  fuppofé  de  lettres  indéterminées. 

4<^,  On  regardera  toutes  ces  équations  particulières  com- 
ine  les  équations  du  Problème,  qu'il  faut  réduire  â  une  feule, 
dont  l'inconnue  foit  la  lettre  indéterminée  de  celle  des  deux 
équations  indéterminées  plus  fimples ,  qui  n'a  que  les  feuls 
premier  $c  dernier  termes ,  ou  dont  l'inconnue  foit  la  lettre  in- 
déterminée qui  marque  le  cocficient  du  fécond  terme  de  la 
plu^  fîmple  des  deux  équations  indéterminées,  ou  file  fécond 
terme  en  eft  évanoui ,  la-  lettre  indéterminée  qui  marque  le 
cocficient  du  troifîéme  terme  de  la  même  équation  j  c'eft- 
à-dire  ,  on  dégagera  toutes  les  déterminées  comme  étanc 
des  inconnues,  obfervant  de  ne  pas  dégager  l'indéterminée, 
qui  doit  (ervir  d'inconnue  à  l'équation  du  Problême. 

Cette  équation  qui  a  pour  inconnue  une  des  lettres  indé* 
terminées  des  équations  indéterminées  ^  s'appelle  la  Réduite. 

jQ.  On  cherchera  la  valeur  commenfurablc  de  l'indéter. 
minée  de  la  réduite  par  la  méthode  générale,  ou  lorfquela 
réduite  n'eft  que  du  fécond  degré,  par  la  méthode  qu'on  a 
donnée  pour  le  fécond  degré. 

Ou  bien  on  trouvera  une  féconde  réduite  qui  ait  pour  in- 
connue la  même  indéterminée ,  &  on  cherchera  le  divi(eur 
commun  des  deux  réduites ,  &  enfuite  la  Valeur  de  Tincon* 
nue  du  divifeur  commun. 

La  valeur  de  Tindécerminée  de  la  réduite  étant  connue , 
en  la  fubftituant  dans  les  équations  particulières,  on  déter- 
minera tous  les  coëfîcîens  îndétermînez ,  &  par  confçqucnt 
on  aura  les  deux  équations  qu'on  cherche. 

Ou  bien  on  fubftituera  la  valeur  de  Tindétermifiée  de  la 
réduite  dans  la  plus  fîmple  des  deux  équations  indétermi* 
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néesqu*on  a  fuppofées,  6c  Ton  aura  après  les  fubfti'rudons^ 
les  formules  qui  marquent  une  des  équations  plus  fimples , 
par  lefquelles  la  propolëe  peut  fe  diviler  exadement,  fi  elle 
n'eft  pas  irrédudible,  ou  bien  on  aura  les  formules  des  deux 
équations  plus  fimples,  fi  on  a  fait  toutes  les  fubftitutions^ 
On  s*en  fer  vira  enluite  pour  réduire  une  équation  compoféc 
aux  plus  lîmples  dont  elle  eft  compofée. 

Tout  ceci  s'éclaircira  par  les  applications  qu'on  en  va  faire 
aux  équations  du  quatrième ,  cinquième  &  fixiéme  degré. 

Application  delà  méthode  aux  équations^du  quatrième  degré. 

P  O  u  R  ti^ouver  les  équations  conlmenfurables  du  fécond 
degré  ^  par  lefquelles  une  équation  réduâible  du  quatrième) 
degré  peut  fe  divîfer  fans  refte,  dans  les  cas  où  le  fécond  ter- 
me manque  dans  Tune  des  deux  équations  du  fécond  degré 
qui  en  font  les  divifeurs. 

lo.  On  fuppofera  la  formule  du  quatrième  degré  x*-*-  nx^ 
•h^xx -H  ^x  4- r  =  G. 

2^.  On  fuppofera  les  deux  équations  indéterminées  du 
fécond  degré  xx-4-/x-4-g  =  o^  xx-4-/  =  o,  dans  lefquelles 
fygyiy  ^o^t  dcs  indéterminées,  &  le  fécond  terme  eft  éva- 
nouî  dans  la  féconde  xx  -h  /  =  o. 

3^  On  prend  raie  produit  de  ces  deux  équations  du  fécond 
.  degré ,  &  Ton  aura  Téquation  indéterminée  du  quatrième 
degré  x*  h-/x  '  -h  gxx  -4-/Vx  -*-  gi  =  o. 

-4-/XX  *  .  . 

m 

On  comparera  les  termes  de  cette  équation  (  excepté  le 
premier)  avec  ceux  delà  formule ,  qui  leur  répondent  j  c*elt- 
à-dire,  on  les  fuppofera  égaux  ^  ce  qui  donnera  ces  quatre 
équations ,  i «,  /=  «  j  x\  g^i^p^y,  fi  =^ î  4%  g/=: n 

4®.  On  regardera  ces  quatre  équations  particulières  com^ 
me  les  équations  du  Problème  j  les  indéterminées  f^  gy  Z, 
feront  confîderées  comme  des  inconnues  qu'il  faut  dégager, 
&  il  faut  réduire  ces  équations  à  une  feule  équation  qui  ait 
pour  inconnue  rindéterminée  i  de  l'équation  xx-4-/  =  o.  . 
La  première  équation  f^zn^  détermine  déjà  la  valeur 
de/j  éc  la  fubftituant  dans  la  troificme//E='^^  l'on  aura 
2ii=^j  &  divîfant  chaque  membre  par  »,  Ton  aura  /  ==-.. 
,  Cette  égalité  rendant  /  déterminée,  l'équation  indéter- 
minée XX  -+•  /  =  o  ^  devient  déterminée ,  &  l'on  a  xx  4-  ^ 

Sij 
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s=o,  pour  Tune  des  deux  équations  dufçcood  degré,  pair 

lefquelles  une  équation  du  quatrième  degré  peut  fe  divifer 

cxadement ,  lorlqu'elle  eft  le  produit  de  deux  équations  da 

fécond  degré ,  da^s  Tune  defquelles  le  fécond  terme  efl: 

4évanoui. 

On  peut  déterminer  l'autre  équation  indéterminée  xx^fx 
^.  g  =  G  ,  en  fubftituant  la  valeur  de  i^  qui  eft  i^  dans  la 
féconde  équation  g-+-i=^,  ou  dans  la  quatrième  gï  =  rj 
car  la  féconde  donnera ,  aprè«  la  fubftitution,  g  ==^  — *i|^ 
&  la  quatrième  g  =-y}  ^^^^  l'équation  indéterminée  xx 
.^fx  -f.g=:o,fc  changera  en  Tequation  déterminée  xx^nx 
*j^p  —  î.=o,  ou  bien  en  xx-J^nx^^^=^o. 

On  peut  encore  trouver  »ne  autre  équation  pour  déter- 
miner la  lettre  indéterminée ./  ;  car  en  prenant  les  valeurs 
xle  g  dans  la  /econde  &  daos  la  qtiatriéme  équation  parti- 
culière e-*-i=^^  &igi^=:zr^  Pon  aura  g»;^ — i^gssr^j 
aar  confcquent/  —  /«s  fj  &  multipliant  par  i.  Ton  aura 
r équation  du  fécond  degré  // —  pi  ^-r  =  o,  qui  eft  celle 
qu'on  a  nommée  la  réduite  j  £c  la  réfblvant ,  on  trouvera 

jip pli  cation  des  formules  qtCon  vient  de  trouver  y  k  mne  équation 

fartieuliere  du  quatrième  degré. 

oOi  T  réquàtion  du  quatrième  degré  x* ^ 'iax^ ^ ahxx 

—  aaxx 
•^  ^a^x  —  a^b  r=:  o^  Il  s*agît  de  trouver  fi  elle  n'eft  point  ré- 
duâible  en  deux  équations  du  fécond  degré ,  dans  l'une  det- 
tjuelles  le  fécond  terme  foît  évanoui. 

I®.  Afin  que  la  formule  du  quatrième  degré  x*-4-  nx^  -^pxx 
•4-  f X  -H  r  =  o  j  rcpréfente  cette  équation ,  il  faut  fuppofer 
-•-«==:-4-34*î  ^p:=iah — aai  '^q=^ — 3^'îH-r  =  —  a^. 

2^., Il  faut  mettre  dans  la  formule  >:x-i-^=o,  la  gran. 
deur  rçprèfentée  par  -h  1,  qui  eft  —  3  ^*  di vifée  par  -♦-  3  ^^  = 
^^aa-^  ic  l*on  aura  au  lieu  de  xx  -h  |-  =  o ,  Tèquation  xx 
—  ^ir  =  o. 

3^  Il  faut  divifer  la  propofée  par  xx — aa  =0,  &  Ton 
trouve  que  la  divifîon  fe  fait  fans  refte  ,  &  que  le  quotient 
cxaft  eft  xx-H  3^x -»-if^  =  o. 

Aînfi  la  propofée  n'eftpas  du  quatrième  degré,  mais  elle 
ie  réduit  aux  deux  équations  du  fécond  degré  xx — aa^=^o^ 

XX  H- 3^x  H-^^  =  o. 


Livre    XV.  ^j^^ 

On  trauverok  auffi  réquacion  xx^^éfx^idrasto^  en 

tnettanc  dans  la  formule  xx^nx'^p  —  »  =o,  les  grandeurs 
repréfentces  par  » ,  />  ^. 

^ffUcation  de  la  jnéth^de  dm  traifiéme  Ptûilime  moc  iqtuttiêU 

du  citkjuUme  deyri. 

PO  u  R  trouver  les  ^<juarion5  commenfurables  du  fécond  8t 
du  croifîéme  degré,  par  lerquelles  une  équation  réduâible 
du  cinquième  degré  peut  fe  divîfèr  fans  refte ,  fuppoië  que  le 
fécond  terme  manque  dans  Péquation  du  fécond  degré, 
i®.  Après  avoir  fuppofé  la  formule  du  cinquième  degré 

x*-H  nx  *  -4-/x'  -4-  qxx -H  rx -h/  =  G ,  on  fuppofera  i^.  les  deuJc 

équations  indéterminées  xx^g^=iq ^x^ -^hxx^ix^k^rs^àr^ 
dans  lefqueliesg^  h^  i^  À^font  indéterminées,  &  le  fécond 
cerme  eft  évanoui  dans  Arx-Hg=»s  o. 

30.  On  en  prendra  le  produit  Ar*-4-/&;e*-4-  i^^-^kxk  -h  g/« 

H-  g^  =a=  o  i  &  comparant  les  termes  de  cette  équation  avec 
ceux  de  la  formule,  on  aura  les  cinq  équations  particulières 

<jui  fuîvent.  i'^,  à«ii$  1^,  /-nga^^j  3c,  k-^^^^a^q^ 

40:  Regardant  ces  équations  comme  celles  du  Problême; 
on  les  réduira  à  une  feule ,  qui  n'aura  pour  inconnue  que  Ut 
lettre  indéterminée  g. 

On  trouve  d'abord  que  Tindéterminée  h  eft  égale  imîc 
prenant  dans  la  féconde  &  la  quatrième  la  valeur  de  1  ^  Bc 
comparant  ces  valeurs  de  i ,  Ton  trouve  la  réduite  qu'on 
cherche, /=/  —  g  =  fi  doncgg-.^g*r  =  o. ^^ 


Réfolvant  cette  réduite,  on  trouve  g==|-^ +;  V^/^/ — r; 


par  confequent  xx-i-g=  o,  fe  change  en  xx-*-|/>'i  v':j/y 

On  peut  trouver  une  autre  réduite  en  comparant  les  va- 
leurs de  k  prifes  dans  la  troifiéme&  là  cinquième  équation) 
car  l'on  aura  ife=:^  — «g  =  y>  donc  »gg— fg-hJ*=o^ 
ou  bien  gg  —  |-5-4*ï=oj  &  réfolvant  cette  équation^ 

on  trouve  g  =  5,  it"  ^4^»  —  -  »  P^*"  confequenc  xat  -h^  =s  o  , 


fe  change  en  xx-i-f„H:v^;^,— i»:o. 

S  uj 


Analyse     de  m  oîït  r  e'e. 
On  peut ^. fi  Ton  veut,  par  les  fubftitutîons  déterminer 
Téquation  y  -h  hxx  -h  /x  -h  ^  =  o  j  maïs  cela  eft  aflèz  inu* 
tile ,  car  quaûd  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière 
du  cinquième  degré  fe  peut  divifer  fans  refte  par  une  plus 
tfmpledu  fécond  degré,  dans  laquelle  le  fécond  terme  foît 
évanoui,  &  par  une  du  troifîéme  degré,  il  fufEra  de  fubfti- 
.tuer  dans  la  formule  xat-h  jf  +;  V  ^//  —  r==o,  ou  dans 
"xx-+-  ^±V:^/„  —  i'  ==o,  les  grandeurs  repréfentées  par  «,^, 
^^3  r,  j,  ôc  divifer  enfuite  l'équation  propolée  par  cette  équa- 
tion du  fécond  degré  qu'on  vient  de  trouver,  car  fi  lapro^ 
•pofée  fe  peut  divifer  fans  refte  par  cette  équation  du  fécond 
,degré ,  le  quotient  fera  l'équation  du  troifiéme  degré,  donc 
la  prôpofée  eft  compofée ,  &  fi  elle  ne  peut  fe  divifer  fans 
xefte  par  cette  équation  du  fécond  degré ,  la  prôpofée  ne 
fçauroit  être  réduite  en  deux  équations  dont  Tune  foît  du 
fécond  degré,  oà  le  fécond  terme  eft  évanoui'^  &  Tautre  dû 
troifiéme  degré. 

'^^fticatian  de  la  méthode  du  troifiéme  Problème  aux  équations 

du  fixiè^ne  degré. 

Lorsqu'une  équation  du  fixiéme  degré  dont  la  formula 
générale  eft  x^-f- wx*-4-/^a;^-+-^x*-+- rA;x-H/xH-/=s0  3  peut 
être  exaAemenc  divifée  par  une  équation  du  fécond  degré 
,dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  &  par  une  du  4^  degré, 
qui  a  tous  ks  termes  j  on  fuppofera  i^.  pour  les  trouver, 
les  deux:  équations  indéterminées  xA;-v-g  =  o,  &  x^-^hx^ 
H-  ixx  -H  ièx  -H  /==  0 ,  &  après  en  avoir  trouvé  le  produit 
y  4-  hx  -f-  /x*  -f-  kx    -4-  Ixx  -+-  gkx  -4*  g/==  G ,  on  comparera 

-f-gx*-f-  gAx'n-g/xx 
les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  générale 
qui  leur  répondent  j  ce  qui  donnera  les  fix  équations  parti- 
culières fuivantes. 
1'^  A  =  «3  ic,  /H-g—^s  3c,  k^gh=^q\  4^3  l'hgi  =  r; 

1°.  Regardant  ces  équations  comme  celles  du  Problême, 
t>n  cherchera  la  réduite,  qui  n'ait  pour  inconnue  que  la  let- 
tre indéterminée  g. 

On  la  trouvera  en  coniparant  les  deux  valeiH's  de  k  prifes 
Vîans  la  troifiéme  &  la  cinquième  j  car  on  aura  ^=f  —  ng 
•=j5  d'où  l'on  déduira  «gg  —  ^gH.j=:o,ou  bien  gg—J-g 


1  i 


Q 
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^  1  ss  o ,  qui  étant  réfolue ,  donnera  g  =  ^  +;  y/^^  —  ^y 
fubftîcuant  cette  valeur  de  g  dans  xx-Hg  =  o,  elle  fera  chaii-i 

gce  en  xx  -+-  ^  +;  V^  —  -j-  ss^  o ,  qui  elt.la  formule  dont  on 
a  befoin* 

Car  quand  on  aura  une  équation  particulière  du  (îxiéme 
degré  j  pour  voir  fi  çlle  peut  être  dîvifëe  par  une  du  (ècond , 
où  le  fécond  terme  manque ,  Se  par  une  du  quatrième  qui 
ait  tous  fes  termes,  on  fubftituera  dans  la  formule  xx-hX 
•+•  v' ^^J^ -— Ti  =5;:  G,  les  grandeurs  repréfentées  par  les  lettres 
»  j  ^ ,  i  ;  &  on  di vifera  enfuîte  la  propofée  par  Téquation  qu'on 
trouvera  ^  &  fi  la  divifîon  eil:  exade ,  on  aura  ce  qu'on  cheirche«. 

Autre  affli cation  de  la  méthode  du  tr^ifième  Prohleme    -^ 

aux  équations  du  cinquième  degré. 

_  U  A  N  D  une  équation  du  cinquième  degré  y  dont  la  for-» 
mule  générale  eft  x*  -4-  »x*  -*-/>x'-+-  fxx  H-rx-Hj^so,  f& 
peut  divifer  exadement  par  une  équation  du  fécond  degré 
qui  a  tous  ks  termes ,  &  par  une  autre  du  troifiéme  degré , 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui  j  on  fuppofera  pour  les  trou-, 
ver,  i^.  ces  deux  équations  indéterminées  xx-f-/x-f-g 
=  0,  x^-4-  /x-f-  iè  =  05  &  après  avoir  trouvé  leur  produit 
x'  -*-  fx^  -4-  /V  -4-  kxx  -hfkx  H-  g^  s=  Q  ,  on   comparera  les 

-H  gx'  -4-  fi  XX  -H  gix 
terrtj^  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  générale  qui 
leur  répondent,  ce  qui  donnera  les  cinq  équations  particu- 
lières fuivantesj  i'%/=»î  1^,  i^-g=^J  30^  k-h/i^^^qi 

1^.  On  cherchera  par  ces  équations  une  réduite  qui  tirait 
pour  inconnue  que  indéterminée  g,  &  on  la  trouvera  en 
prenant  la  valeur  de  /  dans  la  ic.  qui  eft  .i=/  —  g;  &  fub-, 
ftituant  cette  valeur  de  /  dans  la  3e,  on  aura  une  valeur  de 
k^=^q  —  np-k-Tjg  ;  enfin  comparant  cette  valeur  de  ^avec 
une  autre  valeur  de  k  prife  dans  la  5c,  qui  eft  il  3=:  j-.  Ton 
Sfiro,  la  réduite  q — »/>-*-  «g  =r>  q^i^^  réduit  i  »gg'— «/>3? 

—  jsssOi  ou  ^^^^^SS^^Pè  —  r*™=Oï  laquelle  étant  rcfo- 

^^   »   &         '       


1 
in 


lue ,  l'on- aura  g  =  i /» — 1 -^  v' -i^ /> - 

SubfUtuant  les  valeurs  de/^es  »  &  de  g  dans  jex.-^fxArg  ss  o  , 
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Von  aura  XAr-f-»Ar-4^  f  ^  —  X  Hhv^i.^^.J?  ^4  =$=  o  ^  quî 
eft  k  formule  donc  on  a  befoin. 

.  On  peac  encore,  trouver  une  féconde  réduite  qui  n*àîc  d*ia- 
connue  que  rîndcterraînée  g,  en  prenant  les  valeurs,  de  k 
éans  la  troHiéme  8c  la  quatrième  équation  ^  car  Tbnr  aura. 
it==»f  — ^«i  ==s  —^  v&mettant  dans  cette  équation  la  valeur 
de  /'  prife  dans  la  féconde  ,  qui  eft  /ssi/  —  g^  Ton  aura 
^-^a^-Haîg  =  ri^iH,  quifè  réduit  à  gg  — ^g  +r=  or 

— »»g-H»«^ 

Cette  éqikation  étant  réfolue ,    on  aura  g  a:  f  /  ^  'T 

Subfti  tuant  les  valeurs  de /fie  de  g  dattsjtfjr^-/)cH-g=Ov 

on  aura  xx^  mv-K|/-i-^:+:  v^i^h-t — ^ — nj^-^tif^ 
«s:  p ,  c^i  eft  une  iecoxKie-  formule  pour  la  réfolotion. 

"     A^plicatian  de  us  formules  à  une  équation  particulière 
<  du^  cinquième  de^è. 

O  O I T  une  équatioa  du  jc  degré  ^  -k-  ax^^^aax^  -*•  aahxx: 


ak 


a'xx 


^  a^Â^=:^o.y  il  faut  voir  fi  elle  ne  peut  point,  fe  réduiVe  à: 
deux  équations  plus  fimples,  Pune  du  fécond  degré,  &  Pau. 
tre  du  troifîéme  don£  le  fécond  terme  fbit  évanoui,  ^ui  en. 
folent  des  divifeurs. 

i«>.  Pour  la  rapporter  à  la  formule  générale ,  il  faut  fup- 
pofer  ^n=s^a^  ^p=s — aa-^a^^  ^q=i^aab — ^',.. 

2<>.  Il  fa,ut  fubftituer  dans  la.  formule  xx-^-tix^^^p — ^r 

■■■«■■■■-'  ■  «       „ 

^-.  v^i^ — X  4.  ^  =  0^  les  valeurs  d^s  lettres  rtyfy  Sec.  & 
Ton  trouve  que  |  p  — ^  =  —  "~^  —  ^-  =  o  5  ainfî: 

le  qviarré  1/»  —  ^  =05  mais / -4* ^  œ  V -1- if^^^^  = -^^^ 
ainft  k.  forifiule  fe  change  en  xat  Hr  ^x  •+•  /r^  ==t  o. 

Divifant  la  propofée  par  xx-hax  -^ab^Oy  on  trouve 
le  quotient  exaâ:  x-^aax  -h  -^i^  =ira;  Ce  qui  étoiç  propofë. 

On  trouveroît  la  même  équation  xx  -h  ax  ^  ab  ==  o, 
en  fe  fervant  de  la  féconde  formule  ^x-»-»A:-h^/ n-^- 


-.«-X 
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Jlutre  application  de  la  méthode  du  troijtime  Problèim 

aux  équations  du  Jixiéme  degré. 

Lorsqu'une  équation  du  fixicme  degré ,  repréfentée  par 
la  formule  générale  x*  -♦-  nx^  -*-  px^  -4-  qx^  h-  rxx  h-  jx  h-  /  =  o, 
cft  le  produit  d'une  équation  du  fécond  degré  qui  a  tous  fes 
termes ,  &  d'une  autre  du  quatrième ,  dont  le  fécond  terme 
éft  évanoui  j  pour  trouver  les  formules  propres  â  la  réduire 
d  ces  deux  équations  plus  (impies  : 

1^.  Après  avoir  fuppofé  ces  deux  équations  indéterminées 
xxH-/x-f-ge=so,  x*-+-  ixx  -f-  ^  -f-  /  ssss  G ,  &  pris  leur  pro- 
duic  x' ^fx^-^yc"  Hr  ^'  4- Ixx  -*-  g^  ^gl^s=iO  y  on  com^. 

-^fkxx 
parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule 
générale  qui  leur  répondent  j  &  l'on  trouvera  les  fix  équa- 
tions particulières  qui  fuirent  :  1'%/==  »  ;  2%  g  h-*  /sss/t 
3%  k^fi^r^  4%  l^p-^fk^rs  f.gk^fl^s^,  6%gl=.t. 

20.  Condderant  ces  Hx  équations  comme  celles  du  Problê- 
me ,  on  cherchera  en  dégageant  les  indéterminées  comme 
il  c'étoit  des  inconnues ,  une  réduite  dont  l'inconnue  foie 
l'indéterminée  g  s  &  Ton  trouvera  par  la  i%  /=^ — g,  par 
la  3%  k=:^q^fi^q^np^ng,  par  la  4%  l=ir^gp 
^.gg  —  nq-^mp  —  nng  j  par  la  5%  /  ssss  'zlir^^Lri": 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  /^  on  aura  la  réduite  qu'on 
cherche ,  qui  étant  ordonnée ,  eft  i»gg  —  2«/g  •+•»'/= o  j 

^qg     ^nnq 
—  »*g     H-  nr 

ou  bien  dîvîfant  le  tout  par  2»  >  gg ^ — ^^-    — » 

On  peut  encore  trouver  une  féconde  réduite  du  fécond 
degré  dont  g  foit  l'inconnue  5  I^  en  comparant  les  valeurs 
de  /  prifes  dans  la  cinquième  &  fixiéme  équation  j  car  Ton 
aura  ItsA  ',=Ii±»££:i2«  5--:  j.  ^  qui  fe  réduit  i  n^  —  npg — s 

ff=5  0  j  d'oii  Ton  déduira  gg  =  /'g  h-  i^*  L'on  a  déjà  par  la 
Tome  J, 


/ 


14^  Analyse     demontile*!. 

première  réduite  ^^'^^=^±1^^  ^p^ng^r^tj 

par  confeq«ent/g-H,^=^^^''^-^"^T""^"^"^"'^'^"^ 

ôcant  les  fradions,  ordonnant  cette  équation  >  &  faifant  ca 
ibrte  que  le  premier  terme  n'ait  pour  coëficient  que  l'unité  , 

on  aura  la  féconde  réduite  ^  —  -^ — ^"7.    


«»H-| 


Quand  on  voudra  examiner  fî  une  équation  particulière 
du  fixiéme  degré  eft  le  produit  de  deux  éauacions  commen- 
furables  plus  fimples ,  dont  Tune  eft  du  fécond  degré  avec 
tous  ks  termes,  &  Tautre  du  quatrième,  dant  le  fécond  ter- 
me eft  évanoui ,  il  faudra ,  après  avoir  fubftitué  dans  laquelle 
6n  voudra  des  deux  réduites  précédentes ,  les  grandeurs  de 
l'équation  propofée ,  reprefentées  par  les  lettres  rtyf^q^  &c 
trouver  la  valeur  de  l'indéterminée  g  ^  &  fubftîtuer  enfuite 
tette  valeur,  &  celle  de/^  dans  xx-*-pc-i-^=  o ,  &  divifer  la 
propofée  par  Téquation  réelle  dans  laquelle  ;cAr-+-/3c-i-g  =  o 
aura  été  changée  ^  &  fî  la  divifîon  le  Fait  exactement,  oti 
aura  les  deux  équations  plus  fîmples  du  fécond  &  du  qua- 
trième degré,  aufqialiesla  propofée  peut  être  réduite. 

Ou  bien,  fi  Ton  veut,  on  pourra  fubftîtuer  les  grandeurs 
4e  la  propofée,  reprefentées  par  n^fy^y  &c.  dans  les  deux 
réduites ,  &  trouver  enfuite  le  plus  grand  divifeur  commua 
des  deux  réduites  après  la  fubftitution  ^  ce  plus  grand  divi- 
feur commun  fera  trouver  facilement  la  valeur  de  g  ^  après 
quoi  on  la  fubftituera  avec  la  valeur  de  /dans  a:x  H-/x-f-e 
=:  o ,  &  on  divifera  la  propofée  par  Téquation  du  fecona 
degré  qui  en  n.akra» 

Autre  afflicdti^n  de  ta  méthode  dm  troifiéfÊte  Problème 

aux  équations  dufixieme  degré. 

VZ  U  AND  une  équation  du  fîxîcme  degré ,.  repréfentée  par 
laïbrmule  générale x^^ nx-^ px* -♦- qx^ -*- rxx -h /x -♦- tz=. o , 
eft  le  produit  de  deux  équations  plus  fimples  jrhacune  du  troi-' 
féme  degré ,  dans  Tune  defquelles  le  iecond  terme  eft  éva- 
noui }  pour  trouver  les  formules  ou  les  réduites  propres  à  erou» 
ver  ces  de^^x  équationsplus  fimples. 
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!<>•  Après  avoir  fuppofé  les  deux  cquarioûs  indéterminées 

x*-+-  gx  -H  i&  a=  o ,  jf^-+-  /atx  Hr  A^   -h  /ascO)  &  pris  leur  pro- 

duit  K  •+•  li^^  -♦-  gx*  •+•  ^x*  -♦-  ^/ata:  -»-  A^  •+•  A/= o ,  on  com* 

parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule 
générale  ^  ce  qui  donnera  les  iix  équations  particulières  qui 
luivent:ir%/  =  »î  ic,g^-Aî=/5  3«*-^*/-»-g^' =a  f  J  4^,  H 

2^.  Pour  trouver  la  réduite, dont  g  foit  l'inconnue,  on  aura 

par  la  1*4=^ — gî  P^^  ^^  3^>  l=s:^^^h  —  «g5  parla  4% 
^^r^3  parla  5%  /s==iiijièl. 

Comparant  les  deux  valeurs  de  l^y  Ton  aura  f  — g  =:  î^ 
d'où  Ton  déduit  ff  sa  S£=j£fct/,  U  feut  remarquer  cette  va- 
leur de  A. 

.Comparant  enfuite  les  deux  valeurs  de  /^  on  aura  ^  -^  A' 

—  «g  =  'Jii^±j^  ^  qui  fe  réduit  à  —  «gg  -h  ^g  -«-^  /  sss  lAg 

—  hj^  j  d'où  l'on  déduit  h  s»  =:2g^^'.  • 
Comparant  enfemble  les  deux  valeurs  de  hj  on  trouvent 

^^^^^-*"'  =  ^flf^^S  q^  ^e  réduit  à  xg*-i-  »»gg -«-  »fg  s-ii/ 

SK  o  )  qui  eft  la  réduite  qu'on  cherche. 

Pour  trouver  une  féconde  réduite  dont  g  fdit  l'inCdH^ 
nue  ,  on  comparera  enfemble  la  valeur  de  à  «==  fAr,^-\^^ 
déjà  trouvée ,  avec  la  valeur  de  h  prife  dans  la  iixiéme  équa« 
tion ,  qui  cH  hsss^^  après  avoir  mis  dans  )&  =  -f  la  vaieuir  dft 
/=  ^-^  h  —  ^ggs"^^;^^-^  -■;ig-»>^===Ttf-^f^;»»^-^-^»y^ 

«^  l'on  aura  ^^"1^^^  ss?z  ^L^^i^y^-U^-VWf  >  *P^^^  ^^  ^^^^^  ^^^ 
les  fradîons ,  on  aur^    ^f  ♦  —  ^pe\  —  ^u  •+  ^^s  —  nqr:=ô. 

+  itgg 

^i  eft  une  féconde  réduite ,  qu'on  abaîfTera  au  fécond  degré 
en  prenant  dans  la  réduite  précédente  la  valeur  de  g*  &  de  g*, 
&  tes  fubftituant  dans  cette  équation.  L^operation  fe  fait  dé 
ht  manière  fuivante. 

Il  faut  multiplier  la     H^ — ^pi  —  ^^mpgg -4- %fmg  ^inqrsxtoi 

feconderédoiteparx,       +"*'Î'^+S+- 
&  1  on  aura  -     .      .  r*-^^s 

Tij 


N 


i4>  Analyse     demontk  eh. 

Il  faut  multiplier  la  pre-  ^^4^  _  ^  ^  ^^^  _  „,^^ 

mîere  réduite  parg,&  ron  •+-  ipg^  —  zrgg  H-  firg 

aura  -^?^«s 

&  fubftîtuer  dans  la  fe-  —^f'  —»•*]?»  4- *«»!?  —  tnqrsim 

conde  la  valeur  de  ^g\  +•«*  ±«g  +JÇ?,  :{:::;   ^ 

&  Ton  aura  •+-»»!»    —  »« 

Il  faut  fubftituèr  la  valeur  de  ^,  prîfe  de  la  première  réduite^ 
dans  cette  équation.  Pour  cela  il  faut  multiplier  cette  équa- 
tion par  z ,  &  Ton  aura 

•H  »»»«*+=  *P?«  —  ^P^g   ■+-  -HT 
4-  4*Xa:     —  insg 

&  fubftîtuer  la  valeur  de  ^^^pgi  \      ^»npgg  —npqg  ^npt 

—  ipq"  ^  inng\  que  l'on  ^,^* }=*  -  »V   +; «^«  -  n>i 
voit  ICI ,  (  qui  eft  pnfe  de  4.  'J^  _  ^f^  4.*^ 

la  première  réduite  mul-  '^fg 

tipliéepar — ^H-««)dans  ^         ~«^f« 

l'équation  précédente  j  &  ~  ^>^  —  4prg  *•+-  4nr  =»  0. 

on  trouvera  enfin  cette  r^g^  i-3Vî«H-4»»i 


féconde  réduite   du   2«    ^l^gg^^^  ^^ 
degré,  i-P>  +-'^' 

ou  bien  en  changeant  tous    +ppgg  +  4^;  —  4tT  ss  ^ 
les  fignes,  on  aura  cette    '+^"*»  —  ji^îj:  — 4«« 

féconde   réduite  du    i«    4^îl§g4-iîJ?4.^*' 
degré.  —  P^?   —  »p* 

4- »»p/ï  •+-»** 

Quand  on  voudra  voir  fî  une  équation  particulière  du 
iîxiéme  degré  eft  le  produit  de  deux  plus  fimples  comment 
furables  chacune  du  troifiéme  degré ,  dont  Tune  des  deux 
n'ait  pas  fon  fécond  terme,  10.  il  faudra  fîibftituer  les  gran- 
deurs de  l'équation  repréfentées  par  «^^^  ^^  &c.  dans  ces 
deux  réduites  -,  trouver  leur  plus  grand  commun  divi/èur  ^ 
&  par  le  plus  grand  divifeur  commun  ^  trouver  la  valeur  deg  s 
ou  bien  la  trouver  feulement  en  refolvant  la  féconde  réduite 
du  fécond  degré.  m 

10.  Il  faudra  fubftîtuer  la  valeur  de  g  qu'on  vient  de  trouver^ 
dans  l'équation  ^  =ss  itd^liz^  ce  qui  donnera  la  valeur  de  h. 
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30,  Il  faudra  fubftîtuer  les  valeurs  de  g, & âe.h  dans x'-f-gx: 
^*  À  ==  o ,  &  divifer  la  propofée  par  Tcquation  qui  naîtra 
de  la  fubAicution  j  8c  fi  la  divifîon  eft  exade,  on  aura  les  deux 
équations  y  donc  la  propofée  eft  le  produit. 

Avertissement. 

L  E  s  applications  qu'on  vient  de  faire  de  la  méthode  du 
troifiéme  Problême  fuffifent  pour  la  faire  concevoir ,  &  pour 
apprendre  à  trouver  foi-même  les  formules  des  réfolutîons 
de  tous  les  cas  où  il  manque  un  ou  jplufieurs  termes  dans  les 
équations  fîmples ,  dont  la  compofee  eft  le  produit  ^  on  les 
peut  voir  dans  Tonziéme  règle  de  M^  Hudde  dans  la  lettre 
delà  réduâion  des  équations,  qui  eft  â  la  fin  du  premier  Vo« 
lume  de  la  Géométrie  de  M^  Defcartes. 

Démonfiration  du  triipème  Problème. 

Le  s  deux  équations  indéterminées  qu'on  fuppofe^  comme 
dans  le  premier  exemple  xx-4-/x-*-e=o,  xx-)-isbo, 
repréfentent  par  leurs  coëficiens  indéterminé!  /,  g,  i  ^  les 
deux  équations  réelles  plus  fîmples,  dont  la  propofée,  qui 
eft  repréfentée  par  la  formule  générale  x^nx^^pxx-^qK 
•f-  rs=s  0,  eft  le  produit  ^  par  confèquent  le  produit  de  c&s 
deux  équations  indéterminées  ^  qui  eft  x*-*-/5if'-hgxAr-*-/ifx 

M-g/sso,  repréfente  l'équation  propofèe,  &  n'eft  qu'une 
même  équation  ,  que  quelques  •  uns  appellent  identique  ; 
ainfi  l'une  eft  égale  à  l'autre ,  &  Ton  a  l'équation  x*  -h/i* 
-h  gxx  -4-  fix  -4-  g/  s=5  X*  -*-  nx  -*-  fxx  ^  qx  '^  r^    ou 


txx 


bien  x*  -*-  /x*  -4-  gxx  H-Zi'x  4-  gi  s=s  o. 

^  ixx 


A  -    î 


—  X  —  »x — ^xx— -fx  — r 
Les  termes  de  Tune  font  égaux  aux  termes  correfpondans 
de  l'autre ,  ou  (  (1  Ton  veut  )  chaque  terme  de  l'une  moins  le 
terme  correfpondaht  de  l'autre,  eft  égal  a  zeroj  l'on  a  donc 
autant  d'équations  particulières  pour  déterminer  les  indé^ 
terminées,  qui  peuvent  être  regardées  comme  les  inconnues 
du  Problême ,  qu'on  a  fuppofé  d'indéterminées  ^  ainfi  on  les 
peut  toutes  déterminer. 

Or  il  eft  évident  qu'après  qu'on  aura  trouvé  les  valeurs 

Tiij 


ijo'  Analyse   dimoktre'e; 

réelles  des  indëcerminées ,  fî  on  fubftitue  ces  valeurs  i  leur 
place  dans  les  deux  équations  indéterminées  xx  ^fx  h-  ç 
sBfs  o ,  XX  -««/sso,  ces  deux  équations  étant  devenues  réelles , 
de  feintes  qu'elles  étoient ,  leur  produit  fera  precifément  la 
propofée  :  car  les  valeurs  réelles  des  indéterminées  n'ont  été 
trouvées  qu'en  vertu  de  cette  fuppofition.  Elles  font  donc,^ 
étant  devenues  réelles ,  les  deux  équations  plus  (impies 
qu'on  cherchoit ,  par  lefquelles  la  propofée  peut  être  exaâe^ 
ment  divîfée. 

La  méthode  du  troifiéme  Problême  fait  donc  trouver  ce 
qui  étoit  propofé. 

Remarques  fur  la  méthode  qui  employé  dans  les  équations 
outre  les  inconns^s  ,  des  grandeurs  indéterminées. 

^5*  La  méthode  de  fe  fcrvir  d*équations  qui  contiennent  des 
grandeurs  indéterminées ,  eft  un  des  principes  les  plus  fe* 
conds  de  TAnalyfe  pour  faire  des  découvertes  ^  c^eft-à-dire^ 
pour  réfoudre  les  Problêmes  les  plus  compofez.  Cette  mé- 
thode confîfte  â  repréfenter  par  des  grandeurs  îndétermî- 
Bées  les  grandeurs  véritables  que  Ton  cherche)  â  fuppofer 
qfoe  cette  expreffion  indéterminée  eft  égale  â  Texpreflion 
de  ces  mêmes  grandeurs  que  Ton  a  trouvée  par  le  Problême 
qu'on  veut  réfoudre,  c*eft-A.dire,  que  cette  expreffion  indé- 
terminée eft  égale  à  Péquation  qui  exprime  ce  Problême , 
&  à  fuppofer  auffi  que  chacun  des  termes  de  Texpreffion  in- 
déterminée eft  égal  au  terme  correfpondant  de  Téquarion 
qu'on,  veut  réfoudr e  ^  â  trouver  par  le  moyen  des  équations 
particulières  que  fournit  cette  luppofition ,  les  valeurs  de^ 
indéterminées  que  Ton  a  fuppofées  j  enfin  â  fubftituer  ces 
valeurs  à  la  place  des  indéterminées  dans  Texpreffion  indé- 
terminée qui  repréfente  les  grandeurs  véritables  que  Ton 
cherche  ,  qui  par  ces  fubftitutions  devient  la  véritable  ex- 
preffion de  ces  grandeurs.  Comme  on  fe  fcrvira  beaucoup 
de  cette  méthode  dans  le  refte  de  ce  Traité ,  il  eft  bon  dé 
faire  ici  quelques  remarques  qui  fervîront  à  la  faire  mieux 
concevoir,  &  à  en  rendre  Tufage  plus  facile. 

i^  Pour  former  ces  équations  feintes  ou  indéterminées; 
qui  deviennent  enfuite  réelles ,  il  faut  que  les  grandeurs  in- 
déterminées qu'on  y  employé,  expriment  les  raports  de  cel- 
les qu'on  cherche  par  leur  moyen:  par  exemple,  quand  on 


Teat  chercher  les  éqaacioûs  plas  fitnpies  aafqnelles  une 
équation  compofée  réduâible  peut  être  réduite,  lorfqu'il 
manque  quelque  terme  dans  quelqu'une  de  ces  équations 
plus  fimples,  on  doit  aufli  fuppofer  qu'il  eft  évanoui  dans  \çs 
équations  indéterminées  5  les  coëficiens  de  ces  équations 
indéterminées  doivent  repréfènter  les  coëficiens  connus  des 
équations  réelles  qu'elles  repréfentent  )  c'eft  pourquoi  il 
doit  y  avoir  une  indéterminée  pour  chacun ,  afin  qu'en  dé- 
terminant chaque  indéterminée,  on  puiilè  trouver  chacun 
de  ces  coëficiens  ;  iorfque  quelqu'une  des  équations  plus 
fimples  aufquelles  une  équation  compofce  peut  être  réduî*. 
te ,  renferme  des  racines  égales  ^  il  faut  ne  mettre  qu'une 
même  indéterminée  pour  chacune  des  racines  égaler  ^  &:  ainfi 
de  tous  les  autres  raports  poffibles  qu'il  faut  représenter  par 
les  indéterminées. 

10.  Il  ne  faut  employer  dans  les  équations  indéterminées; 
qu'autant  de  lettres  indéterminées^  qu'on  peut  faire  d'équa^ 
dons  particulières,  parcequ'autrement  on  ne  pourroît  pas  les 
dégager  toutes ,  c'eft-i-dire ,  trourer  la  valeur  de  toutes* 

3  ^.  On  doit  faire  en  forte  que  toutes  les  équations  partictt** 
lieres  qui  fervent  à  trouver  les  valeurs  des  indéterminées, & 
les  réduites  qui  en  naiâènt ,  né  foient  pas  auffi  difficiles  on 
plus  difficiles  à  réfbudre,  que  les  équations  mêmes  dont  on 
cherche  la  réfolution  par  ces  équations  indéterminées ,  pui£. 
qu'autrement  cette  voye  feroit  inutile. 

Ain  il  il  faut  que  ces  équations  foient  ou  linéaires ,  ou  du 
fécond  degré ,  ou  du  moins  d'un  degré  inférieur  i  celui  d* 
l'équation  qu'on  veut  réfoùdre  par  cette  voye  :  où  s'il  arrî- 
voit  que  ces  équations  particulières ,  ou  les  réduites ,  fbflent 
d'un  degré  égal  à  celui  de  l'équation  qu'on  veut  réfbudre, 
ou  même  plus  élevé ,  il  faudroit  que  la  valeur  de  Tindécer- 
minée  qui  fèrt  d^inconnue  à  ces  réduites ,  fe  pût  trouver  en 
divifant  la  réduite  par  une  équation  linéaire  de  rinconnue 
de  la  réduite  plus  ou  moins  un  divifeur  de  fon  dernier  terme, 
ou  qu'elle  pût  fe  trouver  par  une  équation  du  fécond  degré  : 
car  alors ,  quoique  la  réduite  (àt  d'un  degré  plus  élevé  que 
l'équation  qu'on  veut  réfoudre,  la  réfolution  en  feroit  plus 
facile* 

4^.  Lorfque  pour  la  réfolution  d'un  Problême  ou  d'une 
équation  compofée,  par  exemple  du  cinquième  degré,  qa 


iji  Analyse     Dimontk  e'e. 

n*a  befoin  que  d'une  équation  d'un  degré  inférieur,  par  exem- 
ple du  fécond  degré  j  on  fuppofera  une  équation  indéter. 
minée  ou  feinte  du  fécond  degré ,  qui  repréfèntera  par  le 
moyen  des  indéterminées  Téquanon  du  fécond  degré  donc 
on  a  befoin ,  &  enfuite  on  la  multipliera  par  une  équation 
indéterminée  du  degré ,  qui  étant  joint  avec  celui  du  fécond, 
fait  le  degré  de  la  propofëe  j  dans  le  cinquième  degré ,  il 
faudra  multiplier  Téquationdu  fécond  par ^une  du  troifîéme, 
laquelle  équation  du  troifiéme  degré  ait  une  indéterminée 
dans  chacun  de  Cqs  termes ,  excepté  le  premier  j  il  faudra  en- 
fuite  comparer  les  termes  de  l'équation  indéterminée  qui 
naîtra  de  cette  multiplication ,  avec  ceux  de  la  propofée  qui 
leur  répondent,  &  Ton  aura  autant  d'équations  particuliè- 
res que  l'on  a  fuppofé  d'indéterminées,  &  l'on  pourra  en 
trouver  les  valeurs.    Ou  bien  au  lieu  d'élever  l'équation 
indéterminée  du  degré  inférieur  à  celui  de  la  propofée,  en  la 
multipliant  par  une  autre  équation  indéterminée,  on  pourra 
divifer  la  propofée  par  l'équation  indéterminée  du  degré  in- 
férieur à  celui  de  la  propofée ,  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  i 
un  refte  où  l'inconnue  foit  d'un  degré  moindre  que  dans  l'é- 
quation indéterminée  qui  a  fervi  de  divifeur  :&  alors  il  fau. 
dra  fuppofer  ce  refbe  égal  à  zéro ,  Ôc  chacun  de  fes  termes 
égal  â  zéro ,  &  Ton  aijf à  par  ces  fuppofîtions  autant  d'équa- 
tîons  particulières  qu'on  a  fuppofé  d'indéterminées  j  &  l'on 
s*en  fcrvîra  pour  trouver  les  réduites  qui  donneront  les  va- 
leurs des  indéterminées  de  Téquation  indéterminée  qu'on 
«.  fuppofée  :  Et  on  aura  la  réfolution  qu'on  cherche. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  s'éclaircira  par  l'ufage  qu'on 
en  fera  dans  la  fuite, 

P  R  O  B  L  É  M  E    IV. 

46.  Trouver  Us  équations  commenfurabUs plus fimples par 
lefquelles  une  équation  comfofée  du  4%  j%  ^  6*  degré  ^  qui  efi 
reduEiihley  peut  fe  divifer  exafiementy  lor [qu'il  r^y  a  aucun 
terme  évanoui  dans  ces  équations  plus  fimple s  ^  f^queU  moin- 
dre efi  au  moins  du  fécond  deyré. 

M    S    T    H    o    D    E. 

On  fera  les  mêmes  chofes  qu'au  Problême  précèdent; 
excepté  qu'on  ne  fuppofera  aucun  terme  évanoui  dans  les 

équations 
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âSquatiotas  indéterminées^  £c  qu'on  laifTera  dans:  les  réduites 
la  lettre  indéterminée  qui  fait  16  dernier  terme  de  l'une  des 
deux  équations  indéterniinées ,  fans  en  dégager  la  valeur , 
&  elle  marquera  un  des  divifeurs  do  dernier  terme  delà  pro- 
pofée  :  cela  abrégera  de  beaucoup  le  calcul  des  formules,  èc 
rendra  les  réduites  plus  fîmples  ^  comme  on  le  verra  dans 
l'application  de  ce  Problême  au  4%  5%  &  6^  degré. 

Pour  U  quatrième  degré. 

To  u  T  E  s  les  équations  du  quatrîcme.degrc  font  repréfen^ 
tcQs  par  la  formule  générale  x^-^  nx  -^fxx  -t-  f;c  •+-  r  ==  tf. 

Pt>ur  trouver  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  ont 
tous  leurs  termes ,  par  lefquelles  une  équation  rédudihle 
du  quatrième,  peut  être  exadement  divrfée,  on  fuppoferà 
ks  deux  équations  indéterminées  xx  ^  fx  ^  g^==,  o'^xx 
-i^  Ax  -H  /  =  o  i.  &  après  en  avoir  pris  le  produit 

x*-+-/x'H.gxx   ^ghx^p=^oy 
^bx^'¥^ixx  -^Jix 
^fhxx' 

•tien  comparera  les  termes  avec  ceux  de  là  formule  gette- 
wle  qui  leur  répondent ,  &  Ton  aura  les  quatre  équations 
partîculieres  fui  vantes  :  i" ,  /-h  )&  =  «  J  2%  g  -h  1  -h- j^  =^/^ 

On  regardera  g  comme  connue,  &  elle,  marquera  uix 
dîvîièur  exaft  du  dernier  tcjrme  de  la  propoféç,  puifque  le 
dernier  terme  de  la  pro^ofée  eft  le  produit  des  deux  der« 
niers  termes  des  deux  équations. du  fécond  degré,  dont  la^ 
propofée  eft-le  produit.  Un  cherchera  une  valeur  de /qui  . 
ne  contienne  que  des  connues  avec  gj  pour  la  trouver,  oft 
prendra  la  valeur  de  ^  dans  la  première  &  la  troifîéme  équa- 
tion, &  Ton  aura  i&  =  »  — /=  ^-^  -,  on  prendra  en  fuite 
la  valeur  de  1  dans  la  quatrième  équation,  qui  cft  /=e=j-,  & 
en  la  fubfticuera  dans  l'équation  qu'on  vient  de  trouver ,  fie 

'  l!îonaura»'~/=lÇli:j  d'où  l'on  déduira' /•==  %=^^s> 
0n  fiibfti tuera  cette  valeur  de/ dans  xx  -^fx  -+-g  a»  o  3  ;fie 
Pbn  aura  xAT  H^  Ii-£*-,ArH-g'=±:  o:         v 

r     S         •         •  , 

Quand  OH  voudra  examiner  fi  une  équation  particulière* 
eu  quatrième  degré ,  peut  fe  divifer  exadement  par  deu£ 
Tome  J\  V 


N 
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aucrés  du  fécond  degré ,  on  prendra  tous  les  dîyifeurs  dit 
dernier  terme  de  la  propofce ,  &  fî  elle  eft  littérale  &  ho* 
mogene^  il  fuffira  de  prendre  les  divifeurs  de  deux  dimen^ 
iîons.  On  fubftituera  ces  divifeurs  fucceiHvement  avec  le 
iîgne  de  •+■ ,  &  enfuite  celui  de  — ,  dans  la  formule  xx 
H-  /  •"^''  jf  -H  g  =5  o ,  au  Heu  de  g  ^  comme  aufli  les  valeurs 

de  »,  ^3  r;  &  on  divifera  la  propofce  par  Téquation  qui naî- 
tra  de  la  fubftîtution  j  &  fi  la  divifion  eft  exaâe ,  on  aura  ce 
qu'on  cherche. 

Par  exemple^  on  voudroît  fçavoîr  fi  réquation 

X*  -4-  lax^  —  acxx  -h-  laiAx  -*•  aabc^ss  o  ^ 
"^  ihx  ^^^ahxx  —  laacx 
èft  reduéïîble  en  deux  équations  du  fécond  degré. 

i^  Afin  que  la  formule  générale  du  quatrième  degré  x^ 
'^nx\  &c.  repréfente  la  propofée,  il  faut  fiippofer  «  =  z^ 
«—1^3  p^=si  --^ac  — -  ^aby  f  ===  ^abb  —  laac  ^  r=ca-^  aabc. 

z^  Il  feiut  prendre  parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme 
de  la  propofëe,  ceux  qui  font  de  deux  dimenfions,  c^eft-à- 
dire,  aa^  ab ^  aCy  bc. 

\  x\  Il  faut  fubftituer  chacun  de  ces  divifeurs  fucceffivement 
avec  le  fignen-,  &  enfuite  avec  le  figne— ,  dans  la  formule 
XX  H-  î-=-^^^x  -*-g= O ,  à  la  place  de  g,  &  y  fubftituer  auffi 

eurs  à^fty  qyt:  Ton  trouvera  qu*en  y  fubflituant  à  la 
place  de  g,  •H  ^^,  —  aa^-^aby  l'on^tfauroît  pas  un  dîvifeur 
exad  delà  propofée ,  mais  en  fubftituant  — abiA^  place  de  g, 
la  formule  eft  changée  en  xx  -4-  xax  — .  ^^  =  o  ^  par  la- 
quelle la  propofée  fe  divife  fans  refte,  &  Ton  trouve  le  quo- 
tient xj^  —  i^x  —  ^r  =±:  o. 

Aînfî  la  propofée  n'eftpas  du  quatrième  degré,  maïs  elle 
fe  réduit  aux  deux  équations  précédentes  du  fécond  degré. 

On  peut  encore  trouver  trae  réduite  dont/foit  Tincon- 
nue,  &  dans  laquelle  g  foîc  regardée  comme  une  connue  qui 
repréfente  un  divifeur  du  dermer  terme  de  la  propofée ,  en- 
prenant  deux  valeurs  de  indéterminée  iy  Tune  dans  la  i* 
&  l'autre  dans  la  4*  équation  particulière}  &  Ton  aura  /=i/> 
—  g' — fh^=^\'^  fubftituant  la  valeur  àt  h^=:=^n-^f  dans 
cette  équation ,  Ton  aura  p  —  ^  —  nf^  ff=^  f  »  ^^  ^^^^ 
ff —  nf^p  =  o ,  qui  eft  Ja  réduite  qu'on  cherche. 


t 
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Résolvant  cette  équation  du  fecocd  degré ,  on  aiira/=r  i.  n 
Hh  ^  \  nn  —  /-^g-^-fj   fubftiraant   cette  valeur  de  /- 
dans  XX  ^\-  fx  '^  (/:^:=z  o^  on  aura  la  formule  xx  -^h  x 

X  4:  »  dt  V  ^  »»  — /  ■*"  g  -*-  i  H-g  =  o-  Cette  formule  fervira  i 
faire  trouver  les  équations  du  fécond  degré,  dans  lefquel les 
fe  peut  réduire  une  équation  particulière  du  quatrième  de- 
gré y  comme  dans  l'exemple  précèdent. 

J?ûur  U  cinquième  degrés 

POuR  trouver  les  deux  équations  commenfurables,  rUne^ 
du  fécond  degré;  &  Tautre  du  troifiéme,  qui  ayent  tous 
leurs  termes ,  par.  lefquelles  une  équation  reduAible  du  5* 
degré  repréfentée  par  la  formule  générale  x*  -h  nx^  h-  fx^ 
-h  qxx  -4-  ta:  -f-  /  =  o  ,^  peut  fe  dîvîfer  exadement  j  on  fup- 
pofera,  i^  xx-4-/x-4-g:=o,  x*-*-^xx-4- /x -4- A  =  o  :  Et: 
après  avoir  pris  leur  produit  x'-^fx"  -*-/x'h-  kxx  ^  fkx- 

-4r  hx    -*-gJtf'  H-  ^XX  -h  gix 

^Jhx-^fixx 

^  gk  =3  o ,  on  comparera  les  rermes  de  ce  produit  avec 
ceux  de  la  formule  j  &  Ton  aura  les  cinq  équations  particu- 
lières qui  fui  vent  :  i  ",  /-h  A  œs  «  i  x%  i^g^fh  ^ssif  f  3  %  k 
^gh^fi=:qy  ^%fk^gi:=,ri  5%  gk^s. 

1^.  On  cherchera  une  réduite  du  fécond  degré,,  dont/ 
foît  l'inconnue  ,.&  on  regardera  g  comme  une  connue  qui 
repréfente  un  divifèur  du  dernier  terme  de  Tcquationda 
€inquiéme  degré  qu'on  veut  réfoudre.  Pour  la  trouver^,  oa 
prendra  les  valeurs  de  A  dans  la  première  &  la  féconde,  & 

Fon  aura  A  =  »  —  /ssss  £=pi  y  d'où  l'on  déduira  i^=^f/ 
—  nf^f^g  :  On  prendra  une  autre  valeur  de  i  dans  la 
quatrième ,  &  l'on  aura  i  :=^  ^^^  j  fubftituant  dans  cette 
valeur  de  i  celle  de  k  prife  dans  la  cinquième  équation ,  qui 

cft k==f^Von aura /  =  ^^T^  =//—  nf^ î  — g-  Cette; 
équation  étant  mîfe  en  ordre ,  on  aura  la  réduite  qu'on  cher^^ 
che ,  ff —  nf^f  5=  o. 

■*"|jf      g 

On  peut  trouver  une  autre  réduite  du  fécond  degré ,  tB 
Iprenanc  la  valeur  de  h  dans  la  première  &  la  croiiiéme 


X. 


\^ 


if6^  Analyse    dewontre^e. 

équation  ,  car  l'on  aura  h  =ssn  — /=  ^~^'~*  -,  ou  bien  ë* 

g/sa  ^  — //■ —  k'j  fubtticuaat  dans  cette  .équation  la 

valeur  de  *  priîè  dans  la  quatrième ,  qui  eft  i  5=  ^f^ ,  l'on 
aura  g«  —  zf^=^q-<^  ^^^^  '—  ^  •  -Enfin  fubfticuant  dans 
cette  équatron  la  valeur  de  k  pri(è  dans  la  cinquième,  qui 
cft;è=i-,  on  aura  g«— g/"=sf  —  r+f  .^f,  qui  icré. 

duit  â  f/^îiL^^  =  Oj 

.4-11? 

Ceft  la  féconde  réduite  qu'on  cherchôft, 

Qiiand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière  d« 
cinquième  degré  eft  reduûible  en  deux  plus  fimples,  Tune 
du  (econd  U  l'autre  ,du  troîfîéme  degré ,  on  prendra  toas 
les  divifeurs  de  fon  dernier  terme  j  &c  fi  elle  eft  littérale  & 
homogène ,  il  fuffira  de  prendre  ceux  qui  font  de  deux  di- 
menfions  j  on  les  fubftituera  les  uns  après  les  autres  dans 
laqueHe  on  voudra  de  ces  deux  réduites  fous  le  figne-n,  & 
enluite  fous  le  figne  —  j  on  y  fubftituera  auflî  les  grandeurs  * 
de  la  propofée  repréfentées  par  n^  py  f  ^  &c,  pn  prendra  en- 
fuite  la  valeur  de  f^  &  on  la  fubftituera ,  comme  auffi  le 
dîvifeur  pris  pour  g,  dans  xx  ^fx  h-  g  =  o  5  &  fi  la  pro- 
pofée {é  dîvife  exadement  par  Inéquation  qui  naîtra  de  la 
liibiUtution,  on  aura  ce  qu*on  cherche:  finon,  on  mettra  juo 
autre  dîvifeur  du  dernier  terme  à  la  place  de  g  dans  la  ré- 
duite ,  &  on  continuera  Toperation  cojnme  on  vient  de  le 
prefcrire. 

On  pourroît  auflî  fubftîtuer  les  divifeurs  du  dernier  terme 
les  uns  après  les  autres  avec  le  figne  -i-^  &  enfuite  avec  le 
figne — ,  dans -les  deux  réduites,  avec  les  valeurs  de  »,  ^, 
^3«&c,  &  trouver  enfuite  le  plus -grand  divîfeur  commun  des 
réduites  j  &  par  le  j)lus  grand  divifeur  con^mun,  trouver  la 
valeur  de  /,  &  la  fubftîtuer  avec  celle  de  g,  dans  xx-^-fx 
•+-g;  =  o,  &  diyifer  enfuite  la  propofée  par  Téquation  qui 
^n  iiaîtroit. 

Voici  un  exemple  qui  fera  concevoir  les  deux  manières 
.4*appliquer  la  méthode  â  une  équation  particulière. 
JPour  voir  fi  l'équation  x^  -H  xax^  —  }aax^ —  aabxx H-  ^bx 

^^'^^saao,  peut  ctreex^iârement  divifée  par  une  éqùatioa 


L  I  y  K  ï    TV:  157 

lu  fécond  degré,  tSc  par  une  du  trofïénie  degré,  qui  ayenc 
tous  leurs  termes  :  i^.  il  faut  prendre  les  divifeurs  du  dernier 
terme  qui  font  de  deux  dimenflons  ^  ces  divifeurs  font  ab^ 

10.  Afin  que  la  formule  générale  x*-i-«x\  &c  repréfente 
la  prppofée ,  il  faut  fuppoier  »=:;x^^^  =  —  }^^«—  ^b  ^ 

3^  Il  faut  /ubftituer  dans  laquelle  on  voudra  des  deux 
réduites,  '^ab  ih  place  de^,  &  les  valeurs  de  n^^,  ^,  &c. 
â  leur  place  -,  &  comme  la  valeur  de  /qu'on  trouve  après  la 
fùbftîtution  de  -H^^  à  la  place  de  g,  étant  fubftîtuée  dans 
XX  -^fx  -f-  ^^  ==!  0 ,  Téquation  qui  en  vient  n'eft  pas  un  dî- 
vifeur  exaâ:  delà  propofée,  il  faut  fubftituer — ab  à  la  place 
de  g,  dans  laquelle  on  voudra  des  réduites,  &  les  valeur^ 
dQn^py^^Scc^&c  Ton  trouvera  au  lieu  de  la  première  réduite 
cette  équation  ff —  af —  laa  =  o  5  &  au  lieu  de  la  féconde 
réduite  t*on  trouvera  ff^  ^/  -*-  i^i  5=  o: 

^ibf 

4P.  Ayant  trouvé  par  le  moyen  de  Tune  ou  Tautre  de  ces 
deux  réduites  que  fr=zs—^a,  on  fubftituera  — ^  au  lieu  de/ 
dans  A;x-4-/v-4-g=«o,  Sc-^ab  i  h  place  de  g5  &  Ton  aura 
XX  — ax — ab=;zOy  par  laquelle  divifant  la  propofée,  on 
trouvera  le  quotient  jufte  x'  -1-  }axx  —  }abx  —  aab  ==  o  j 
aînfî  la  propofée  n'eft  pas  du  cinquième  degré,  nuis  elle  fç 
réduit  aux  deux  équations  précédentes  du  fécond  &c  du  troi*. 
fiéme  degré. 

On  peut  auffi  trouver  la  valeur  de  /,  en  prenant  le  plus 
grand  divifëur  commun  des  deux  réduites,  après  qu'on  y 
aura  fubftitué  —  ^^  à  la  place  de  g  ^  &  les  valeurs  de  n^  py  q^ 
&c.  car  Ton  trouvera  que  le  plus  grand  divîfeur  commun  eft 
/-h-  ^  =  o ,  par  confèquent  /  =  —  a. 

Cette -manière  de  trouver  la  valeur  de /par  le  plus  grand 
divifëur  commun  des  réduites  ^  après  qu'on  y  a  fait  les  fub- 
ftitutîons,  eft  d'ufage,  lorfque  les  réduites  font  au-deflus  du 
fécond  degré  5  mais  quand  les  réduites  ne  paflcnt  pas  le  fe- 
cond  degré,  il  eft  d'ordinaire -plus  court  de  prendre  la  va- 
leur de  /  dans  une  feule  réduite. 


.■t  '  k  »  b 


|c8  An  ALT  SB       D  E  M  »  If  T  Jl  H^K. 

Ttmr  le  pxiéme  deffré. 

LORSQV'IZ  feutfe  tèduire  k  mne  équation  du  fecontt digri 
et  à  une  autre  du  4%  dans  le  [quelles  aucun  terme  rCefi  évanoui. 

Il  faut  fuppofèr  les  deux  équations  indéterminées  xx^fk 
•4-g=  o ,  a;^-+-  hx  ^  ixx  -F  /lÂ:  -4-  /=s:o  j  &  après  avoir  prîs^ 
leur  produit  x'  -F  Ax*h-  /V  -f  ^x'  -h  Ixx  h-  /7x  -h  g/ sacs  o  j^ 

-*- A^  -^  yc'^ghx^'^pxx  -H  g^x 

îl  faut  compaTcr  les  termes  du  produit  avec  ceux  de  la  for- 
mule générale  du  fîxiéme  degré  x*-4-»x'-h^x*H-^x^-f-rxx 
-4- jx-+-/^=o>  qui  leur  répondent  j  ce  qui  donnera  les  fix^ 
équations  particulières  qui  fuivent  :  i'%  )&  -h/=  »  >  2^,.  /  -Hg 
^fh=fh  3S  ^-♦-gA  ^fi:=:=Lq\  4c,  /^g/.4./^--ri  y^^ 
H.g^=/3  6c^  g/==f. 

Pour  troitvec  une  rcduke  dont /fbît  Pioconnue,  &  dans* 
laquelle  g  repréfènte  un  divifèur  du  dernier  terme  de  la^ 
propofée ,  on  prendra  deux  valeurs  de  h  dans  la  première 
Sa  la  féconde  équation  ^  &  Ton  aura  A  =» »  — /=  f-^^^'  ^ 
d*bti  Ton  déduira  i^=s=^ff — ^f^p  —  g  5  comparant  cette- 
valeur  de  /  avec  une  autre  prife  dans  la  quatrième,  on  aura 
/  =  tz^  ^ff^nf^f^p  ou  bien  T^l^fk~%ff 
—  g»/-f-  g^  — i^  3  mettant  dans  cette  équation  la  valeur 
de  7  prife  dans  la  fixîeme  équation,  <^uî  eft  l=jy  l*àn  aura 
r— f  —  fkjs^^ff — gnf^gp — ^i  fiibftituant  la  valeur 

è^  1 9SL^  dans  la  cinquième ,  on  aura  k  =  — j-^.  Cette 
ipaleur  étant  fubftituée  à  la  place  de  k  dans  r — f  — /^=  gyT* 


►  g»/ -4-  g^  —  gg  ^  l*on  aura  la  réduite  r  —  f  —  -^^— j — ^ 
•S/f— g»/-*-gf— gg>  quîfe  réduit  à)7—'/^-- «/h-/ 


^^   r 


*»  o  5  c*eft  la  réduite  qu'on  cRercEc. 

On  peut  trouver  une  féconde  réduite  en  comparant  là. 
iraleur  de  i  déjà  trouvée,,  qui  eft  i^=^ff —  »/-h^ — g^  avec 
une  autre  valeur  de  %  prife  dans  la  troifiéme  équation ,  2c 
I^OB  aura  ISS  ^•"}""^<^' ^=^ff-^rif^]f — g>  il  f^t  fubftituer 
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^Qs  cette  éqaation  la  valeur  de  h  prife  dans  k  première 
•équation ,  qui  eft  ^ss  ^i  — f^  &  la  valeur  de  K  priie  dans  la 
cinquième  équation  ^  qui  eft  ^  «  -^f^  j  &  (ubftituant  à  U 
place  de  /  fa  valeur  /  =f  prife  dans  la  iîxicme  équation^ 

on  aura  ife=s  ■  ^  ^>  fubfti tuant  donc  les  valeurs  ^  k  ^ 
^e  h  dans  l^=^=^^ss^ff — nf^f — g.  Ton  aura 

qui  fe  réduit  à/* — »/7^—  ^g/Vg»  «5  o  j 

—  j5î — y 

c*eft  la  féconde  réduite  qu'on  cherchoît. 

On  fe  lèrvira  de  ces  réduites  pour  trouver  fi  une  équation 
du  fixîéme  degré  fe  peut  réduire  en  deux  plus  fimples  qui 
^yent  tous  leurs  ternies ,  dont  Tune  foit  du  ^cond  degré ,  Se 
l'autre  du  quatrième ,  comme  on  Ta  enfeigné  dans  k  cin« 
quiéme  degré. 

Tout  te  fixiéme  etep-è  ,  lorfqu^il  peut  fe  réduire  à  deux  équations 
du  troifieme  degré  qui  ont  tous  leurs  termes. 

I L  faut  fuppofer  les  deux  équations  indéterminées  x^^fxja 
H-gAT-hAsssîO,  x'-i-  ixx  -h  )fev  -I-  /  ss=s  G  j  &  après  avoir 
trouvé  leur  produit  x*  ^fx*  -hg^r*  -4-  hx^  -*-  hixx  -h  hkx  -*-  hl 

^-  ix^  -I-  kx^  -♦-  Ix^  -*-  flxx  •+•  glx 
'  ^fix^  -4-  g/x'  '^gkxx 
-hfkx^ 

te!  0  5  on  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de 
îa  formule  générale  du  fixiéme  degré  x*  -h  nx^  +•  px*  +•  qx^ 
s-  rxx-^sx  -H  1^=  o ,  qui  leur  répondent  j  ce  qui  donner^ 
les  fix  équations  particulières  qui  fuîvent:  i'-\,  /-h  /==»; 

H-gÀ  =  r}    yjhkH-^gl=Sy6^^fjl  =  t. 

Pour  trouver  une  réduite  dont  /  foie  Tînconnue,  &  dans 
laquelle  />  repréfente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la 
propofce,  lequel  divifeur  eft  de  trois  dimenfions  dans  les 
équations  littérales  &  homogènes  ^  il  faut  prendre  dans  la 
première  &  la  féconde  équation  deux  valeurs  de  ij  &  Ton 
^  aura  i  ^  n  — /=  ^^-=^^  j  d'où  Ton*  déduira  k  =  jf  —  nf 
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^p — gj  on  prendra  une  autre  valeur  de  ^dans  la  dnqui^« 
me  4===T^S  par  confequent  /j^ — nf-k-p — g=^  '-^.  On 
fubftituera  dans  '-^j^  ^  la  valeuf  de  /  prife  dans  la^  fixiëme 

équation  /=  ^j  6c  Ton  aurz/f — nf-^p — g=  — ^j— *-' 
d*où  Ton  déduira  g  =  "^^C^^*"'  •    H  faut  remarquer 

cette  première  valeur  de  g. 

Pour  avoir  une  féconde  valeur  de  g  à  comparer  avec  cette 
première^  on  fe  fervira  de  latroifîéme  équation,  qui  don- 
nera g=  <-*y/~/'i^  fubftituanr  dans  cette'  valeur  cellb  de 
/  =  -^ prife  dans  la  fîxicme  équation,  celle  de  i  prifè  dans 
la  première,  qui  eft  i  =  n — /,  &  celle  de  k  prife  dans  la 
féconde ,  qui  eft  kj=p  —  g  — //  ==/  — g  —  nf-^ffy  Ton. 


aura' 2=  2 & u. — -J^f jj. é^  dou  loa- 

déduira  g ^/— «//■^^//'-^  f"^  ^fl.  I^  féconde 

valeur  de  g;  comparant  les  deux  valeurs  de  g,  on  aura' 

rz::^5 17=^ r"  ^^' 

fexeduit  à/-  Lf-^^^/Zln  hM:;:^ 

j-4-/>  F"*"*  *■*"* 

sssOj  c*efHà  premîereréduite  qu'on  cherche. 

Pour  trouver  une  féconde  réduite  dont/foit  rmconnuc^, 
on  prendra  deux  valeurs  de  4^  l'une  dans  la  féconde  équa- 
tion particulière,  &  Tàutre  dans  la  quatrième  j  &  Ton  aura 
k^=^  p  —  g  —  //'  =  '"*i"^^  )  fubftîtuant  dans  cette  équa- 
tion la  valeur  dé  /  prife  dans  la  première  équation  /  =  «  — /,. 
celFe  de  /  prife  dans  la  fîxiéme,  qui  eft  /  =  ^,  &  làpre- 
jniere  valeur  de  g,  qu'on  a  fait  remarquer  ci-deflus,  j^'équa- 

tion — g-^-i^ — /^==  ''"i"-^^,  fera  changée  en  celle-ci, 
kTLzJ^L^'  ^f^nf^ff.^  "râltJIrJ'  d'où: 

Étant  les  fraâions ,  &  faifant  en  forte  que  le  premier  terme 
n'ak  que  Tunité  poux  coëficient ,  Ton  trouvera  l'équatloo' 

fuivante. 
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fxnnntey  <iui  eft  la  féconde  réduite  qu'on  cherchoic, 
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Gn  fè  fervîrârde  ces  réduites  pour  trouver  fi  une  équation 
du  fixiéme  degré  peut  fe  réduire  en  deux  du  troifiénie  qui 
ayent  tous  leurs  termes ,  comme  on  Ta  enfeîgnc-dans'  le  cin- 
quième degré  :  Mais  il  faut  remarquer  que.  quand  on  aura 
trouvé  une  valeur  de /,  il  faudrala  fubftituer  dans  Tune*  des. 
deux  valeurs  de  g,  laquelle  on  voudra  y, pour  déterminer  la^ 
valeur  de  g,  afin  de  la  iùbftituer  avec  celle  de/î,  &  avec  1er 
dîvifeur  pris  pour  h  dans  K'-^fxx  -F  gx  -4-.;&  =  o  j  &  après. 
ces  fubftitucions ,  on  divifera.  la  propol^e  par  cette  équation 
ainfi  cfiangée. 

Ceux  qyi  voudront  prendre  la  peine  da  calcul ,  pourront 
âBaifler  cette  féconde  réduite  parle  moyen  de  la  première-, 
au  fécond  degré ,  comme  on  Ta  fait  dans  le  problème  pré- 
cèdent, ^^g.  147  ^  148; 

La  démoniltation  de  ce  quatrièine  Problême  eft  la  même 
<iue  celle  du  troiiîéme, 

C  0  R  o  L  L  A  r  r:  e    r. 

Il  eft  évident  que  ce  quatrième  Problème  comprend  Iç 
précèdent  j,  car  quand  il  arrive- qu*îl  y  a  un  ternie  évanoui 
dans  Tùne  des  deux  équations  plus  fiitiplès,  dahs  lêfqueUes 
une  équation  du  4^,  5-^  &  6^  degré  fe  peut  réduire,  on  trouve 
«lors  une  valeur  de  Tindétcrminée  qui  répond  à  ce  terme, 
ptîfedans  les  réduites  de  ce  quatrième  Problème,  égale  à  zéro, 

C  a  R  G  L  ir.  A  r  R  B     II; 

L  Ox  s  Qjj^A  p  Ri  S  avoir  fubftîtué  fucceffîvement  tous  lés  ^ 
4îvifèurs  du  dernier  terme  de  la  propofce  dans  les  réduiter;^. 
Tome  JL  X 
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en  ne  peat  trouver  aucunes  val(^ur$  des  indétermiinjées  ^  <fBi\ 
étant  lubftituces  dans  xx  -^fx  -^  g  =s=  p ^  ou .  x' -i-  fxx  -*-  gx 
^  h  =:Oy  lés  rendent  des  diviieurs  ex^âs  de  la  propofée^ 
c*efl:  une  marque  certaine  que  la  propofce  eft  irrcdudibLE* 


PROBLEME 

qM  contient  les  dtux  précedeus. 

'  !^7*  TR  O  V  VE  R  les  équations  flms  fimfles  commenfur^ks ^  far 
le  [quelles  une  équation  riduÛible  de  quelque  degré  qiiettefuifft 
être  yfeutfe  divifer  exaBement^foit  que  ces  équations  plus  fim- 
fle^  ayent  tous  leurs  termes  ^  fois  qu^ elles  en  ayent  d'évanouis* 

A   V    £  *JLT   IS^EM£NT, 

La  méthode  qu'on  va  expliquer  fuffit  feule  pour  réduire 
toutes  les  équations  compojfees  réduâibles  aux  plus  fimplcs 
degret ,  ou  pour  s'afTurer  fi  elles  font  irrcdudibles  j  mais 
dans  la  crainte  que  Textrêmc  longueur  du  calcul  ne  rebutât 
le  Leâeur,  on  a  cru  qu'il  étoît  neceflaîrc  de  faire  précéder 
les  méthodes  du  troifiéme  &  quatrième  Problême,  dont  le 
calcul  eft  bien  moins  embarra{wtit,&  qui  cependant  fuiEfent 
font  réduire  les  équations.  Pour  faire  concevoir  clairement 
cette  méthode ,  on  rappliquera  en  dénonçant  aux  équations 
du  quatrième  degré  :  11  faut  fe  rendre  cette  application  fa- 
fnilîere  pour  entendre  la  déraonftratîon. 

Méthode      Gehei^alz. 

io.IL  faut  d*abdrd  fuppofer  que  xjtf-4-./xH-gssro,  repré- 
fente  par  ks  indéterminées/,  g^  l'équation  du  fécond  degré, 
par  laqueUeune  équation  compoféefe  peut  divifer  exaâement* 

%"=>.  Il  faut  divifer  la  formule  générale  du  d^rc  de  Téqua* 
tîon  qu'on  voudra  réduire,  par  xx-i^/ir^-gssso,  &  continuer 
]a  divifîon  |ufqu*â  ce  qu^on  feit  arrivé  i  un  refte  où  Tinconnue 
X  foit  moins  élevée  d*un  degré  que  dans  xjc  r*-/x-4-g=o.    . 

30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à  zcro^ 
ce  qui  donnera  autant  d^équatîons  qu^on  a  fuppofé  d'indé- 
terminées. 

Au  lieu  de  faire  ce  qui  eft  marqué  dans  ie  fécond  &  troi- 
sième article,  on  pourra  multiplier  xx -i-/irr*-g=o,  par 
une  autre  équation  indéterminée,  dont  le  degré  joint  avec 


L  r  V  R  B     IV.  1^3 

€tlm  êtxx^fx  -i-g=ss  o  j,  feflc  celui  de  l^cquacîon  qu'on  veut 
réduire)  par  exemple^  pour  le  4©  degré,  il  faudra  multî^ 
plier  XX  ^fic  -f-  g  =  o  ,  par  jkjc  -h  ^x  -h  i  =s  o  j  pour  le  5c 
degré, par  x' -F  Axx -f- /x H- ^ = o  j  pour  le  6%  par  x'-^hx^ 
-♦-  /ATX  -F  ib:  -H  /=  G  j  &  ainfi  des  autres. 

Il 
ceux 
▼eut 

&  quatrième  Problème  j  ce  qui  donnera  autant  d'équations^ 
particulières  qu*il  y  a  d'indéterminées  dans  les  deux  équa- 
tions indéterminées  qu'on  a  multipliées  Tune  par  Tautre* 

Il  faudra  dégager  tes  indéterminées  de  Inéquation  iudé- 
terminée  xx-HAx-f-/  =  o,  ou  x*-i-^xx-»-'/Ar-f-^=ro,  &c. 
en  fe  fervant  des  premières  équations  particulières ,.  &  en 
fubftîtuant leurs  valeurs  dans  les  deux  dernières,  on  aura  pré* 
cifément  le$  deux  mêmes  équations  trouvées  par  le  fécond 
&  troifiéme  article. 

'  '  Par  exemple  y  pour  réduire  une  équatfon  du  4*  degré ,  on 
prendra  la  formule  générale  du  4*  degré  x^-^nx*-^  pxx 
•f-^xH-r=o,  &  réquation  indéterminée  xx -h/Âr -t-g  =  o | 
on  dîvifera  la  première  parla  féconde,  comme  on  le  voit  ici? 

AriRTiisfiKiHT.       z  9^  4f^  1  iMP*  +•  1  f JPX  -4-  qm-  -f-  r  rxx-^fis-^^ 

^mâtquiqmja  —  ^  fi^  ^  ^  gxm  —  ngx  —  pg  txpe^n»+^p' 

ffoniewr  $&  €fftu  -^  t  h/xx -+*  fgx -+*  gg  ^      .^fa  ^^g 

€iei  Mnjt  i  X*  *ir-^/fxx  —  PJ^  "H  «/ÎT                     — n/* 

mMtqtie  que  »♦  ejt  ^'fgx  —  ffjg                     ^ff 

s¥mMe  pmr  mur  »^  ,jffx 

ligne.  —  fist 

Et  la  divîfioii  fera  continuée  jiifqu*^a  ce  qu'on  ait  trouvé  fc 
wfte  ^fx  -H  nffic  ^fgx  — //x  ^fgx  ^ngx  -k  qx  ^fj^ 

*  ^  -•"  gg — /g  "*•  ^r  ^^^^  lequel  x  eft  d'un  degré  moinsi 
élevée  que  dans  le  divifeur  xx  ^fx^g. 

On  i^ppofera  chaque  terme  de  ce  rcfte  égal  â  zéro ,  fiC 
Ton  aura  ks  deux  équations  ^^^p^riff^^ff-^  «gsî:  o,. 

•u  bien  en  craofjpofanc ,  P  — i^-^tf  -^  «2=*  o> 

'  2:/r— «gf— Sg=-9? 

— r  Xi); 


\ 
I 


i(>4  Analyse   de  montre' £. 

On  trouveroic  les  deux  mêmes  équations  en  componu^ 
les  termes  du  produit  de  xx  -^fx  -f-  g  =  o  ,  par  xx  -i»  bx 
-4-/  =  G,  qui  eft  x*H-/)c'-i-gArx-Hgi^x-Fg/=p,  avec,  ceux 

-»*-  hx^-^  ixx^fix 
^fhx 
de  la  formule  générale  x^  h-  nx^^pxx-^  qx-^r^ssi  o  $  car 
en  dégageant  les  indéterminées  h  &  i  dans  les  premières 
des  quatre  équations  particulières  que  donneront  ces  com- 
paraifons^  qui  font  ;  .1'%/^*-^-=»;  i^^  g-^  i^^^  fh^=ip3 
3®»  gh-^fi  =5s  qi  4%  g/ =:r^  Ton  trouveroît  h^=:^n  —/, 
/=;>  —  g^^nf^ffh  éc  fubftîtuant  les  valeurs  de  >&  &  dei 
dans  la  y  &c  la  ^S  Ton  auroit/=  pS^'l^i^/  5  d*où  Toa 

déduiroit  /^  —  «Jf  —    Ig/^  «g  =  o,     &   g  =  ^^/^nf^ff 

d*où  Pon  déduiroit  g//"-^  «g/— gg=o. 

4^,  Pour  trouver  les  valeurs  àtfiL  de  g  par  le  moyen  de 
ces  deux  équations^  on  choidra  laquelle  on  .voudra  des  deuac 
indéterminées/,  g,  pour  enfair.e  rincqnnue  de  lajéduitej 
fuppofé  qu'on  fè  aétermine  à  g^  on  ordonnera  chacune  de 
tes  deux  équations  par  rapprt  i  rincqnnue  /  qu*on  veut 
faire  dî/parôître  de  Ja  réduite^  Jtn  ron  regardera  g  comme 
connue ,  jufqu'â  ce  ^'oa  ait  trouvé  la  réduite  dont  g  foie 
finconnue. 

Pour  trouver  cette  réduite,  on  cherchera  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  précédentes  5  &  quand 
on  fem  arrivé  à  axx\  -refte  où  /  foit  linéaire  ,  on  mettra  ce  ^ 
refte  à  part ,  &.Ie  -fiippofànt  égal  à  zéro ,  on  prendra  dans 
l'équation  linéaire  faite  de  ce  refte ,  la  valeur  de  /  linéaire , 
laquelle  ne  contiendra  que  des  grandeurs  connues  avec  la 
feule  inconnue  g.  Il  faut  remarquer  cette  valeur  de/,  parce, 
que  quand  on  aura,  trouvé  la  valeur  de  g  dans  îa  réduite, 
en  la  fubftituant  <ians  cette  valeur  de/,  on  rendra /toute, 
connue. 

On  continuera  de  chercher  le  plus  grand  dîvifeur  com- 
mun avec  fë  refte  où  /  eft  linéaire  ,  comme  fi  on  n'avoîc 
pas  mis  ce  refte  à  part  j  &  quand  Tinconnue/aura  dîfparu, 
on  fuppofera  lé  refte  qui  n'aura  point  d'autre  inconnue  que 
g,  égal  à  zéro  j  &  ordonnant  l'équation  qui  jen  naîtra  par 
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9âporc  à  rînconnue  g  j  elle  fera  la  réduite  qu'on  chd|*che. 

Dans  notre  exemple  on  cherchera  le  plus  grand  diviieur 
commua  de  /*—  nf/—  ag/-*-  »g  «=  o  ,  &  de  gff-^  ngf 

^  pf  —  i 
*-*g^ss5  oj  &  quand  on  fera  arrivé  au  refte— «-g^-n  rf 

«4.  ngg  —  ^gy  où/eft  linéaire,  on  le  fuppofera  égal  à  zéro  ; 
d'oul'on  déduira /=  ^^f^.  Il  fout  remarquer  cette  équa* 
tioQ  linéaire,  qui  fera  trouver  la  valeur  de/^  quand  g  fera 
connue. 

On  continuera  enfuite  la  recherche  du  plus  grand  divifèur 
commun  des  deux  équations  précédentes,  comme  fi  on  ne 
s'étoit  pas  arrêté  â  mettre  à  part  la  valeur  de/,  en  divifanc 


gff^ngf-^gg^o,  par  le  refle  —  g^^  ngg^o,  juC. 

-*-^g  •*- V  — fS 

qu'à  ce  que  Pinconnue  /ait  difparu  ^  &  Ton  fûppofèra  le 
refle  qui  ne  contiendra  plus  /,  égal  à  zéro ,  &  après  avoir 
ordonné  ce  refle  par  raport  à  Tincôijnue  g>  on  aura  la  ré. 
duite  g^  — /g' -<- »fg*  —  f fg*  -^  «f rgg  —  i>rrg -*- r' »  o. 

~^*    — .««rg^— r/gg 
-^ifrg^ 
Si  Ton  vouloit  trouver  la  réduite  où  /  fût  l'inconnue,  on. 
ordonneroit  les  deux  équanons  trouvées  par  le  fécond  & , 
troifiéme  article  de  la  méthode,  par  raport  à  l'inconnue 
&  l'on  auroit  gg-H«/^-*-rs=so,  &  %fg — /*  sœo. 

—m  — // 

On  chercheroit  leur  plus  grand  divifèur  commun ,  &  on 
feroit  d'abord  l'opération,  jufqu'â  ce  qu'on  fut  arrivé  à  un 
refte  oii  g  fût  linéaire.  Mais  comme  g  eft  linéaire  dans  U 
féconde  équation ,  ce  refte  eft  tout  trouvé  fans  operer,.&  l'on 

Il  faudroit  enfuite  contmuer  l'opération  .pour  trouver  Je* 
f^us  grand  divifèur  commun ,  jufqu'à  ce  que  g  eût  difpani 


}$<[  Analyse  ^dimonthe*!:. 

^iff*   —a»/»    -^n^  —«^//••-«pf 

-♦-  innfff'^f>  4»/  —  MU 

Si  le  fecond  terme  étoic  évanoui  dans  une  ét|a2tiotT  dis 
qiucriëme  degré ^  alors  n  écanc  zéro,. toutes  les  grandeurs» 
de  la  réduite  précédente  oà  fe  trouve  Uy  devenant  zero,r 
Voa  auroic  la  réduite  du  5*  degré /*-►.  ^fT ^tfff-^qq^sss.o. 

.  Four  trouver^  par  le  moyen  de  ces  réduites ^H  une  équa« 
tion   particulière  du  quatrième   degré  ,   par  exemple    x 
«^  xax^  ^-^  acxK    -k-  labix-^  aaifsssrOj  peut   fe  divîfer 
—  xix^  —  yiixx  —  laacx 

exaâiement  par  deux  équations  commeniurabies  du  fécond 
degré  y  il  faut  fuppofèr  ^  afin  que  la  formule  générale  repré* 
fente  la  propofée,  ntsm^ia — i&^f  =  —  ac':^^ab ^.q=^iabb 
— ^  xaac  ^  r  =  -h  aabc  ;  &  enfulte  fubftituer  dans  laquelle 
oè  voudra  des  deux  réduites,  à  la  p4ace  àé.  n^  f\  q^  &c.. 
les  grandeurs  qu'elles  repréientent. 
.  Il  faut  eafiiite  trouver  cous  les  divifêurs  du  dernier  terme 
de  la  réduite  ainfi  changée  ^  &  fi  la  propofée  eft;  littérale  ic 
homogène,  il  Êiudra  prendre  les  feuis  dîvi(eurs  de  deux  df. 
menfîons  dans  la  réduite  dont  ^  eft  l'inconnue,  &  ceux  d'une 
feule  dimenfion  dans  la  réduite  dont /eft  l'inconnue. 

Si  l'on  iè  fert  de  la  réduite  dont  ^  eft  l'inconnue,  comme  g^ 
rjCpréiènte  un  divi&ur  de  deux  dimenfîons  du  dernier  terme 
de  la  propofée ,  il  n'y  a  parmi  tous  les  divifêurs  du  dernier 
terme  de  la  réduite^  qui  (bot  de  deux  dimenfîons ,  que  ceux: 
qui  font  ccynmuns  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  propo- 
fée ,  qui  peuvent  fervir  y  ce  qui  eft  un  abrégé  lorfqu'on  fe 
fert  de  la  réduite  dont  g  efti'inconnuc 

Il  faut  fubftituer  tes  divifeurs  donc  on  vient  de  parler  fuc^ 
cefSvement  avec  le  (igné  de  -h  Se  celui  de — ,  à  la  place  de  g^, 
dans  la  réduite,  ou  à  la  place  de  /^  fi  l'on  fe  ferr  de  la  k^ 
conde  réduite  j  ou  bien  divifèr  fucceilîvement  la  réduite;  par 
g  ou  /plus  ou  moins  chacun  de  ces  divîièurs.  . 

Celui  de  ces  divifeiurs  dont  la  fubftitution  rendra  toutes 
les  grandeurs  de  la  réduite  égales  à  zéro ,  ou  par  le  moyea 
«baquei  la  divifion  fe  fera  fans  xefte^  fera  la  valeur  de  g.  ou 
4e/: 
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r  Dans  notre  exemple  ^  après  avoir  mis  dam  ia  réduite 

<doQC  g  eft  rinconnue^  à  la  place  ^n,  f, Sec.  les  graodeara 

de  la  propafëe  quelles  repréièntenc^  eliefe  croure  changée 

en  celle-ci. 


—  ia^cg*    —  4^Ucgi   —  ^J^^gg 

Les  dîvifeurs  du  dernier  terme  ^  qui  (ont  de  deux  dimenfions; 
font  ab]^ac^tc^aaybh,cc,  parmi  lefquels  il  n*y  en  a  de  com« 
muns  avec  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propoTée^  que 
ab^acy  hj  aa.  Ainfi  il  ne  Eaïut  fe  fervir  que  de  ces  quatre. 

Or  on  trouve  que  fubfticuant  — ab  à  la  place  de  g^  dans 
la  réduite ,  toutes  les  grandeurs  ië  détraifent  par  des  Cgoes 
contraires  }  ou  bien  qu'en  faiiànt  la  divifîon  de  la  réduite 
par  g  -H  <<^  sss  o,  la  divîiîon  ie  fait  £ins  refte  :  Ainii  gsaa 

Il  faut  après  avoir  trouvé  cette  valeur  de  e,  la  fiihflitiiec 
avec  les  valeurs  de  n^q^ty  dans  Téquaticm  ou /eft  linéaire  ^ 

qui  eft /==  4rr^  ^  &  1*^^  trouve  /=  xm. 

Jl  faut  mettre  ces  valeurs  de/&  de  g  dans  Téquation  in- 
déterminée XX  -*-A-*-g  =  o,  &  Ton  aura  xx  -*-  %éix  —  ^ 
s=  o ,  qui  eft  Téquation  commenfurabk  du  fécond  degré  ^ 
par  laquelle  la  propofée  peut  être  exaébement  divifée  :  fi  Ton 
fait  la  divifion ,  le  quotient  xx  *— i^x— -^rssso ,  ièra  Taotre 
équation ,  par  laquelle  la  propofée  fè  peut  exaâement  dû 

vifen 

On  trouveroît  auflî  la  iecoûde  équation  du  fécond  degré^ 
en  fubftituant  les  valeurs  de  n ,  /^  f  ^  r^f^  g^  dans  le  quotienc 
indéterminé ,  qui  eft  xx  *f-  fix  -4-/ = o. 

— »/ 

Dèmonfiration  du  cinfuième  Problème. 

On  fuppiofe  que  x*-4-  »x^ -i^/xx -i-fx-f-r  =e,  repr^ 
fente  toute  réquation  du  quatrième  degré  y  qui  le  peut 
exaâement  divilbr  par  deux  autres  commenfurables  du  %^ 
degré,  dont  Tune  eft  repréfèntce  par  x;c-«-/x-fr-ga»o: 


i^S'  Analyse    demo^htk  e*e. 

Aînfî  /^  j  réprcfencent  des  grandeurs  commenflirabIes«  » 
Selon  cette  fuppofitîbn ,  en  dîvîfant  x*-4-»x\  &c.par  xx^fx 
4-  g  =  o ,  la  divifion  doit  être  exaâe ,  &  le  quotient  eft: 

XX  -4-  »JC  ^f  =  o, 

Puifque  la  divifion  elE  fuppofée  te  faire  fiuis  refte,  le  rede 

•^*y^-^-*-gg 

—/A  ^  «^ 

^nffx-^ff^ 

^px 
doit  donc  être  égal  à  zéro ,  &  les  grandeurs  de  chaque  rei^i 
me  du  refte  fè  doivent  détruire  ^  &  efieâivement  elles  fe  dé* 
truiroient  fi  l'on  mettoit  à  la  place  des  lettres  »,  f ,  ^,  r,/^  g , 
les  grandeurs  qu'elles  reprélèntent  ^  car  autrement  la  divii. 
fion  ne  (è  féroît  pas  fans  refte ,  contre  la  fuppofition. 

Chacun  de&  termes  du  refte  donne  donc  une  équation  ^ 
dont  le  2^  membre  eft  zéro.  Ainû  — /^  ^  pff — ff  —  «g. 

^^^    —  g^-H«g^H-gg  =  0.^ 


Si  l'on  conçoit  dans  chacune  à  la  place  des  lettres,  lesgran*- 
di^urs  qu'elles  repréfentent,. toutes  les  grandeurs  Cq  détrui* 
ront  par  des  fignes  contraires.  Donc  f^  ou  —  la  gran«» 
.deur  commenmrablè  qu'elle  repréfente ,  eft  une  équation 
imeaire,  -qui  eft  un  divifeur  exaéb  de  Tune  &  de  l'autre  de  ces 
deux  équations  j  par  la  nature  des  équations. 

De  mêmeg-H  ou  —la  grandeur  commenfiirable  qu'elle' 
repréfênte ,  eft  une  équation  linéaire ,  qui  eft  un  divifeur 
exaâ  de  ces  deux  mêmes  équations ,  fuppofé  qu'on  les  or^ 
donne  par  raporc  a  l'indéterminée  g  ;  par  confequent  en- 
recherchant  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 

-équations,  qui  en  ont  un  où/* eft  linéaire,  ou  bien  un  où*  g 
eft  linéaire  :  Quand  on  fera  arrivé  à  un  refte  dans  lequel  p 
ou  bien  g  feront  linéaires,  ce  fera  un  divifeur  commun 

-des  deu^c  équations.    Ce  refte  eSt  fess  ^^~y  on  bien 

g  = 
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^— i  Jlz^ii^..  Ce  refte  eft  donc  une  équation  lîncaire, 
qui  contient  une  racine  commenfurabie  de  chacune  de  ces 
deux  équations. 

Si  on  continue  la  recherche  du  plus  grand  divifeur  com- 
mun, julqu'à  ce  que  /  ou  g  difparoiflent,  le  nouveau  refte 
qui.  ne  contiendra  point  /^  ou  point  g,  fera  donc  égal  â 
zéro  ,  puifque  le  relie  précèdent  où  f^  ou  bien  où  g  ctoit 
linéaire,  eft  fuppofé  un  divifeur  exaâ,  qui  doit  laifler  zéro 
pour  refte  de  la  divifion  :  Ce  dernier  refte  qui  eft  la  réduite, 
eft  donc  tel,. quîen  mettant  â< la. place  de  1-inconnue /ou  g 
de  cette  réduite  ,.  la  grandeur  commenfurable  qu'elle  re- 
préfente,  &  y  mettant  auffi  les  grandeurs  repréfentées  par 
nyf-y^y  &c.  toutes  les  quantitez  fe  détruiront  par  des  fîgnes 
contraires^ 

Par  confequent,  felon  la  nature  des  équations,  après  avoir 
fbbftitaé  dans  la  réduite  les  grandeurs  repréfentées  par  n^ 
fy  ^r^C'f^  ou  —  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  ré- 
duite ,  ou  bien^  g  -4-  ou  — un^  divifeur  du  dernier  terme  de 
la  réduite ,  eft  une  équation  linéaire  qui  divife  exaâemeoc 
la  réduite  y  &  qui  en  contient  la  racine  j  c'eft4-dire ,  la  valeur 
ëe/oudeg. 

La  méthode  fait  donc  trouver,  lorfque  Téquation  propo- 
fée  eft  réduûibfe ,  les  valeurs  de  /&  de  g,  qui  étant  mifes  i 
leur  place  dans  xx-^/Sc-i-gsssso,  changent  cette  équation 
indéterminée  en  une  autre  déterminée,  qui  eft  un  divifeur 
exad  de  la  propofée.  Ce  qu*il  faloic  démontrer. 

^Remarques  fur  U  méthode  du  cinquième  Problème:.         , 

li 

fS.  Il  fuffit  ici  d'avoir  fiiit  concevoir,  &c  d'avoir  démontré  la 
^  ^  méthode ,  ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcul , 
pourront  fuppoter*  deux  réduites  pour  le  cinquième  degré:^ 
Se  deux  pour  le  (îxiéme,  dont  les  inconmies  foient/ficg; 
&  de  plus  trois  réduites  pour  le  fixiéme  degré,  lorfqu'il  peut 
fe  réduire  à  deux  équations  chacune  du  troifîéme  degré; 
dont  les  '  inconnues  feront  les  indéterminées /,  ^,  h^  de 
réquation  indéterminée  x'  h-/3cx  ^  gx  -i*  A  =3  o. 

Us  pourront  toujours  trouver  par  le  moyen  de  ces  rédui- 
tes, u  une  équation  quelconque  du  4^^  ^e  g^  ^e  degré  eft 
rédudible  ^  &  les  équations  plus  ilmples  aufquelles  on  la 
Tome-  X%  jT 
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peut  réduire ,  par  les  feules  fubftku rions  des  grandeurs  del* 
propofée,  repréfencccs  par  n^  p,  f  ^  &c. 

Pour  abréger  le  calcul  qu'il  faut  faire  pour  trouver  ces 
réduites,  on  pourra  fuppofer  Je  fécond  terme,  où  eft  «^  de 
chaque  formule  générale ,  évanoui  j  &  alors  il  faudra  faire 
évanouir  le  fécond  terme  d'une  équation  propofée^lorfqu'on 
voudra  voir  fi  elle  eft  rédudible. 

IL 

Lorfqu'on  fè  fert  deila  réduite  dont  Pinconnue  g  ou  h  eft  le 
dernier  terme  de  Téquation  indéterminée  xx^fx^gi=o^ 
ou  bien  jc'-**/irx-hgAr-*-A  =  o,  la  grandeur  repréfentée  par 
g  on  h^  devant  £cre  un  diviièur  exad  du  dernier  terme  de 
£i propofée,  lorfque  cette  grandeur  eft  commenfurable 3  on 
a  cet  avantage  de  n'avoir  oefbin  pour  trouver  la  racine  de 
la  réduite ,  que  des  divilèurs  du  dernier  terme  de  la  propo- 
sée, communs  avec  ceux  du  dernier  ter^e  de  la  réduite  :& 
de  plus  fi  réquation  propofée  eft  littérale  &  homogène,  on 
n*a  oefoîn  que  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propotfée 
qui  font  de  deax  dimenfions,  lorsque  Ton  cherche  une  équa- 
tion  repréfentée  par  xx  -h/v  -*-  g  =  o  du  fècond  degré  j 
&  de  ceux  qui  font  de  trois  dimenfions ,  lorfqu'on  cherche 
une  équation  du  troifiéme  degré  repréfentée  par  jc^  h-  fxx 
•»-gx-4-A=o. 

Lorfqu'on  fe  fert  de  la  réduite  dont  llndétermînée  /  des 
équations  ArAr-4-/irH-g  =  o  ,  x' -h/xtx -i-gAr -h  A  =  o  eft 
rinconnue,  ou  bien  l'indéterminée  g  de  Téquation  x^  -^fxjc 
**-gAr  H-  ^  =  o ,  on  a  cet  avantage  que  quand  Inéquation  du 
fécond  ou  du  troifiéme  degré ,  par  laquelle  la  propofée  fe 
peut  exaâement  divifer,  a  le  fécond  terme  évanoui,  on  le 
trouve  tout  d'un  coup ,  car  après  la  fubftitution  des  gran- 
deurs repréferitées  par  n^  py  &c.  dans  là  réduite,  cette  ré- 
duite fe  peut  abaifler  d'un  degré  j  c'eft-à-dire ,  /  fe  trouve 
avoir  une  valeur  égale  à  zéro. 

Il  faut  entendre  la  même  chofe  çic  la  réduite,  dont  rin- 
connue eft  Tindéterminée  g  de  l'équation  x^  -^fxx  •+•  gx 

H-^=:o. 

III. 

Lorfqu'en  examinant  pai*  la  méthode  qu'on  vient  d'ex- 
ph'quer  ,  fi  une  équation  propofée  eft  réduétîble,  on  ne 
trouve  aucune  valeur  commenfurable  de  Tinconnuc  de  la 
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réduite,  on  eft  afluré  que  la  propofée  eft  îrrédtiàîhle. 

Avertissement. 

J^Es  méthodes  qu*on  vient  de  donner  pour  trouver  fi  une 
équation  eft  réduàible  ,  demandent  un  long  calcul ,  c'eft 
pourquoi  il  fèrok  à  fouhaiter  qu'on  eût  une  méthode  courte 
pour  trouver  quand  une  équation  eft  irrédudible.  En  voici 
une  qui  peut  ièrvir  en  plufieurs  rencontres. . 

M éthode^fùur  trouver  tout  itùn  coup ,  en  flûpeuits  cas  ^  fi  une^ 

équation  littérale  efi  irrèàuUible. 

&f,  X  L  faut  fûppofer  fchaque  lettre  diffèrente  de  Téquatiôn  pro- 
pofée égale  â  un  nombre, comme  à  i ,  ou  à  i ,  &c.  ou  bien ^ 
luppofer  toutes  les  lettres  différentes  égales,  ou  feulement 
quelques-unes.  Oh  peut  auffi  fuppofèr  Tùnité  ou  le  même 
nombre  égal  à  plufieurs  lettres  différentes  delà  propofée* 
{t>n  fuppofe  qu*on  n'a  point  abrégé  Téquation  propofée  en 
foppofant  plufieurs  connues  difiEerentes  exprimées  par  une 
jfeule  lettre.  ) 

Il  faut  enfaite  fùbffiîtuer  les  nombres  ou  les  lettres  qu^on 
5t  fuppofé  égales  à  celles  de  Téquation,  â  leur  place  dans  la 
propofée.  Si  la  liouvelle  équation  qui  en  réfulte ,  eft  ïrrédal 
âible,  c*éft  une  marque  certaine  que  la  propofée  eft  îrré- 
dudible^  . 

Démonfiration.  Par  la  fuppofition ,  Téquatîon  nouvelle  qui 
réfulte  des/ubftitutîons,  eft  irrédudible.  Mais  fi  la  propofée 
écoic  réduâiblé  en  deux  autres  équations  plus  fimples ,  cette  - 
équation  qui  Téfùlte  des  fubftîtutions  feroit  neceflàirement 
réductible,  comme  on  va  le  montrer  :  Ainfî  fi  Téquation 
qui  refaite dts fubftkutîons eft^ irrédudible , lapropofée  Teft * 
auffi.  Car  fi  la  propofée  étoit  rédudîble  en  deux  autres  plus 
fimplesv'Qn  pourroit  concevoir  qu'on  fubfUtuât  dans  ces 
deux  plus  fimples,  à  la  place  dés  lettres  différentes  qu'elles 
contiennent ,  les  mêmes  nombres  ou  lettres  qif  on  leur  a  • 
rfuppofées  égales  dânsla  propofée  j  &  on  conçoit  évidemment 
que  le  produit  de  ces  plus  fimples  ainfi  changées ,  donneront 
réquation  même  qui  a  réfùlté  des  fûbftitutions.  Elle  feroit 
donc  rédudible  en  ces  deux  plus  fimples  changées  par  les* 
fûbftitutions  qu'on  y  a  conçues.  Elle  ne  feroit  donc  pas  irTé- 
dàdible.  Ce  c^ï  eft  contre  la  fuppofition. 

Yi) 


/ 
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Cependant.,  quand  en  fubfticuant  des  nombres  ou  des 
lettres  à  la  place  des  lettres  difierentes  d'une  équation  pro-. 
pofée ,  l'équation  qui  en  réfulte  eft  rédudHble  ,  ce  n'eft  pas 
une  marque  certaine  queia  propofée  foit  réductible  j  carii 
on  fuppofe  dans  l'équation  irrédudible  x^  —  ^axx  -4-  ia6x 
•^  aa6  =  G,  que  ij=za y  Téquation  x'—  ^axx-^  ^aax 
—  ^'  5=  G ,  qui  en  réfultera ,  fera  réduâible. 

Cela  vient  de  ce  que  les  lettres  connues  dans  une  équation 
littérale,  repréfentant  toutes  les  grandeurs  poffibles^onpeut 
iîippofer  de  ces  grandeurs.àJeur  plaice  qui  fojent  telles,  qu'el- 
les donnent  une  nouyeUe  équarîon  deinrême  .forme  que  la 
propofée  qui  ait  des  racines  xommenlurables  y  car  il  y  a  des 
équations  rédudîbJes  poffiblcs  delà  même  forme  que  la  pro- 

i>ofée,&  la  generalitjé  qu  l'indétermination ,  pour  ainfioar- 
er,  des  lettres  de  la  propofée,  eft  <:aufe  qu'elle  reprélente 
ces  équations  réduâibles  de  même  forme,  aufli  bien  queies 
autres  qui  ne  font  pas  réduâibles. 

COROLLAHIE  DtJ    CINQUIEME   PROBLEME^ 

pà  fon  explique  la. met  ho  de  de  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier 
terme  d^une  équation ^  lorfque  ce  dernier  terme  eft  très-compofè. 

70.  L  A  méthode  du  Problême  précèdent  peut  fervîr  à  trouver 
tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  d'une  équation  littérale^ 
•quelque  compofé  qu'il  puiffe  être,  comme  on  le  va  voir  dam 
•l'exemple  fuivant, 

Soit  l'équation  x'  4-  iA^t'  -4-  aadxx  4-  a'dx  +  aU  ss  o. 

ac:^  —  abdxx  < —  ê^dx  —  «  *  W 

^  Iflf^i  ^  bcàxx  -t-  àbcdx  —  A^cd 

»—  a^xx    •*—  aahcx  -H  xaabci 
H-  aacxx  ■+•  éb^X    «-^  ^'^     • 
~  akbxx  —  abcci 

-dont  le  dernier  terme  'eft  très-compofé. 

Pour  trouver  tous  les  divifeurs  de  ce  derfiîcr  terme,  i^.  on 

feindra  que  c'eft  une  équation  j  &  prenant  une  des  lettres  qui 

s^y  trouvent ,  commet,  pour  f inconnue  de  cette  équation 

feinte ,  on  ordonnera  l'équation  feinte  par  raport  à  l'inconr 

*  nue  ^3  &  l'on  aura  Téquation  feinte, 

da"  —  hda^  -f-  bbdaa  —  b^da  -♦-  b^cd  =  o.. 
—  cda  '  -H  ibcdaa  —  bccda 


« 


I 


:'J 
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"i^.  On  verra  iî  tous  les  ternies  ne  font  point  multipliez  par 
une  même  grandeur  j  &  comme  on  trouve  qu'ils  le  font  par 
dy  on  les  divifèra  par  d^  qui  eft  déjà  un  des  divifeurs  (impies 
<lu  dernier  terme  5  il  le  faut  mettre  à "^ part,  &  Tcquatioa 
feinte  fera  ^*  —  ia^  -+-  ièaa  —  è^a  -4-  Pc  =  o. 

^-^  ca^  ^  ibcaa  "^  bcca 
3  o.  11  faut  chercher  par  le  premier  Problême,  fi  une  cquâ- 
'tîon  linéaire  de  Tinconnue  à  plus  ou  moins  un  divifeur  da 
dernier  terme  b^c^  ne  feroit  point  un  divifeur  exaâ  de  cette 
équation  feinte  :  Si  Ton  en  trouvoît  une  qui  fut  un  divifeur 
€3^0:,  on  la  mettroit  à  part,  comme  étant  un  divifeur  linéaire 
du  dernier  terme  de  la  propofce ,  &  on  chercheroit  de  même 
ïî  le  quotient^n'auroit  point  de  femblables  divifeurs  linéai- 
res 5  ce  qu'on  contînueroit  jufqu'à  ce  qu'on  trouvât  un  quo- 
tient qui  n'eût  plus  de  ces  divifeurs  linéaires. 

Si  le  premier  terme  a^  de  l'équation  feinte  avoic  un  autre 
cocficient  que  l'unité ,  on  fe  ferviroit  du  fécond  Problême 

Ïiour  trouver  les  divifeurs  de  Téquation  feinte,  dans  lefquels 
Inconnue  a  fut  linéaire.  Mais  comme  l'équation  feinte  qui 
fert  d'exemple  n'a  aucun  de  ces  divifeurs  dans  lefquels  ^foîc 
linéaire ,  il  faut  trouver  les  divifeurs  dans  lefquels  a  foit  du 
ifccond  degré. 

40.  Pour  les  trouver,  on  y  appliquera  la  méthode  du  cin- 
quième Problême  j  c^efl-à-dire ,  fuppofant  que  la  formule 
jc*  -H  nx^  -H  pxx  -H  ^x  -+-  r  =  o  ^  repréfènte  cette  équation 
feinte, on fuppofera «=  —  A— r^/^ss^^-*- ibc^  qz=i^>^if 
*—  bec ,  r=  Vc. 

On  fubflituera  ces  valeurs  â  la  place  de  «^  ^,  q^  r,  dans  la 
réduite  ^  —fg-^nqg'-^qq^  -4-  «^rgg  — /rrg^-r'  =  oj 


&  elle  fera  changée  en  cette  autre  réduite, 

—  ibcz  -*-  bbcc^  ~-  ^bc^^  -H  b  à^  "^xb  cg 

— ^  s* 

Il  faudra  chercher  les  dîvîleurs  de  deux  dîmenfïons  com- 
muns au  dernier  terme  b^c^  de  cette  réduite ,  &  au  dernier 
terme  b^c  de  l'équation  feinte  :  ces  divifeurs  font  bb^  bc.  Il 
faudra  cnfuite  fubflituer  fucceflîvement  '^bb  ^  —  bb^^bQ 

Y  iij 


IY4  A  N  A  L  TT  ï  E.     D  E  M  O  M  T  K  £*e; 

**-  ^:i'  la  place  de  g  dans  la  réduite  -,  &  parcequ'on  trouve, 
«uela  fubftitucion  de  ■+■  kb  fait  détruire  toutes  les  quantitez 
de  la  réduite  par  des  lignes  tontraires ,  hB  eft  une  valeur  ■ 
rtle  g ,  c'eft-à-dire  gt=hk  ' 

iffaut  lubftituer  hh  au  lieu  de  g,  &  les  valeurs  de  »,  ^ ,  jr, , 
à  leur  place ,  dans  /  =  "{['iV'  >  ^  ^*oo  trouvera  fs=  —  c. . 
.Subftkuant  ces  valeurs  de/ &  de  g  dans  xx-^fx-^^s=o^, 
qui  eft  dans  cet  exemple  aa-^fa-^g=s=o^  on  la  changer^ 
en  aa  —  w  h-  W  =  o ,  qui  eft  un  divifeur  exaâ  de  la  pro- 
poféej  le  quotient  eft  aa  —  ah-\-cd=^o.  Ainfî  les  divifeurs- 
de  deux  ditnènGons  de  la  propolee  ronc  aa  —  ac-^  hh^aa- 
■^-^ab  ^cd. 

Comme  il  n*y  a  pas  d'autres"  divifèurs'  plus  compofèz.  à 

chercher  dans  notre  exemple ,  pour  avoir  tous  les  divifèurs . 

du  dernier  terme  delà  propofée,  il  n*y  a  qu'à  multiplier  ceux-, 

. qu'on  a  trouvez  les  uns  par  lesaucres,  6c  on  lesaura  tous. . 

Ce  qui  étoit  propofc.. 

R.  £  M  A  B.  <i^v  r. 

s  I  le  dernier  terme  de  l'équatîon  feinte  du  dernier  terme:- 
de  la  propofée,  étoit  encore  fort  compofé,  on  feroit  de  ce: 
dernier  terme  de  l'équation  feinte ,  une  féconde  équation-^ 
feinte,  &  on  en  trouveroît  tous  les  divifèurs ,  comme  on  les  > 
a  trouvé  de  la  première ,  &  ils  lèrviroient  enfuite.  à.trouvçr. 
tous  lés  divifèurs  de  la  première  équation  feinte. . 

Cette  méthode  n'a  pas  befôia  de  démonftration ,  après-^ 
celle  du  cinquième  ProbJêiTie. 


1 1  V  K  E    I V; 


^7y, 


m^m0t^ 


SECTION     IV. 

O^  l'on  explique  U  manière  de  réfiudre.  les  équations 
qui  ont  toutes  leurs  racines  égales,  ou  qui  en  ont  feu- 
lement quelques-unes  d'égales  &  commen/ùrables  y  & 
la  manière  d'ahaijfer  À  un  moindre  degré  les  équations 
qui  ont  quelques-unes  de  leurs  racines  égales  ^  in* 
commenfurahles ,  t^  de  diminuer  le  nombre  de  leursi 
inconnues i  lor/qu  elles  en  ont  plnfieurs, 

P  R  O  B   L  Ê  M  E     VL 

71*  Ke  SOV  DRE  une  équation  compofee ,  dont  toutes  les  racines 
font  égales  5  c^eft-k-dire ,  trouver  toutes  les  racines  égales. 

I L  eft  évident  qu'il  fuffit  d'en  trouver  une  feule }  pour  cel* 
i\  faut  prendre  la  racine  du  dernier  t,erme  de  la  propofée  ^ 
dont  Texpofant  foit  égal  à  celui  du  degré  de  la  propofée,  ôc 
elle  fera  la  racine  de  la  propofée. 

Par  exemple ,  l'équation  x^  —  ^axx^  ^aax  — .^^  =0; 
contient  trois  racines  égales  j  pour  les  trouver,  il  faut  tirer 
la  racine  troifiéme  du  dernier  ternie  a^^  &  Ton  aura  a  pour 
la  racine  de  la  propofée,  c'eft-à-dire  x  =  ^. 

De  même  fuppoié  qu'on  fçache  que  l'équation  x^—4jc^^t 
•»-  6xx^4  — 4^^ 8  -4-  1  ==0,  a  toutes  les  racines  égales, 
la  racine  quatrième  du  dernier  terme,  qui  eft  ^2,  eft  là  tx^ 
'  .  cine  de  la  propofée ,  c'eft-à-dire  x  =»  y^  i  • 

La  démonftratîon  eft  évidente ,  fi  l'on  fait  reflexion  que  le 
dernier  terme  de  Téquation  eft  le  produit  de  toutes  les  racines. 

P  R  O  BLEME,    VIL 

7 î .  LORS QJJ^J L  y  a plufieurs  racines  égales  pofirives dans  une 
équation  comfofée  quelconque  y  les  trouver  lorfqii  elles  font  com^ 
ntenfurdhley^  ^  abaiffer  f  équation  k  un  Moindre  degré  ^^orfque 
les  racines  égales  font  incommenfurahles. 

M  E  T  H  o  D  E     G  E  N   E  K  A  L  E. 

_  .  •  » 

•.  O  N  fuppofera  que  cbaque  racine  égale  eft  rcpréfentéé 


par/,  ainfi  jc=/,  x— ./: 


&  XXT^lfx-^/f: 


^j^  An  AL 3?  s ï   dimontre'e. 

rcpréfettte  une  équation  de  deux  racines  égales  j  x^  —  $fxjt 
^  T^ffx  — P  ==  o ,  repréfente  une  équation  de  trois  racine»^ 
égales  i  x"  —  '^fx^-^èffxx  — 4/'x  ^/*t=  o ,;  en  repréfente: 
une  de  quatre  racines  égales,  &c; 

.^^^^  lî  faujira  divifcr  la  formule  générale  des  éiqyàtions 
du  fécond  degré ,  du  troifîéme ,  du  quatrième ,  &c.  par  xk 
~  %fx  -Hj^.=  o ,  lorfqûe  Ton  cherchera  deux  racines  éga- 
ïfes  j  il  faudra  dîvîfer  la  formule  du  troifîéme,  quatrième 
degré, &c.  par  x*  —  3/^^ -+-3^ — /*===o>  lorsqu'on  cher- 
chera, trois  racines  égales  j  &  ainfî  de  fuite.  Il  faudra  conti. 
nuer  la  divifîon  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  à  un  refle,  dans, 
lequel  x  foit  moins  élevée  d*un  degré  que  dans  le  divifeur. 

30.  Il  faudra  fuppofer  chacun  des  termes  de  :çe  refte  égaK 
à  zéro ,  &  y  mettre  Tinconnue  x  ==/à  la  place  de/ 

Ces  équations  feront  les  formules  générales  propres  à  faîi-e 
trouver  les  racines  égales  dans  chaque  degré ,  quand  elfes  fbnc 
commenfurables  -,  ou  à  abaiffer  Téquation  qui  aura  des  racines, 
égales  à  un  moindre  degré,quandeuesfoncincommeBfurables» 

Application  de  la  méthode  aux  équations  du.  2r%  f^  4^^, 
f  &  6^  degré,  qui  ont  deux  racines  égales.. 

Pour  le  fécond  degré. 

i^.xL  faut  divifer  xx-*-»x-*-^^:ssso  ,  par  xx  —  xfx^jf, 
=  0  j  &  Ton  aura  le  refle  -*-  «x-4-  ^fic-^p — ff,,  où.  x  eft 
d'un  degré  moins  élevée  que  dans  le  divifeur. . 

2?.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  ce  refle  égal  à  2ero,\ 
&  Ton  aura  1/-*-  «  =a  o  ^  — j^ri-/=!  o  $  il  faut  fubflituer. 
dans  ces  équatiôûs  x^fyAl^  place  de  /,  &  Ton  aura  i:c 
4»  0  =:  o^.  — XX  ^p  =  o }  ce.  qui  donne  immédiatement:, 
la  valeur  de  x  dans  le  fécond  degré  :  car  x  =s  —  f  j  ou  biea- 
encore  xx=ps  d'où  Ton  déduit  xs3=/f/ 

Pour  le  troifième  dey4. 

iP.  O  N  divifera  ;»?  -*-  nxx  -*-  /x  4*  f  =î  o  ^  par  xx  — xfkr 
H-^=  o,  jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  au  refle  -**/x-*»  xnfx, 

1®.  On  luppofera  chaque  terme  de  cerefle  égal  d  zéro; 
&  après  avoir  njîs  dans  les  deux  équations  qui  en  naîtront^ 
X  à  la  place  de  /,  1*0X1  aura  3xx  -h  mtx  -^^^  sa  o^  fie  —  ix' 
*— «xx-i-^aaQi,  J?eur^ 
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>  Tout  le  quatrième  de^ri. 

V/ NT  trouvera  par  une  femblable  operadon  ces  deux  for*: 
mules  ^-4x'-H3»xx-Hi/x-*-^=o,  & — 3X*— 2»;^'— ^x;tf 

Pour  le  cinquième  degré. 

On  trouvera  5x*-*-4»x*-H3^xxHri^x-f-f'==o,  &  —  j^x^ 
—  3»x*  —  i^;c'  — -  qxx  -+-  j  =1 6. 

Pour  le  ^iéme  degré.- 

On  trouvera  ces  deux  formules  éx'-H  j»x*-H4/x*h-  3^jcJ)^ 

H-  zrx  -*-  /  =  0  ,   &  —  5-v'  -^  4«x' -—  3/Ar*  —  iqk^  —  rv;c 

Appliution  de  h  méthode  aux  équations  qui  ont  trois 

racines  égales^ 

Pour  le  troifiéme  degré: 

I L  faut  divîfer  x^  ^  nxx  -i-/x  h-  ^  =  o ,  par  x  — -•  }fxx 
-H  yffx  —  p^szOy  Se  le  refte  -h  nxx    ^fx    -+- ^saso , 

^  j^fxx—iffx^f 
contenant  xx  y  quf  eft  moins  élevée  d'un  degté  que  x'  dans 
le  diviTeur^  oafuppofera  chacun  des  termes  de  ce  refte  égal 
a  zera,  &  Ton  y  lubftituera  x  à  la  place  de  fy  ce  qui  don-r 
nera  les  trois  formulés  fuivantes  3x-4-»=3  0,  —-  yxx  ^ p. 


o^.^  x^^  q^sss&o.^ 


Pour  le  quatrième  degrés 

O  N  trouvera  par  une  femblable  opération  en  divifant  x* 
^»x'/&c.  par  x'— •  3/vx,  &c.  lé  refte  h-  6ffxx  -^  J»/x;tf, 
•H^xx—  8/*x  —  -^njffx  -Hfx  H-  3/*-^-  «Z^-*-  r=t=:  0  ;  on  fup-- 
pofera  chaque  terme  égal  à  zéro  ^  &  après  avoir  fubftîtué^ 
X  =/à  la  place  de/,  on  aura  les  trois  formules  fuivantes, 
-f-  6xx-*-  3»x-t-/=î=o,  — •  Sx* —  3WXX  -H  ^  5S3  o,  -4-3-x^ 


H-  «iîtf'-4i-rs=fcO.. 


Pour  le  cinquième  degré.,     a 

JE.N  divifant  V  h-«x\  &c,  par  x^ —  3/xx,&c.  on  trouvera 
k  reft;e  •+- 1  o/^xx  —  i  {fx  h-  6/^ 

-*-  ^nffxx  —  8»/'x  •+-  inP  .  .  * 

^•3;/xx  ^ipffx^pf^'  ./  ': 

-♦- f  XX      H-  rx       -h^  .  .  • 


ly?  Analyse  ©emontrbe; 

dont  on  fuppofera  chaque  terme  égal  à  zéro ,  &  on  fubfti- 
j^jgfj^.jç  j^ /"à  la  place  de /dans  les  trois  équations  qui  en 
viendront;  i  ce  qui  donnera  les  trois  formules  fuivantes.    , 
lox'  -t-  6nxx  -H  3/-«   -»-f =o. 
—  I  ^x* —  Ç«x'  —  ipxx  -»-  r  =  o 

J?our  le  fixiéme  ieyrè^ 

En  dîvifant  x'-f-  nx\  &c  par  x'-~  ifxsy  &c.  on  trouvera 
le  reft.e+  1 5/Vx  —  i4/*x  -^lof 
-H  I  onf]xx  —  I  ^nf^x  rH  6»/^ 

^iqfxx      --iqffx      ^qP 
-♦-  rxx  ^  SX  -H-  /^ 

on  fuppofera  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à  lero  j  &  après 
avoir  fubftîtuc  x  =^fy  à  la  place  de  /,  dans  les  trois  équations 
oui  en  viendront ,  on  aura  les  trois  fiormmles  fuîvantes., 

1  5^*  •+•  1 9»x' -*- é^xx -♦- 3 ^x  -+-r  =  o. 
—  i4x'  —  I  y»x*—  8/^x^  —  3^xx  h-  j  =  o 
■+•  I  ox*  -H  6;ix*     •?»-  3/x*  T^-  ^x*    --H  /  =:  o 

Avertissement. 

On  trouvera  par  de  femblables  opérations ,-  en  divîfant  les 
formules  générales  x*-*-»x\  &c.x*-i-»x%  &c.  x^^nx\  &:c. 
par  X* — 4/x'  -*-  (yffxx  —  4/^x  -♦-/'*=  0 ,  les  formules  pour 
trouvpr  les  quatre  racines  égales^  des  équations  du  4%  5*, 
Se  6*  degré  y  &c  ainfî  de  fuitcu 

,  On  ppurroit  trouver  les  mêmes  formelles,  fi  on  élevoît. 
l'équation  qui  repréfente  les  racines  égales  au  degré  de  Ix 
propofée,  en  la  multipliant  par  une  autre  équation  indéter- 
minée^ &  comparant  enfuite  les^termcs  de  ce  produit  avec 
ceux  de  la  fornjule  générale  du  même  degré. 

Remarque  fur  les  formules  qui  doivent  fervir  à  trouver  ^ 
les  racines  égales  d'une  équation. 

73-  JLEs  deux  formules  qu'on  a  trouvées  dans  chaque  degré 
pour  découvrir  les  racines  égales,  lorfqu'il  y  en  a  deux  dans' 
une  équation,  ne  font,  chacune  que  l'équation  même  donc 
les  termes  font  multipliez  de  fuite  par  les  termes  d'une  pro- 
greilîon  afkhmecique,  qui  va  efl  dîminiiant ^  le  premier  terme 


L  i.v  RE^,  jy,  ,  ,  .  179 

^  iife  Tcquation  par  le  premier  de  la  progreflîon ,  le  fecoéji  par 

^  k  fécond ,  &  ainfi  de  fuite. 

Le  premier  terme  de  la  progreflîon  arithmétique,  qui  fait 
trouver  la  première  formule  dans  chaque  de^ré,  eft  tou. 

.  jours  égal  à  l^expofànt  de  la  puîflance  de  l'inconnue  dans 
le  premier  terme  j  dans  le  fécond  degré,  où  Texpofant  ^c 
la  puifïance  xx  dans  le  premier  terme  ell  i ,  le  premier  terme 
delà  progreflîon  arithmétique  eft  i  j  dans  le  3*  degré,  c*eft  3  • 
dans  le  4%  c'eft  4  •  &  ainfî  de  fuite  :  d'où  Ton  voit  que  chaque 

^terme  de  la  progreflîon  atithmetîque ,  qui  fait  trouver  la 

firgmîere  formule,,  eft  égal  à  Texpofanc  de  la  puiflance  de 
'inconnue  x^  dans  le  terme  de  Téquation  qu'il  doit  multi- 
Êlier,  &  que  zéro  fè  trouve  fotusle  dernier  terme.  Ainfi  dans 
\  fécond  degré,  la  progreflîon  arithmétique  pour  trouver 
la  première  formule,  eft  z,  1,03  dans  le  3*  degré,  3,  2,  i,  o  j 
,  dans  le  4^  degré,  4^3,.  2.,j6,  o  j  &  ainfi  de  fuite. 

La  progrelîîon  arithmétique  ^qui  fait  trouver  la  féconde 
formule,,  eft  dans  le  fécond  degfé  —  i,  o,  -♦-  i  j  dans  le  y 
degré,  — 2, — i,  o, -*-i  j  dans  le  4% — 3^.,— 1^  — i^p,-i-i  j 
dans  le  5% — 4,  — 3,-2,  — 1,0,-1-13  dans  le  6%  — 5, 

;t'4» — 3» — 2y  — I,  o,-4-x.. 

Les  crois  formules  qu'on  a  trouvées  pour  découvrir  les 
racines  égales  des  équations ,  lorfqu'il  y  en  a  trois,  font  auflî 
\^s  termes  de  Téquation  même  de  chaque  degré,  multipliez 
de  fui  ce  par  les  termes  du  produit  de  deux  progreflions 
4iritfametiques.  Pour  la  première  formule  du  3*^  degré  ,  les 
deux  progreflGLons  font . 5 ,  2 , .  r,.      o. 

-     -  i        1,    I,  o,  —  !• 

Leur  produit  eft  6,  2,  o,       o; 

Divifant  chaque  terme  par  2,  Ton  a  3,  r,  o,  o. 

Pour  la  féconde  formule  du  3'  degré ,  les  deux  progreflions 
arithmétiques  font        3  r  ^  t  ^     '  >      ^ 

—  J  y    Q,-H   I,  -H  2> 

Leur  produit  eft    — 3,  o,-h  i,      o? 

,  Pour  la  troifiéme  formule  du  3' degré,  les  deux  progreflions 
-  arithmétiques  font       1 ,  ^,      o,  —  i. 

I,  o,  —  I, 1. 

teuf  produit  eft  i^  o,      o,  -h  2.  ' 

Pivifant  chaque  terme  par  2  y  Ton  a  i ,  o,  o^  r. 

Z  ij 


ï8à  Analyse     démontrées; 

Pour  k]premîerc  formule  du  4^  degré,  les  deux  progreQ 
fions  arithmétiques  fonc  4,  3,  2,  i,       o. 

3>  ^>  ^1  Q>-~^- 

-Leur  produit  efl:  iz^6,  1,  Oj       o^ 

,  Divifant  chaque  terme  par  2,  Ton  a  6,  3,  i,  o,  o; 

Pour  la  féconde  formule  du  4c  degré,  les  deux  progrflC^ 

fions  font  4,      3i  *>      '>     o- 

—  2,  —  I ,  o,H-  1,-4-2. 


Leur  produit  eft         —  8,  —  3,  o,  -*- 1 ,      o. 

Pour  la  troifiéme  formule  du  4^  degré ,  les  deux  progref: 
fions  font  5  ,  a ,  î  ,       o ,  -p^  i^ 

2,  I,  o,.-f.  I,  — 1. 

Leur  produit  eft  6,2,0^       o,  -i^  2. 

Divifant  chaque  terme  par  2 ,  Ton  as,  i ,  o,  o ,  i; 

Pour  la  première  formule  du  5c  degré,  les  deux  pr6gre£ 
/îonsfonjc  j,  4,  3,  2,  i         o, 

4>   3^    ^^    ^y  Oy—^- 

Leur  produit  eft  io,  12,  6,   2,  o,       o7 

Divifant  chaque  terme  par  2 ,  Ton  a  i  o,  ^ ,  3 ,  i ,  o ,  0; 

Pour  la  fecpnde  formule  du  jc  degré ,  les  deux  progreD 
fions  font  j,      4,       3,  2,      I,     o. 

~3>— ^>  —  ^  0,-4^1, -h 2. 

Lear  produit  eft         — 15,  —  8 , —  3,  o, -h  i ,    o. 

Pour  la  troifiéme  formule  du  5e  degré ,  les  deux  progre(j 
fions  font  4,  3,  2,  I,      o^  —  i. 

Leur  produit  eft  12,  4,  2,   o,      o,  -i-  2. 

Divifant  chaque  terme  par  2 ,  Ton  a  é,  3  ,  i ,  o,  o,  r. 

Pour  la  première  fwraule  du  6^  degré,  les  deux  progre(-i 
fions  font  6,    j,   4,  5,  2,  ï,       o. 

Leur  produit  eft  30,  20,  12,^,  2,  o,     o. 

Divifant  chaque  terme  par  2 ,  Ton  a  i  y,  10,  é,  3,  r,  o,  o' 

Pour  la  féconde  formule  du  6^  degré ,  les  deux  progrcC-' 
fions  font  é ,       5 ,      4 ,       3 ,  i ,      i ,     o. 

^^4>— 3>— ^>"^^>  0,^1,4-2; 

Leur  produit  eft        — 24, —  ij,— 8> — 3»  o,^-r,    a 
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Pour  la  troîfiéme  formule  du  6*  degré,  les  deux  progref-j 

57  4»  3>  i>  i>      o,  ~i. 


fions  ibnc 


4,  3 


2» 


Leur  produit  cft       lo,  ii,  6,2,0,       o,  -4-  2. 

Dîvifanc  chaque  terme  par  2 ,  Ton  a  10,  6,  3,  i,  o,  o,  r; 

S'il  y  avoit  quatre  racines  égales ,  on  trouveroit  quatre 
formules  pour  les  découvrir  dans  chaque  degré ,  dont  cha- 
cune feroit  le  produit  des  termes  de  Téquation  propofée,  par 
les  termes  du  produit  de  trois  progreilîons  arithmétiques. 

S*il  y  avoit  cinq  racines  égales ,  on  trouveroit  cinq  forJ 
mules  pour  les  découvrir  dans  chaque  degré  ^  chacune  de 
ces  formules  feroit  le  produit  des  termes  de  Téquation,  par 
les  termes  du  produit  de  quatre  progreflions  arithmétiques  { 
&  ainfi  de  fuite.  Il  eft  facile  de  les  trouver  par  la  méthode. 

\^fplication  de  la  méthode  k  des  exemples^  c'efi-k-dire ,  au^ 
équations  particulières  qui  ontflufieurs  racines  égale  s  % 

£  OP  £   M  p   L  £       !• 

L^Equati  on  x'-h  3Arjtf— ^AT-H  5  s=  o ,  a  deux  racine* 
égales  j  pour  les  trouver,  il  n'y  a  qu'à  fubftîtuer  dans  les  deux 
formules  du  troifiéme  degré ,  3A;A:-f-  2»a:  -*-/  =^0 ,  —  2x^ 
—  nxx -H ^  =5  0 ,  les  valeurs  de  «  yp^  qi  ou  bien ,  ce  qui  eft 
plus  court ,  il  n'y  a  qu'à  multiplier  les  termes  de  la  propo- 
lée,  parles  termes  de  la  progreffion  arithmétique,  3,  2,  i,  p} 
ou  bien,  ce  qitfeft  la  même  chofe,  multiplier  chaque  terme 
de  la  propofée  par  le  nombre  qui  eft  l'expofant  du  degré  où 
l'inconnue  x  eft  élevée  dans  ce  terme ,  &  le  dernier  terme 
où  X  n'eft  point  par  zéro  -,  &  l'on  aura  3  a;'-*-  6xx  —  9X  =  o  ; 
qui  fe  réduit  à  ^xx  -^  6;c— -9  =  0,  qui  peut  encore  être 
divifée  par  3  ,  &  Ton  aura  xx^ix —  3=0. 

Il  faut  enfuite  multiplier  les  termes  de  la  propofée  par  lej 
termes  de  la  progreffion  arithmétique  —  2 ,  —  1 1  ^ ,  -i-  1 5 
&  l'on  aura  —  ix^  —  3;cAr  -4-  5  =  o. 

Pour  trouver  enfuite  la  racine  égale  de  la  propofée ,  il 

^  n'y  a  qu'à  chercher  le  plus  grand  divîfeur  commun  de  deux 
de  ces  trois  équations  j  fçavoir  la  propofée  x*  -*-  3ArAr— ^^jtf 
H-  î  ==  o ,  &  les  deux  autres  qu'on  vient  de  former  j  atat  h-  li^ 

—  3  a=c  o,  —  2;^*~-  ijifx-f-  5  =*  o  j  l'on  trouvera,  que--*  ^ 

Ziij 


fSz  A  N'A  L'Y  SE      DEMONTRB*E. 

^.  I = O ,  OU  bien  x  —  i  ==  o ,  eft  ce  plus  grand  divîfeur  coinu 
mun  i  aînfi  x  =  i ,  8c  i  eft  la  racine  égale  qu*on  cherche. 

Exemple      IL 

Po  u  R  trouver  les  racines  égales  de  x*  —  4^:  -t-  3  s=  o^ 
qui  len  contient  deux,  on  multipliera  chaque  terme  par  l'ex- 
pofant  de  x,  &  le  dernier  terme  par  zéro  j  &  Ton  aura  ^ 
—  4Ar  =  o ,  qui  fe  réduit  à  4^;* —  4=0  j  divifant  par  4^. 
Ton  aura  x^  —  i  =,0  j  d*oi\  Ton  déduit  x  =  i  :  aînu  il  eCt 
inutile  de  multiplier  la  propofce  par  Tautre  progeffion  arith- 
•metique  —  3,  —  2,  —  i,o,-+-i,  puifque  la  racine  qu^oir* 
cherche  eft  x  =  i  j  ôc  Ton  trouvera  que  x  — 1  =  0,  eftuai 
divifeur  commun  de  la  propofée^  &  de  V  —  i  =5  o. 

Exemple     II  L 

P  O  u  R  trouver  chacune  des  trois  racines  égales  que  conc- 
tient  Téquation  x* —  6xx-f-  8x—  3  =  o,  on  la  multiplieta: 
par  les  termes  du  produit  des  deux  progreflîons^ 


4>  3,  *,  I» 
3».  1,  ^»  0»- 

0. 

II,  6,  2,  0, 

0. 

qui  eft    .  . 

ou  plutôt  par  la  moitié  de  chaque  terme  de  ce  produit,  quS 
ëtaat  diviië.par  i ,  fe  réduit  à  6,  3,  i,  o,  o  j  &  Ton  aura  6x* 
*—  G XX  =  G ,  qui  fe  réduit  i  xx  —  i  =2=  o ,  d'où  Ton  dcduitr 
Xî=  I  î  ainfî  i  eft  la  racine  égale  qu^on  cherche^ 

Si  Ton  n*avoît  pas  trouvé  d*àbord  la  radhc  égale  qu'ont 
cherche ,  on  auroit  multiplié  la  propofée  par  les  termes  du 

produit  des  deux  progreilions     4,       3,       ^y      i>      o. 

—  8y  —  3,      o,  -H  i^.      o. 
&  enfuite  par  les  termes  du  produit  des  deux  autres  pro^ 

greffions  3,  %y  r,       o>  —  i. 

qui  eft  .  •  •     é,  2,  o,      o,  -h  2. 

ou  plutôt  par  les  termes  de  la  moitié  de  ce  produit ,  qu? 
font  3,  I,  o,  o^  I. 
IJl  auroit  enfuite  falu  cherclker  le  plus  grand  divifeur  com^^ 
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îïiun  de  la  propofée ,  &  de  quelqu'une  des  trois  équations 
formées  par  le  produit  des  progireflîons  arithmétiques  5  ou  ce 
qui  eft  qiielquefois  plus  facile,  il  auroit  falu  trouver  le  plus 
grand  divifèur  commun  de  deux  de  ces  trois  équations ,  Se 
il  auroit  falu  connoître  la  racine  qu'on  cherche. 

Démonfiration  du  feptiéme  Problème. 

JrOuR  rendre  cette  démonftration  plus  claire,  on  l'ap- 
pliquera à  un  exemple  du  troifîéme  degré.  On  fuppofè  que 
a:'  -h  nxx  ^  fx  '\'q=^o  ,  repréfente  lipe  équation  qui  a 
deux  racines  égales  poficives  commerifurables ,  &  que  xx 
-^  xfx'^ff=zo^  repréfente  Téquation  compofée  de  ces 
deux  racines  égales  5  ainfî  /repréfente  chacune  de  ces  raci- 
nes égales ,  &  X  =/,  ^^  ^^^^  ^  — /==  o, 

10.  Il  eft  évident  que  quand  la  propofée  contient  deux 
racines  égales  commenfurables,  xx  —  xfx  ^-^=  o,  divife 
la  propoiee  fans  refte  5  par  confequent  le  refte  -^ffx  —  xp 

^xnfx—nff 
-f-/^x      H-  q 
eft  égal  â  zéro  j  &  de  plus ,  chaque  terme  de  ce  refte  eft  égal 
à  zéro,  autrement  la  divifion  ne  fe  feroit  pas  lâns  refte,  con^ 
tre  la  fuppofition.  > 

2*^^  Il  eft  donc  clair  que  fi  Ton  conçoit  la  grandeur  com- 
menfurable  que  repréfente /^.  mife  à  la  place  de  /,  dans  les 
deux  équations  du  refte  {ff-^^  i»/-^.^  =  o,  —  i/'  —  nff 
•4-  ^  ==  o  î  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  ^xx  •+-  mx  -f-^ 
s=  0 ,  —  xx^  —  nxx-^q^ss^  o  ;  toutes  les  quantitez  de  chai 
cune  de  ces  équations  fe  détruiront  par  des  fîgnes  contrai, 
res  :  Donc  x  moins  cette  grandeur,  eft  une  équation  linéaire 
qui  divife  exadement  Tune  &  Tautre.  Par  la  fuppofition  ^ 
cette  équation  linéaire  divife  auflî  la  propofée  5  par  confe- 
quent la  propofée  &  ces  deux  équations  ont  un  dîvifeur  com- 
mun ,  qui  eft  une  équation  linéaire  faite  de  x^  moins  la  gran- 
deur repréfentée  par/=  o:  Il  eft  donc  évident  qu'en  cher- 
chant le  divifeur  commun  delaproppfée&de  ces  deux  équa- 
tions, on  aura  la  racine  qu'on  cherche.  Ainfî  la^méthode  fait 
trouver  neceflaîrement  la  racine  égale  commenfurable  qu'on 
cherche.  Ce  qu* il  fallait  démontrer. 

Ce  même  raifonnement  peut  s'appliquer  â  tous  les  degrez^ 
&  à  toutes  les  racines  égales  que  peut  contenir  chaque  degrés 


\ 
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COKOLLAIKE. 

I L  fuît  de  là  que  quand  on  ne  trouve  point  de  divifeur  coaii 
mun ,  la  racine  égale  eft;  incommenfurable^ 

Dèmonftration  du  cod  oà  les  racines  égales  font  incommenfurahles^ 
SUPPOSE  que  x*H-»x'-H/xx^-^x-*-r=:o,  repréfent-e 


compoféede  ces  deux  racines  égales  5  x'  —  'ifxx-k-yffx — p 
=  G ,  en  repréfentera  une  compofee  de  crois  racines  égales  ^ 
&c.  Il  eft  évident  que  (î  la  grandeur  incommenfurable,  re- 
préfencée  par /^  étoit  mife  à  fa  place  dans  xx —  1/^  -*-// 
5=0,  la  propofée  feroit  divîfée  fans  refte  par  cette  équation^ 
ainfi  changée  j  par  conféquent  le  refte  ^^x  -h  inffx  -h  zpf^ 
H- qx  —  3/* — ^np  — fff-^^^  ferok  égal  à  zero\^  &  cBaque 
terme  égafà  zéro,  puifqu*autrement  la  divifion  ne  feroit  pas 
fans  refte.  Si  donc  l'on  conçoit  que  la  grandeur  incomnien- 
furable  repréfentée  par /,  eft  fubftituée  dans  ^P-^^nff' 

H-  i/>/h-  f  =  o,  &  —  3/* —  !«/'' —  pff^  ^  ==  o i  <^^>  ce* 
qui  revient  au  même  ,  dans  4X*  -h  3»xx  -f-  i/^x  -h  ^  s=  o 3. 
—  3x* —  2»x*  — ^^xx  •+-  r  ==  o  ji  il  eft  certaiii  que  les*  quan- 
titez  de  chacune  de  ces  deux  équations  fe  détruiront  par 
fies  fignes  oppofez  :  Les  deux  équations  repréfentées  par  4X* 
H^  3»xx-h  i^x-4r^==  o,  &  — 3x* —  iTix^  —  ^xx-H  rî=o;. 
ont  donc  une  racine  commune,  quoiqu'elle  foit  incommen- 
furable ,  laquelle  eft  aufïT  une  racine  de  la  propofée. 

La  méthode  da  feptiéme  Problème  fait  donc  trouver,, 
quand  une  équation  a  des  racines  égales  incommenfu râbles,, 
une  équation  abaiflee  à  un  moindre  degré,  qui  a  néanmoins' 
pour  une  de  fès  racines,  une  des  racines  égales  delà  propofëe;- 
Ce  qu'il  faffoit  démontrer^. 

C    O    Kc    a    L    r    A    I    IC   B; 

V2U  AND  îl  y  a  deux  racines  égales  dans  une  équation, off 
la  peut  abaifler  à  une  équation  d'un  degré  moindre  que  la  prô^r 
pofée  ^  quand  îl  y  en  a  trois,  on  la  peut  abaifler  a  une  équatioa 
jaaoiûdrje  de  deux,  degrez  que  la  propofée  j  &  ainfi  de  fuite.  , 

Av£KTISS£M£NT. 
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AvERTlSSEMEî^t. 

^^Uand  les  racines  égales  étant  commenfurables ^  on 
abaiflè  Téquadon  qui  les  contient,  en  la  divîfant  par  Téqua. 
tîon  compofée  des  racines  égales,  il  eft  évident  que  rcquation 
abaiiïee  contient  les  autres  racines  de  la  propofée  :  Mais 
quand  elles  font  incommcnfurables  ,  Téquation  abaidée  a 
encore  la  racine  égale  qui  lui  eft  commune  avec  la  propo- 
fée 5  mais  il  ne  s'enfuit  pas  qu'elle  contienne  les  autres  raci- 
nés  de  la  propofée, 

Jtutre  dèmonjlfatïon  de  tufaze  des  progreffions  arithmétiques , 
fbur  découvrir  les  racines  égales  des  équations  cvmpopes, 

THEOREME. 

74'  LORSQV'VNE  équation  n^aque  deS  racines  égales pofitives y 
Ji  on  multiplie  de  fuite  fes  termes  par  ceux  d'une  progrejjîôn 
arithmétique  quelconque  y  le  produit  fera  une  éqUatioH  qui  aura 
encore  toutes  les  racines  égales  de  la  première ^  excepté  une  feule. 

Ainfî  lorfqu'une  équation  eft  cortipofée  de-deux  racines 
égales  pofîtives  ,.Je  produit  aura  encore  une  de  ces  racines  ^ 
a  elle  eft  compofée  de  3.,  le- produit  en  aura  i  j  fi  elle  l'eft 
de  4,  le  produit  en  aura  3. 5  &  aiiifi  de  fuite. 

D'où  il  fuit  que  quand  l'équation  eft  compofée  de  trois 
racines  égales,  fi  on  multiplie  de  fuite  fes  termes  par  ceux 
de  deux  progreflîons  arithmétiques  quelconques  ^  ou,  ce  qui 
eft  la  même  chofe,  par  les  termes  du  produit  de  deux  pro- 
greflîons arithmétiques  quelconques,  l'équation  qiiî  en  vien- 
dra aura  encore  une  des  racines  égales  de  la  première. 

Si  elle  eft  compofée  de  quatre  racines  égales,  &  qu'on 
lîiultiplie  de  fuite  ks  termes  par  tf  ois  progremons  arithméti- 
ques quelconques,  ou  par  lès  termes  de  leur  produit,  l'équa. 
tiôn  qui  eh  viendra  aura  encore  une  des  racines  égales  de  là 
jFreawere  3  &  ainfi  de  fuite; 

De  MO   K  s   T  R  A  TION*; 

Pbu  R  le  démontrer,  il  n'y  a  qu'a  prendre  les  équations 
XX — -z/x-«-//'=o,  x'  —  '^fxx^'iffx — /^=o,  &c.  qui 
reprélêntent  toutes  les  équations  compofées  de  deux,  de 
Crois  racines  égales ,  ôcc.  &- multiplier  les  termes  de  fuite  de 


» 
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ces  équations  par  ceux  de  la  progreflîon  arithmétique  a^ 
a-^b^a^iby  a-^-^if^Scc.  qui  reprcfente  en  gênerai  tou- 
tes les  progreffions  arithmétiques  5  ,&  divifer  par  x^ — /=  o 
réquation  qui  viendra  du  produit  de  la  première  xx  —  ifi 
-f-jl^=o  j  divifer  par  xx — i/Àr-H^=o.j  celle  qui  viendra 
du  produit  de  la  ieconde  x'  —  3fxx,^  &cç.  &  ainfi  de  /uite.j 
&  Ton  trouvera  que  la  divifîon  fc  fera  exademenc. 

Par  exemple ,  fi  on  multiplie  x^  —  3/xx h-  }ffx  — p  =  o, 

par     .        .         M         .         .  ^9     a^^by  a^ihy  a^^'^b 

on  aura  le  produit     ♦    ..     .    ax^ — l^fxx-^iaffx — ,:pz=zd^ 

—  ^bfxx^^Ghffx. — {bp 
divifant  ce  produit  par  xx— ^  ifx-^ff=^o^  on  trouvera  que 
•la  divifîon  fe  fait  exaâ:eineiît,  .&  que  Je  quotient  exad  cft 

ax  —  af —  ybf. 

De  plus ,  le  produit  eîft  toujours  une  iéquatîon  5  car  en 
fubftituant/à  la  place  de  x  dans  le  produit ,  tous  les  terme* 
fè  dctruifent  par  des  fignes  oppofez. 

Si  on  multîplioit  les  termes  du  produit  par  la  même  pro- 
greffion  arithmétique  générale,  ou  par  quatre  des  termes  de 
cette  progreffion  pris  de  fuite ,  le  produit  qu'on  trouveroit^ 
(  qui  fèroit  le  même  qu'on  auroittrouvc  en  multipliant  d'a- 
bord réquation  x' —  3^^^  &c.  par  les  termes  du  produit 
des  deux  progreffions,  terme  par  tierme^fe  pourroît  divifer 
cxadement  par  x — /=so. 

Et  comme  les  formules  des  équationsdes  racines  égales  font 
générales,  &  que  Texpreffion  delà  progreffion  arithmétique 
eft  auffi  générale.^  il  eft  évident  que  la  démonftratîoji  eft  ge« 
nerale. 

CoROi-LAiRE     I. 

,  o  I  tous  les  termes  d'une  équation  xx—  2/x-4-/)r=  p^ 
x^  '. —  j^fxx  -i-  'iffx  — /'  =i=  G  ,  &c.  qui  n'a  que  des  racines 
égales  ,  font  multipliez  par  une  même  grandeur  -quelcon-- 
que  X  ^  &  qu'on  multiplie  les  termes  du  produit  cxx  —  icfx 
^cff^=z  o,  par  les  termes  d'une  progreffion  arithpietique, 
il  eft  évident  que  le  produit  qui  en  viendra,  fe  pourra  divifer 
exadement  par  le  même  divîfeur  x— -/ssq. 

Théorème- 
HJ  Ne  équation  qui  contient  des  racines  égales,  &  Aqs  ra- 
<ûnes  inégales ,  peut  être  copçue  commje  étant  le  produit  xU 
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Péquaribn  compofcedes  feules  racines  égales,  par  Péquanon 
compofée  des  feules  l'acines  inégales.  Par  exemple,  une  équa- 
tion du  cinquième  degré  qui  contiendra  deux  racines  égales, 
&  trois  inégales ,  peut  être  conçu  comme  le  produit  de 
XX —  2/i:^^=o,  par  x^-hnxx-^ px-^ q  =  o. 

Ce  produit  peut  être  Gon:(ju  diilingué  en  quatre  parties  ^ 
comme  on  le  voit  ici: 

xx—ifx-\-Jf  Xx^    —  x^—  i/**  H-^*'     Première  Partie. 
XX  —  zjfx  -\-ffXfixx  sss     4-»»*  — znfx^-^nffxx  Seconde  Partie. 
xx—zfx-\rjfXpx    =r              .    4r-/?A?*    —  i-ffxx -^pffx  Troifîcme. 
XX  —  %fx ^ffXq^      = -^qxx     —xqfx-\^qff    Quttr. 

tf,  4v4-i',  tf-4-zi,  4-^3^^  a'*^âjb y  a-\^$h 

Si  on  multiplié  les  termes  de  fuite  de  Téquation  du  cin- 
quième degré ,  qui  eft  le  produit  des  deux  autres ,  par  la  pro- 
greffion  arithmétique  générale  a^  a-^^b ^  &c.  il  eft  évident 
que  les  trois  termes  de  la  première  partie  feront  multipliez 
par  les  trois  termes  ^^  a-^b  ^  a-^ibi  les  trois  ternies  de  la^ 
feconde  partie,  par  a^b^  a-^zb y-a^^by  les  rrois  termes 
de  la  troiïïéme,  par^-f-z^,  a-i^^b^  ^-^4^3  les  trois  ter^ 
mes  de  la  quatrième,,  par  a-^-^b^  a^^by  a^$b. 

Il  eft  évident,  par  le  premier  Corollaire,  qu^àprèsces  muU 
tiplications ,  le  produit  de  chaque  partie  pourra  fe  diviler 
exaétement  par  x — f=0'y  par  confequent  Tcquation  en- 
tière fe  pourra- divîfer  exactement  par  x — ^/=o. 

G    o    R    o    L    li    A    I    K   E       IL 

C-y.E  qu'on  vient  de  démontrer,  fait  voir  clairement  que 
quand  une  équation  a,  des  racines  égales ,  &;  des  racines  iné. 
gales,  fî  on  en  multiplie  les  termes  de  fuite  par  ceux  d'une 
progreffion  arithmétique  quelconque,  Tèquation  qui  vien- 
dra du  produit  aura  encore  toutes  les  racines  égales  de  la 
première ,  excepté  une. 

On  prouvera  de  même  que  fî  une  équation  a  trois  raci- 
nes égales,  avec  des  racines  inégales,  &  qu'on  en  multiplie^^ 
Ifes  termes  par  ceux  de  deux  progreffions  arithmétiques  quel- 
conques, ou  parles  termes  de  leur  produit,  l'équation  qui- 
en  viendra  aura  encore  une  des  racines  égales  de  la  premiercj, 
&>ainfî  des  autres  cas.- 
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IJifage  des  frogreffîons  arithmétiques  ^  four  ré  foudre  les  équations 
.qui  ont  des  racines  égales  ^  ou  pour  les  abaijfer 

a  un  moindre  degré, 

75.  QU  A  N  D  par  la  nature  du  Problême  on  connoîtra  qu'une 
équation  compofée  a  des  racines  égales,  fi  elle  en  a  deux, 
îl  faut  multiplier  ks  termes  par  ceux  d'une  progreflîon  aritlu 
metique  arbitraire:  On  pourra  encore  les  multiplier  par  le* 
termes  d'une  autre  progreffion.jJes  .équations  qui  viendront 
de  ces  multiplications  auront  une  racine  commune  entr'elles 
&  avec  la  propofée  j  ainfî  il  faudra  chercher  leur  commun 
divifeur,  qu'on  trouvera  toujours  fi  la  racine  eftcommenfu- 
rable  :  &  fi  elle  eft  incommenfurable,il  y  aura  quelque  équa- 
tion parmi  celles  qu'on  a  trouvées ,  qui  fera  d'un  moindre 
degré, j8c  qui  auraençoi:e  p^rmijfes  r^ciaes/la  nacînç  égale 
de  la  propoiCee.  .    ' 

S'il  y  avoit  dans  Ja  propofée  trois  raçinjes  égales,  on  trou- 
veroit  des  équations  en  multipliant  les  term.çs  de  la  propofée 
par  ceux  de  deux  progreffiohs  arithmétiques  arbitraires ,  qui 
auroient  encore  une  des  "racines  égales  de  la  propofée. 

S'il  y  avait  quatre  racines  égales ,  il  faudroit  fe  fervir  de 
trois  progrf  fiions  arithmétiques  arbitraires  5  &  ainfi  de  fuite,. 

Il  faut  chofir  parmi  Jes  progreflîons  arithmétiques ,  celles 
qui  donneront  une  équation  plus  facile  à  réfoudre. 

On  remarquera  que  quand  il  y  a,  des  termes  éyanouis  dans 
l'équation  qui  a  des  racines  égales ,  comme  dans  l'équation 
x*  -♦-  oa:'-+-  oxx  -r-  4>;  h-  3  =  g  ,  il  faut  remplir  par  des  zéros 
les  termes  évanouis ,  afin  qu'en  fe  iervant  de  la  grogreflîon 
îiri.t  h  metique ,  on  y  puiflTe  diftinguer  les  termes  qui  doivent 
multiplier ,ceixx  delà  propofée  qui  leur  répondjent. 

Application  de  la  méthode  précédente  à  des  exemples  de  Geome^ 
trie  ;  c'eji  à-dire  ^  à  des  équations  qiion  trouve  en  réfolvant  des 
Problèmes  de  Géométrie  ^  dont  la  réfolution  donne  la  réfolutioji 
4.e  ces  Problèmes. 

Avertissement. 

1 L  y  a  pliifieurs  Problêmes  de  Géométrie  qu'on  réfout  par 
cette  méthode  des  racines  égales  j  car  la  réfolution  de  plo- 
fieursProblêmes  dépend  fouvent  de  cequ'enfuppofant  qu'une 

des  inconnues  de  réquationdu  Problême  a  deux  ouplufi.eaw 
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valeurs  égales ,  ou  que  deux  inconnues  ont  deux  ou  plufîeurs 
valeurs  égales ,  il  arrive  qu'en  multipliant  les  termes  de  l'é- 
quation par  ceux  d'une  ou  de  plufieurs  progreffions  arithmetl- 
ques ,  on  peut  par  le  moyen  des  équations  nouvelles  qui  en 
viennent,  déterminer  la  valeur  de  celle  des  inconnues  qui 
donne  la  réfolutîon  du  Problême  ,ou  faire  évanouir  une  ou 
plufîeurs  des  inconnues  de  l'équation  du  Problême  5  ce  qui 
donne  une  nouvelle  équation  qui  réfoutle  Problême, 

Exemple      L 

v)N  a  l'équation  x^  —  ^^x-4-y  =  o.,  qui  exprime  un  Proi 
blême  de  Géométrie  j  on  demande  la  valeur  de  Xy  lorfque  )t 
a  deux  valeurs  éeales  dans  cette  équation. 

Il  faut  multiplier  les  termes  de  l'équation  par  ceux  de  ia 
progreffion  3 ,  1,  i ,  o,  ou  chaque  terme  de  l'équation  par 
J^expofant  de  la  puiflànce  de  x  dans  ce  terme. 

x'  -H  oxx  —  ayx  H-^  =  o.       ' 
3210 

}x^  — ayx         =0. 

X*on  trouve  l'équation  nouvelle  ^j^  -^ayx^ss^o^  ou  biea 

^xx=2  ayi  d'oïl  Ton  déduit  ^==  i^,  &y  =  ^f-  5  met- 
tant ces  valeurs  de  y^  y^  dans  la  propofée^  elle  fè  change 
en  celle-ci ,  x'  —  5x^-1-  ^'^jÇ  =5  o  5  pu  bien  ijx^  —  i^*=:  o } 
d'où  l'on  déduit  x=i^^=2^a^i.  Ce  qui  étoît propofé. 

On  trouvera  auffi  y  =  j  ^v^4>  en  mettant  la  valeur  de  je 
dansj^==  ^. 

On  détermîneroît  de  même  les  valeurs  de  x  &  de  y  y  en 
.multipliant  la  propofce  x*  —  ayx  -^/    =5 o,  parla  progret 

012         5 

l^j^Xri-3^*   =0  J 

iîon  o,  T  ^  i  >  3  ï  car  l'on  auroit  la  nouvelle  équation —  layx 
H-  3j^*s=:  o ,  ou  bien  —  i^x  -+-  ^yy=^o  :en  fe  fervant  des 
deux  équations  3XX  —  ^^=  o ,  &  -^  i^x  -4-  3J7==  o  5  ^^^^ 
lefquelles  x  doit  avoir  une  même  valeur,  on  auroit  par  la 

'première  xx=ss  ^  5  &  par  la  féconde,  x=  '^^^  donc  xx 

«:  |Z!  -,  ^  .    d'où  l'on  déduit  /  ==  |ii,  &  y  =  }^v'4i 

Aa  ii] 


v^ 


IjO  A  N   A   L  T  *  E      D  E  M  O  N  T  R  E'^E.. 

fubftituanc  cette  valeur  de  y  dans  x  ^s^""-^^.  Ton  aura;  j«: 
;=  1  ^y/i ,  comme  on  l*avoit  ddja  trouvé.. 

Enfin  on  trouveroît  les  mêmes  valeurs  de  x  &  à^y  par 
la  mcchode  du  plus  grand  commun  divîfeur  5  car  puifque 
la  propofée  >;*  — ayx-^y^  =0^.  &  chacune  des  deux  nou- 
velles équations  n-ouvées  par  le  moyen  de  la  progre{fion.v 
arithmétique ,  -^xx  —  ay=>o^.  —  xax  -♦-  3y^  =  o ,  ont  une 
racine  commune  ,.  on  doit  trouver  cette  racine  commune 
en  cherchant  le  plus  grand  commun  divifeur  de  x* — ayx 
^-y  =  o^  &  de  laquelle  on  voudra  des  deux  autres,  par 
exemple,  de  3jcx  — ay=^  o,.  jufqu'â  ce  qu'on  foît  arrivé 
au  divifeur  —  zax  -♦-  yyy  =  o,  dans  lequel  x  eft  linéaire ,. 
qui  fera  un  divifeur  exad,  en  fuppofant  égal  à  zéro  le  refte 
qu'il  fait  trouver,  17^  —  4^^=o,  dans  lequel  x  n'eft.plus  ^, 
car  réquation  du  refte  donne  ^*=  ^y^  ouj/=-i.^^4.  & 
fubftituant  cette  valeur  dans  le  divifeur  oii  x  eft  linéaire ,, 
—  xax  -i-  lyy  =;  o  y^  Ton  trouve  x=  f  ^yfx  ,.  comme,  ort 
Tavoit  trouvé.- 

A  V  E  R  T  r  s  s  E  M  E  N  r. 

i3  N"  a  mis  ces  trois  manières  de  déterminer  les  valeurs  dé* 
X,  &  ^^  y  y  lorfque  x  a  deux  racines  égales,,  afin  d'en  faire^ 
concevoir  le  râport. 

K    E    M-  A   R   QiX)    B: 

I 

divifeur  oàx  eft  linéaire,, (bit  un  diviieurexaâ,  en  faifantle* 
refte  qui  ne  contient  plus  x  y  égal  à  zéro,  que  quand  il  y  a 
une  ou  plufîeurs  indéterminées  dans  ce  refte  j  car  s'il  n'y 
avoir  que  des  grandeurs  déterminées  dans  le  refté,  on  ne* 
pourrôît  pas  les  fiippofer  toutes  enfémble  égales  à  zéro ,  a^ 
moins  qu'elles  ne  ffe  détruifiïfentpar  des  fignesoppofez  :  mais 
quand  il  y  a  à^^  indéterminées  dans  le  refte,. elles  fe  déter* 
minent  par  cette  fuppofition,.quele  refte  eft  égal  à  zéro,. ou 
que  chacun  des  termes  du  refte  eft  égal  d  zéro,  de  manière* 
que  les  valieurs  des  indéterminées  trouvées  par  la  ftippofition^ 
du  refte  égal  à  zéro,  étant  fubftîtuées  à  leur  place  dans  la; 
propofée,  &  dans  le  divifeur  où  x  eft  linéaire 3  ce  divifeur 
ainfî  déterminé,. eft. neceflairemenc  un  divifeur  exad  de  lai 
propofée 


L  faut  remarquer  qu'on  ne  peut  fuppofer  que  le  dernier* 
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OOîT  réquatîon^x — .^=o,&a:=:j — \^rr — tt — itv — .j^; 
en  fubftîtuancla  valeur  de  x^  prife  dans  la  féconde,  dans  ax 
-— ^==  o,  après  avoir  ôté  les  incommenfurables,  on  trou- 
vera  réquation  fuivance ,  y  —  lasyy  -+-  naatjf  h-  aass  acai  o  j 

-i-  aayy  — ^  aarr 

-f-  aatt 
on  fuppofe  que  x^y^ty  font  des  inconnues,  &  que  a^  s^  /; 
ibnc  connues. 
i^.  Il  s'agît  d*abaîfler  Téquation  précédente^* — iasyyy&,c. 

-4-  aayy 
à  un  moindre  degré,  &  de  trouver  les  valeurs  de^  par  les 
feules  grandeurs  connues ,  en  fuppofant  que  j  a  deux  valeurs 
cgales  dans  Tcquation  ^%  &c. 

II  faut  multiplier  les  termes  de  Téquation,  chacun  par  Tex-t 
pofant  de  la  puiflance'de  y^  qui  eft  dans  ce  terme  j  c'eft-à- 
<lire,par4,  3,  2,  i,o. 

/*  *  — •  i^syy  -i-  zaaty  -4-  aass  =  o  j 
-4-  aàyy  —  aarr 

•+-  aatt 
4^    3^    ^^  ^,  o 

ic  Ton  aura  le  produit        4y*  —  ^-asyy  -4-  laaty  ==  o , 

-4-  laayy 

ou  bien  ly  —  i^/y  -n^^r  ==:  o,  qui  eft  une  équation  du 

^aay     . 
troîdéme  degré,  par  laquelle  on  peut  déterminer  la  va- 
leur de  jf^  parcequ*clle  ne  contient  que  des  grandeurs  con- 
nues avec  rinconnue^3  aînli  Ton  a  trouvé  Tcquation  pro- 
pofée. 

1°.  En  fuppofant  à  prefent  qu'il  n*y  a  dans  Péquatîon  précé- 
dente y  *  —  lasyy  h-  zaaty  h-  aass  =5  o ,  que  la  grandeur  a 

■4-  aayy  ^..^aarr 

^  aatt 
tîe  connue ,  &  que  toutes  les  autres  font  inconnues ,  ils'agît 
de  trouver  la  valeur  de  f,  qui  ne  contienne  d^înconnue  que  j^, 
•en  fuppofant  quej|^  a  trois  valeurs  égales  dans  Téquation  pré- 
cédente. 


rjî  Analyse  bemoktre'e. 

11  faut  dans  ce.  cas  multiplier  l'équation  propofée  par  lès^ 
termes  des  deux  pro-  y^  *  %asyy  -h  xaaty  -4-  aass  =S'0 ,. 
greffions  arithmétiques  -*-^^jK/  — '^^''^ 

ici  marquées ,  h-  .j^^r/^ 

r,    I,  o,  —  I,      — ly> 

&  Ton  aura  le  produit     8^*  —  xaaty  =  o  ;, 

qui  fe  réduit  à  4/  —  aat^=i  o  j.  d'où  Ton.  déduit  t  ==  ^. 
Ce  qui  étoit  propofë. 

3^-  En  fuppofanc  que  toutes  les  lettres  de  Ta  même  équa- 
tion font  des  inconnues,  excepté  la  grandeur  ay  &  que  j^  a^ 
trois  valeurs  égales  jJJ  faut  trouver  une  équation  qui  ne  con- 
tienne pour  inconnues  que  s  &c  t^.Sl  que  toutes  les  autres- 
inconnues  ne  s'y  trouvent  point. 

Il  faut-  multiplier  Téquation  j*  * — lasyy-ï-  laaty-^aass 

•+?  aayy  — aarr 

s=s  G,  par  les  termes  des  deux'  ^  ^aatt 

progreffions  arithmétiques  ici  4,  3,  %\-  r^  o,, 

marquées^,  o,   i,    1,  3,  4,, 

&  Ton  trouvera  Téquation     o,  —  ^asyy  -*-  Caaty  =  o,v 

-4-  ^ayy 
qui  fe  rcduîr  à  —4^/^-1-  3^^^^  =  o.j   d'où  Ton  déduit" 

•4-  laay 
y^:ssi  îib^iz;  =47^  >  fùppofant,  pour  abréger  le  calcul,, 
4/ ~- z^=î:  41/3    c'eft-à-dire,  /  —  -1^  =  x^  ,  Ton' aujra 
^=  ^^  =^.^d'où,  l'on^  déduira  y  =*  ^'.5-  mettant 
cette  valeur. de ;y.*  dans  4^'  —  ^^t=ss  o,  qu'on  a  trouvée 
dans  le  fécond  article ,  l'on  aura  ^j^  —  aat  =  o ,  qui  fé 
réduit  à  ly^r/^ —  i6x;*=5:  o,  qui  eft  l'équation  qu*on  cher^ 
choit,  car  en  mettant /. —  i-^t=z;^  à  la  place  de z;  dans- 
27^// . —  i^y^ s=o,  Ton  aura  27^^^/— 'i6^j^-h i^^/i-— iz^^//. 

On  trouveroît  cette  même  équation  en  cherchant  le  plus 
grand  divifeur  commun  dès  deux  équations  4^^  —  aat=:  o\ 
&  —  4^{y  -4-  laay  -+-  3^^/'==o ,  trouvées  par  les  progreffions 
arithmétiques ,  éi  continuant  là  recherche  jufqu'à  ce  que  l'in- 
connue^ ne  fut  plus  dans  le  refle  j  car  on  trouveroit  te  refle^ 
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SECTION     1 

De  U  réfolution  des  équations  du  fécond  degrés 

Avertissement. 

O  N  a  déjà  donné  deux  manières  de  réfoudre  les  équaJ 
tions  du  fécond  degré  *  j  mais  on  a  remis  le  détail  de  tour     *  é; 
ce  qui  regarde  ces  équations  à  cet  endroit,  qui  en  eft  le  lieu  &  41. 
propre  j  c*eft  pourquoi  on  va.  expliquer  ici  une  méthode  ge-  ^^^f^^^ 
nerale  de  trouver  les  deux  racines  de  toutes  ces  équations ,  excn^. 
&  on  rappliquera  à  tous. les  cas  poffibles. 

On  fuppofe  dans  ce  cinquième  Livre,  que  les  équations 
font  fans  rraâions  &  ^ns  incommenfurables. 

PROBLEME     L 

T6.   TrOWER  les  deux  racines  de  toute  équation  du  fécond 
deyté. 

Méthode   Générale. 


o 


N  fuppofera  que  Téquation  générale  xx-^nx-^p^sstà^ 
repréfente  toutes  les  équations  du  fécond  degré  j  de 


manière  (  comme  on  Ta  déjà  dit  plufieurs  fois  )  que  -f-  n  repré-f 
Tome  I.  Bb 
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fente  le  coëficictit  du  fécond  terme  avec  fon  figne ,  &  tcra-y 
ft  le  fecond  terme  eft  évanoui^  &  ^^  repréfente  le  dernier 
terme  avecfbn  fîgnerCe  qu'il  faudra  toujours  entendre  dàn»- 
le  3%  4^  degré,  &c.  On  luppofera  enfuite  que  Péquation  li- 
néaire X  — /-H g  =  o ,  repréfente  par  fes  indéterminées/^ g,, 
celle  des  deux  équations  linéaires  qui  contient  la  première^ 
racine  :Ainfi -h/ — g  repréfente  la  première  racine. 

*  Pour  trouver  cette  première  racine  &  la  féconde,  on  & 
fervira  de  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  fuivantes. 

i^r  On  fuppofera  que  la  feconde  équation  linéaire  eft  x  — / 
—  g  =  G .  on  multipliera  x  -—/-H  g  =  o ,  par  x  — / —  g 

==  o ,  &  on  comparera  chaque  terme  du  produit  xx  —  ifx 
>^jf  =  G  j  excepté  le  premier  terme ,  avec  le  terme  corref?^ 


pondant  de  Téquation  générale  xx  -4-  «x  -h  ^=s=  o  j  ce.  quf 
donnera  ces  deux  équations  particulières  —  2/=  n^  -^  ff 


J^gg=3-i-^î  d'où  l*on  déduira /== — f ,  &g=:\/^ — pi 
mettant  ces  valeurs  de  /  &  de  g  dans  les  deux  équations^ 
linéaires  indéterminées  x  — /-h  g  =  o  ,  x  —  / —  g  =  o , 

elle?  feront  changées ,  la  première  en  x  -h  f -i-V^f  — /  =  o  j 
la  feconde  en  x  -h  f  —  y/-^ — p  e=  o. 

Aînfîla  formule  générale  de  la  première  racine  ferax= 
—  j — v"^ — fh  la  formule  générale  de  la  feconde  racine 
ferax  =  — ^-f-v/^ — p. 

20.  Ou  bien  on-divîfera  l'équation  générale  xx'^nx'^p 
:=si  o ,  par  l'équation  linéaire  indéterminée  x  — /-i-g  ==  o  j. 
2c  continuant  la  divîfîon  jufqu'â  ce  que  x  ne  fbit  plus  dans 
te  rcfle ,  on  trouvera  le  refte  gg  —  »g  -*-  /  =  .0 ,  &  le 

—  2^-Hff/ 

quotient  x  -•-  «  3=  o  :  En  fuppofant  ce  refle  égal  à  zéro ,  & 

-h/ 

— g 
foo  fecond  terme  auflî  égal  à  zéro,  l'équation  indéterminée 

X  • — /-H g  ==  o,  fera  un  divifeur  exad  de  la  propofée  ^  &  le 

4|uotient  x  -f-  « = o  fera  exad. 
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Or  par  la  fuppofition  de  ce  refte  ^gal  â  zéro ,  l'on  a  deux 
■«ëquacions  particulières  ^  fçavoir  la  première  ifs^  —  ^  ;  d'où, 
l'on  déduit  /sas  —  f  j  la  féconde  gg*  -f-  ^  s=  o ,  danf 

laquelle   fubftîcttant  —  f  à  la  place  de  f.  Ton  trouve  gr 

—  «Jf-i-^=5:o,  d'où  Ton  déduîc  g  =^  \/ ^  —  p  i  fubftiçuanc 
CCS  valeurs  dans  le  divifèur  at— •/H-g=  o ,  &  dans  le  quoi 
rient  X  -H  «  -4-/ —  g  =  ^  >  1*^^  trouve  pour  Iç  divifèur 
X  -»- 1^  ^  i/^TZT^  =  G,  &  pour  le  quotient  x  -h  f  —  V^l* — ^ 

Ainfî  la  formule  générale  de  la  première  racine  fera  x  sac 
•—.in  —  \/y  —  j>,5  &:  la  formule  générale  de  la  féconde 
ferajtfsss  —  |«-*-v^^" — ^. 

■ 

\Afflication  des  formules  de  la  rèfolutien  générale  aux  équations 

particulières  au  fécond  deyè. 

Exemple     L 

S  O I T  rëquation  xx  —  ^^  =  o ,  dont  il  faut  trouver  les 
<Jeux  racines. 

Pour  appliquer  Téquation  générale  Arx-H«ix-i-/=s=o,  â 
<ette  équation  particulière ,  dont  le  fécond  terme  èft  éva- 
noui ,  Ton  fuppofera  »  =  ©,  -i-^=—  //^5  ainfi  dans  les 
deux  formules  des  racines  on  fuppofera  «  =s=  o ,  &  «4-/  =â 
- —  ab.  Subftituant  donc  —  ab  au  lieu  de  -h^  dans  les  deuiÉ 
.    formules  générales  des  racines,  la  première  racine  de  la  pro- 

pofce  fera  x  ?=  —  j;  »  —  v'^ — f  =  —  s/  ab  5  la  fecondè 
fera  x  ss=  —  1. 11  -f.  \/  ^ — f  ^bz  -h  Vab.  Ce  quUlfaloit  trouver.  -• 

Exemple      IL 

.  "OuR  trouver  les  deux  racine^  de  Tcquation  xx— i^;» 
-4-  ^r  =  o ,  on  fuppofera  -4«  12  =  —  xb,  &  ^p  =  -h  rr  î  on 
fubftituera  dans  les  deux  formules  des  racines  les  grandeurs 
repréfentées  par  n^  ^,  &la  première  racine  de  la  propofcé 

fera  x  =  —  ^n  —  v"^ — p  =  -4-  ^  —  >/^^  —  ce  i  &  la 


féconde  fera  x:»  —  |»  -hv^^"  —  p  zss=i  ^b  ^  ^bb  -^  ca^ 
Ce  qu'il  faloit  trouver. 

Bbij 
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Exemple     III. 
POtfR  trouver  les  racines  de  xx-^-  ix — 2  ==  o,  on  fîip^ 
pofera-H»  =  -H  i,&-4-^  =  —  ijon  fîibftîtuera  ces  valeurs 
de  »,/^3  à  leur  place  dans  les  formules  des  racines,  &la  prc. 

miere  racine  fera  a:  =î=  -—  f  «  —  V~ — f  =  —  I  —  \/i.^  r 
s=  —  I  —  V'I»  —  2.    La  féconde  racine  fera  x  =s  — 1  » 


H-  ^"^--^^  =  —  1:  -H  \^i  -H  2c==—  1^-  %/f  =  +  1 5  aînfi 
Tune  des  racines  de  la  propofce  eft  la  pofïtive  x=-h  i ,  ôc 
Taucre  efl  la  négative  x=s:  —  2.  C^  qui  était  fropofè. 

Exemple      IV. 

P  O  u  R  trouver  les  deux  racines  de  Téquation  xx — 2  v-r-  j 
s=  0,  on«  fuppofera  »  =  — 2 ,  -h^  ==-♦->  j.  on  fubftîtuera 
ces  valeurs  àen^f^  à  leurs  places  dans  les  formules  générales 
des  iiacines ,  &  la  première  fera  x  rs=i  —  \n  —  v'—  —  f 

=:  -H  r  —  >/i  —  3  s=  ■+■  I  — V —  2  j  la  féconde  fera  x  =: 

—  i.«4^>/^ — f  =H-n-  v^i — 3  =4-  i-4->/ — 25  d'oit 
l'on  voit  que  les  deux  racines  delà  propofëe  font  imaginaires^ 

Démonjïratiàn  du  premier  Probteme: 

77.  T/E  <xu  A  T I  Q  N  linéaire ,,  dont  x  eft.  l'inconnue ,  qui  di vife 
exadement  une  équation  du  fécond  degré ,  reprcfentée  pac 
Téquation  générale  xx-i-»x-4-/s=:o,  contient  une  de  (es,' 
racines  ,  Scie  quotient exad  contient  l'autre,  par  la  nature 
tx6&yi.  des.  équations.  *  Or  Téjquation  linéaire,  que  l'on  trouve  par 
ia  méthode  du  premier  Problème,  divifè  exadement  rëqua- 
tion  générale  du,  fécond  degré ,  puifque  le  refte  de  la  divifîon 
eft  égal  à  zéro ,  &  que  ce  n'eu  que  par  cette  fuppofîtionr 
qu'elle  eft  déterminée  j&  le  quotient  eft  auffi  exadrréqua^ 
tion  linéaire  qu'on  trouve  par  la  méthode ,  contient  donc 
une  racine  de  l'équation  générale  du  fécond  degré ,  &  le 
quotient  contient  l'autre^  l^on  a  donc  par  la  méthode  les 
fx>rmules  générales  des  deux  racines  de  coûte  éqpatîoa,  du- 
fécond  degré.  Ce  quHlfaloit  démontrer. 

R   £   M    A   R    Q^U    E    Sv  . 

L 

78.  Lo 

comme 


R  S  QUE  le  fécond  terme  eft  évanoui ,  &  qu'il  y  a  +/; 
le  dans  l'équation  ;cx-»-/  =■=  o,  les  deux  racines  font 
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îmagîriâires,  puîfque  la  première  eft  a;»— v^— /j  &la 

féconde ,  x  =  -♦-  V'  — -^^ 

I  L 
Lorfqu'îl  y  a  -H/  dans  une  équation  du  fécond  degré, 
&  que^  furpafle  le  quarré  de  la  moitié  de  n,  c*eft.à.dîre, 
lorlque^  furpafle  ^««j  les  deox  racines  font  encore  imagi- 

naires,  puifque  V^a» — f  eft  la  racine  d*une  grandeur  né- 
gative. 

II  L 

Lorfqw'îl  y  a  — ^  dans  une  équation  du  fécond  degré ,  les 
jracines  font  toujours  réelles  j  car  alors  la  grandeur  ^  ««-h^, 
qui  eft  fous  le  figne  radical,  eft  toujours  pofitive. 

IL  fuît  de  la  féconde  &  troifîéme  remarque ,  qu*il  ne  peur 
•y  avoir  de  racines  imagmaires  dans  une  équation' du  fécond 
degré  qui  a  tous  fês  termes,  que  quand  il  y  a  -h^  ;  c'eftià- 
dire,  quand  les  deux  racines  tont  toutes  deux  pofitives ,  ou 
toutes  deux  négatives  j  &  qu*ellesfont  toujours  réelles,  quand 
Tune  eft  poûtive  &  l'autre  négative*. 

IV. 

Quand  Tînconnue  a  plus  de  deux  dîmenftoirs  datfs-le  pre- 
mier terme  d'une  équation  du  fécond  degrés  comme  dans 
x^-hnxx  -H  /^  =  o,  ou  en  gênerai  dans  x^"  h-  nx^'-hp :=  o , 
{m  repréfentant  un  nombre  quelconque  entier  &  pofitif ,  ) 
qu&iqu'iirn'y  ait  que  deux  racines  en  la  confïderant  du  fécond 
degré  ,  qui  font  xx  =s=  —  i"  «  —  V  -j  »«  — f^  xx  =  —  -^m 
•4-  V^nn — jpy  ou  en  gênerai  x™  =  —  \  n  —  \/^nn — /> 

X™  =  —  7  » -kV'^»»  —  p'y  cependant  chacune  de  ces  raci- 
nes, ou  chacune  des  équations  (impies  formée  par  ces  raci- 
nes, XX ^\n  -^y/^nn — /=  o  }  xx-*-  |»  —  y^^nn  — ^ 
==0  r  ou*  bien  en  gênerai  x™  -h  f  »  -h  ^  ^nn  '— ^  =====  o  y 
x"  -4--^  »  — y/\nn — ^=  o,,  pouvant  encore  être  confîde- 
rée  comme  une  équation  compofée ,  on  peut  dire  que  cha- 
cune de  ces  équations  fîmples  contient  encore  autant  de 
racines,  queTexpofànt  i  de  la  plus  haute  puiflancederin- 
Gorniue  XX  3  ou  Pexpofint  m  oe  Tinconnue  x™ ,  contient" 
d*unitez  r  car  l'inconnue  x  a  autanr  de  valeurs  dans  ces 
équations  plus  fîmples ,  dont  Inéquation  du  fécond  degré  eft; 
compofée,  que  cet  expofant  de  l'inconnue  a  d*unîte2.  Ce- 
qji'ilfaut  remarquer  pour  les  cas  femblables  des  autres  de^r 

B  b  iiî 
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grez  repréièntez  en  général  dans  le  croifiéme  degré  par  ^ 
-H  »x^" -*- /jc*" -H  f  =  o  j  dans  le  ijuatrîcme  degré  ^  par  jc^- 
-h nx^"^ -4-/Ar^"' -4-  qx^  H-  r  =.0  3  &  aiqfî  djes  autxes. 

V. 
Si  Ton  ôte  ièparément  les  incommenfurables  de  chacune 
des  équations  linéaires  xH'{n  -ï-y/^nn  -^ js=o,  x  h-  | « 

-— v'I»»— ^  =  0,  qui  conciennenc  les  racines  de  Téquatiott 
propofée,  il  en  viendra  une  même  équation,  qui  eft  la  propofée 
XX -♦- «a: -4-/ =  o  ;  ce  qui  peut  fer  vir  en  quelques  rencontres^ 
connoître  fi  une  équation  linéaire  contient  une  des  racines 
de  la  propofée,  lorfqu'f  lie  a  des  grandeurs  incommenfurables^ 

VI. 
La  méthode  de  rélbudre  les  équations  peut  fêrvîr  à  dé- 
terminer une  grandeur  où  il  y  a  une  ou  plufieurs  inconnues 
avec  des  connues,  quoiqu'elles  ne  formentpas  une  équation  5 
on  en  a  déjà  vu  un  exemple  en  réfolvant  le  6^  Problème  du 
49-  3^  Livre*  5  en  voici  un  autre.  Ton  a  xtsszi^i^aa — yy^Sp 
Il  s'agit  de  déterminer  les  cas  où  la  valeur  de  x  eft  réelle^ 
&  ceux  où  elle  eft  imaginaire.  Il  n'y  a  qu'à  fuppofer  que  j^^ 
^byr=zaahhi  réfolvant  cette  équation ,  on  trouvera  que  la 
valeur  de  jf  eft ^  ==  — ^ |  i  •+; }J\  bb-^-aai  Ainfî  quand  y  eft 
égale  à  cette  grandeur,  ou  moindre  que  cette  grandeur, 
^aa  — yy-^hy  eft  zéro,  ou  poCtive^fic  la  valeur  de  x  eft  réeU 
le;  mais  quand j^  furpafic  cette  grandeur -«- 1 ^ Hh V ^ *^ -h aa\ 
alors  VÎ^— -W.-^  by^  eft  la  racine  d*une  grandeur  négative^ 
6c  la  iraleur  ce  ^  eft  imaginaire^ 


*4 


SECTION     IL 

•  « 

I 

^De  la  réfolufion  des  équations  du  tmfiémfi  degrés 

Averti  si  e  m  e  n  t* 

P  O  u  n  abréger  &  faciliter  le  calcul^  on  fuppofera  que  le 
fécond  terme  eft  évanoui  dans  toutps  les  équations  du  troi- 
fiéme  degr^jé  qu'on  veut  réfoudre,  Dn  a  donné  la  méthode 
de  le  faire  évanouir,  dans  Tufage  àçs  transformations ,  dans 
Ï-'  le  troifiéme  Livre.  *  Aîn.fi  l'équation  générale  x^  -f-^x  -»-f 
5=  o  ^  repréfenccTa  toutes  les  équations  .du  troiiiéme  degré  ^ 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui. 
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îlfaur remarquer  que  quand  le  fécond  terme  eft  évanoui, 
H'  y  a  dans  rëquation  deux  racines  pofitives ,  &  une  racine 
négative  égale  aux  deux  pofitives  5  ou  bien  deux  racines  né-     . 
gatives  ^&  une  pofîtive  égale  aux  deux  négatives.  *  *  ip,  n-  ^ 

PROBLEME     II- 

79-  D'É  TE  K  MI2TER  y  quand  le  fécond  terme  des  équations 
du  troifième  degré  eft  évanoui  y  x^.lcs  cas  où  les  deux  racines 
fofitives  ou  négatives  font  égales  y  ceux  oà  elles  font  inégales  ; 
z^,  les  cas  où  y  étant  inégales  y  les  trois  racines  font  réelles  y  ceux 
où  il  y  en  a  deux  dHmaginaires  3  3°.  ^  trouver  les  racines  y 
lorfque  les  deux  fofttives  ou  négatives  font  égales  y^  encore 
lorfque  les  trois  racines  y  quoiquUnégates  y  font  commenfura^ 
bUs  y  ou  làrfqu^ily  en  a  quelqu'une  de  commenfurable. 

M  E  r  H   O   D   F        G  E  N  Ef  RALE. 

T^.  O^  fuppofera,  lorfqu'îl  y  a  deux  racines  pofitives,  que 
la  première  eft/ — g  y  la  féconde  /-+-  g  5  &  leur  fomme  1/  . 
&ra  la  racine  négative  j  &  on  fera  les  trois  équations  lineai* 
ïes  AT  — /*•+»  g  =  o  ,,x  — /— g  =:;»  o  >  X -H  2/=  o. 
..  Lorfqu*il  y  a,  deux  racines  négatives ,  que  la  première  eft^ 
•^/-H  g,  la  féconde — / — g;  &  leur  fomme — 2/ fera  la 
racine  pofîtive ,  en  changeant  fon  figne  —,  &  fuppofant 
-f-  ifyèc  on  fera  les  trois  équations  linéaires  x  n^/— g  =0, 
xihf-¥' g  =  0  ,  X — 2/ss=îO.  On  fuppofe  que  /ett  plus 
grande  que  g  5  car  autrement  / — g  ne  feroît  pas  pofitive,, 
&  -^/^g  ne  fèroit  pas  négative. 

20.  On  multipliera  les  trois  premièrçs  lès  unes  par  les  au- 
ttes^Sc  Ton  aura  lè  produit  x''^ — iffx-^xp  s3=;o,,qut' 

A  —  egx  — 2g^^ 

eft  réquation  indéterminée  qui  repréfente  les  équations  du 
troifième  degré ,  dont  deux  racines  font  pofitives ,  &  la  troi- 
sième eft  négative^  &  égale  à  la  fomme  des  deux  pofitives. 
On  multipliera  de  même  les  trois  autres  équations  linéaires - 
ks  unes  par  le^  autres ,  &  leur  produit. 

B      x^*-.3^a:  — 2/^  =0^ 

itpréfentera  lès  équations  du  trofiéme  degré,  dont  deux: 
Kicines  font  négatives ,  &  la  troifième  pofitive,  &  égale'  à^ 
la^  fomme  des  deux  négatives. 
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80.  On  peut  remarquer  que  le  troifîéme  terme  de  ces  dewx 
équations  a  toujours  le  ligne — ,  &;  eft  une  quantité  réelle 
négative,  quand  les  trois  racines  font  réelles  j  par  confèquent 
fi  le  troifîéme  terme  a  le  figne  h-,  ou  s'il  eft  zéro,  il  y  a  ne- 
ceflairement  deux  racines  iipaginaires  j  ainfi  dans  la  formula 
générale^  doit  avoir  —,  lorsque  les  trois  racineis  font  réelles, 
&  elle  doit  être  x^  ^^fx  ±:  ^  =?  o ,  fçavoir  -4-  ^ ,  quand  deux 
racines  font  pofitives^  &-^^,  fi  deux  font  négatives. 

30.  On  comparera  les  termes  de  chacune  de  ces  deux 
équations  indéterminées  A&lB ,  avec  les  termes  correfpon- 
dans  de  l'équation  générale  x'  —  ^x  it  f  ==  o ,  excepté  le 
premier  terme.  L'on  aura  par  le  moyen  de  l'équation  A  ces 
deux  équations  particulières  h-  iff^  %?i^===^'^t^  "*"  */' 
—  ^g?/=^  -*-  f  î  S^  P"  l'équation  B  ,  h-  3#"-i-  ^^=^^f^ 
—^  2/'  ^  jtg^^=5s  -T-  q  y  d'où  l'on  déduira  pour  l'une  &  Pau^ 
tres^/jr-4-^/  =  -H^}  &  pour  l'équatioa  Ayp  —  gg/=' 
•*-!>&  pour  l'équation  ^,  — p  ^ggf=i —  1.  Elevant 
'^ff'^H'^î^  ^^  troifîéme  puiffimce^  l'on  auraH-Z^-i-gg/"* 
-H  jff-^  ^sss^^  pour  l'équation  A  &  pour  Téquation  B. 
Elevant  auffi/'  —  gg/=  -f-  -1  ^u  quarré  ,  Ton  aura  pour 
l'équation  Ajf"-^  ^gg/* -*-gt;f  =îf.  Elevant  de  même 
"^P  *  &5/'^=r  -T-  f  au  quarré  ^  l'on  aura  pour  l'équation  B  > 

f  —  iggP  -H  gW=^  V»  ^^^  ^^  ^^  même  que  celle  de  l'équa- 
tion A.  Retranchant  à  prefènt  chaque  membre  de  l'équa- 
tîon  p  rrr  zggf^  -H  g'jf  =  ^ ,  du  membre  correipondanç 
de  l'équation  f  ^  ggf*  ^e-  '^'^  -+-  ^  =  ^  >  1- oh; aura  l'équa- 
tion i^'  —  iè:/f^^iL  —li^n^  qui  conviendra  à  Vé^ 

quation  A  &c  i  l'équation  B.  Or  chaque  membre  de  cette 
équation  eft  pofitif,  car  -4-  3gg/'*furpafle  — jgW't  puîfqu'en 
divifant  l'une  &  l'autre  par  gg/jT,  le  quotient  ^ff  furpafle  le 
quotient  — |gg,  car  on  a  fîmpofé  que  / furpaflbît  g.  Tout 
cela  fuppofé ,  le  Problême  eft  facile  à  réfoudre. 

I^  (2^and  r;  p^\==  i  q^  j  h^  d^cux  racines  fofitives  ou  négatives 

font  égales. 

81.    Q2Uand  les  dcu^c  racines  pofitives  qu  négatives  (ont 

égales, 
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égales,  g  cft  égale  à  zéro  dans  les  équations  linéaires  x — f 
«4-  g  =ss  o ,  X  — / —  g  =  o  ,  a:  -H  2./==  o  j  &  dans  les  au- 
tres x-4-/— g;  =  o,  x-4-/-^g  =  o,  X— i/=o^  par 
confequent  chaque  grandeur  du  premier  membre  de  Téqua- 

tîon  3gg/*— h;//^.  il=,  g._^,  eft  égale  à  zéro.  Donc 

1^.  Quand  les  frais  racines  font  inégales  ^  rèeïïes^ 

^  f  furj^afe  ^  qq. 

Si.  QUand  les  trois  racines  font  inégales  &  réelles^  le  pre- 
mier membre  de  Téquacion  3gg/"* — —/^-ï- 1^  =^— .  «^ 
cft  pofîtif ,  le  fecond  membre  ^  —  ^  >  ^ft  donc  auffi  pofîtif  j 
&  par  confequent  ^Ç  furpaflfe  ^. 

3  ^'  i2^and  rfp^ejl  moindre  que  \  qq ,  il  y  a  deux 

racines  imapnaircs. 

^i*  C>  A  R  fi  les  racines  éroîent  toutes  réelles,  on  vient  de  dcr 
montrer  que  £^/>*  feroît  égal  â  \  qq^  ou  furpafleroît  ^  ^^. 

4^.  Trouver  les  racines  lorfque  les  deux  fofitives  ou  les  deux 

négatives  font  égales. 

84.  QU  AND  les  deux  racines  pofîtîve^,  ou  les  deux  négatives 
font  égales ,  g  eft  zéro  dans  les  équations  linéaires  x — /-4-g 
=  o ,  &c.  par  confequent  Téquation  particulière  qui  vient 
de  la  comparaifon  des  rroîfîémes  termes  -h  3^-Hgg  =  -^py 
fe  réduit  à  -H  3jf=/J  d^où  Voxi  déduit  -4-//=^  Par  la 
même  raîfbn,  Téquation  1/*  —  ^g?/==  -f*  ^  3  ou  —  i/'  ■+•  ^ggf 
=  —  q^  k  réduit  â  i/^=t=  ^s  d'où  Ton  déduit  /'=  |. 
Divifant  he  premier  membre  de  /*  =  1  ^  par  le  premier 
membre  àtff'tss^  | ,  &  le  fecond  par  le  fecond ,  Ton  trouve 

57  =?=/=  If  ;  chacune  des  racines  égales  repréfentées  par^ 

cft  donc=  Ifr  d*où  l'on  déduit  cette .  réfolution^ 

» 

Kêfolutiorr. 

%  5 .   Q  U  A  KD  une  équation  du  troifiéme  degré,  dont  le  fecond 

terme  eft 'évanoui ,  a  deux  racines  égales^  ilfaat  dîvifer  le 

triple  du  dernier  terme  q^  par  le  double  4^  coëficîent  f  du- 

ieeond  terme  ^  6t  le  quotient  fera  une  des  racines  égales, 

La  troifiéme  raciae  eft  égale  i  deux  fois  la  racine  égale; 

Tome  J.  Çc 
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5^.  Trouver  les  racines  d*i^ne  équation  du  troifième  degré ,  dont 

le  fécond  te^e  cft  évanoui  ^  lorfqu'eSes  font  commenfurables  ^ 

ou  qu*il  y  en  a  quelqu'une  de  commenfurable. 

8<>.  Si  Ton  ôte  la  grandeur  p,  repréfentce  par  3J?^-*-gg;=^^ 
de  ^ff  quarrc  de  la  grandeur  %fj  qui  reprcfentc  la  racinç 
qui  eft  égale  à  la  fomme  des  deux  autres,  l^^^ftc)î^-~gg 
eft  un  divîfeur  exact  de  la  grandeur  -t-  f  j  reprifeocée  par 
i/*' —  2.gg/==-H  ^,  pour  Téquation  ^i  &  faîfant  la  divîfion, 
le  quotient  eft  2/^  qui  eft  la  racine  du  quarré  /^ff. 

Le  même  reftej^^--^  gg  eft  auflî  un  divifeur  exaét  de  —  q^ 
repréfentce  par — zP'^^ggf==r^q,Po\ir  Inéquation  £î  & 
faifant  la  divifîon  le  quotient  eft  —  i/T  qui  eft  auflî  la  racine 
du  quarré  ^.  On  déduit  de  là  cette  première  réfolution. 

Première  Réfolution. 

Q.Uand  la  racine,  repréfentée  par-i-ou  — 1/^  qui  ef^ 
égale  à  la  fbmme  des  deux  autre«,  eft  commenfurable,  il 
y  a  toujours  un  quarré  parfait  plus  grand  que  f ,  duquel 
ôtant  f  &  divîfant  q  par  le  refte ,  la  cRvifîon  le  fait  exade- 
ment  ^  &  il  vient  pour  quotient  exaét  -i-  ou  —  %f^  qui  eft  la 
racine  de  la  pfopofée -,  égaie  à  la  fomme  des  jdeujc  autres ,  & 
ui  eft  à  même  tems  la  racine  quarrée  jufte  du  quarré  par- 
ait qu*on  à  pris  plus  grand  que  f. 

De  même  fî  Ton  prend  le  quarré  de  Pune  des  racines 
pofîtîves  ou  négatives,  / — g,  o\x  ^^f^g^  qui  eft)^ —  xgf 
-H  gg,  &  qu'on  ôte  ce  quarrJé  de  3^-+-  gg  =i>j  on  aura  le 
refte  xff^  igf^  qui  eft  un  dîvifeuj:  exad  de  a/*  —  ^gg/==-*"î> 
pour  Véquation  ^;^&  de  —  z/'-h  ^g^^^ —  qi>  pour  Té- 
quatîon  £  5  &  faifant  la  divîfîon ,  le  quotient  fera  dans  le 
premier  cas-i-/--g,  &  dans  le  fécond,  — /-Hgj  ^^^^  cha- 
cun eft  la  racine  du  quarré  parfait  )^—  2g/_-+- g^ ,  qu*on  4. 
pris  moindre  que,/.  On  troiiveroit  la  même chofe  en  fe  fer- 
van  t  de  Pautre  racihe  Tepréfcntéç  par'/-*-  g  3  ou  — ^/— g> 
d*où  Pon  déduit  la  féconde  réfolution. 

Seconde  Réfolution:^, 
v2  "^  A  N,D  les  deux  racines  pofitives  ou  négatives ,  ibne 
çpnimenfurables  ^  .on  peut  toujqu^is  trouver  un  quarré- par* 
fait  moindre  que  / ,  tel  qu'étant  retranché  de  p^  de  xcfte  Ibiit 
un  divifeur  exaâ  de  4-  ou  *~^i  fie  faifantia  divifîon,  il 


i 
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▼îent  un  quotient  exad,  reprcfèntc  par-i-/ — g^  ou — f-^gx 
qui  eftiine  des  deux  racines  pofitîves  ou  négatives  de  la  pro- 
poféep,  &  qui  efl:  â  même  tems  la  racine  exaâe  du  quarré 
qu'on  a  pris  moindre  que  f. 

R    E     MA     R     Q^U     Er 

87.  QUand  on  aura  trouvé  une  des  racine^  d'une  équation 
du  troifiéme  degré ,  en  divîfant  l'équation  par  a:  -♦-  ou  — 
cette  racine  y  le  quotient  qui  fera  une  équation  du  fécond 
degré ,  contiendra  les  deux  autres ,  &  on  les  trouvera  en 
refolvant  cette  équation  àxx  fécond  degré.  Ou  bien  en  fup. 
pofant  que  la  racine!  trouvée  fbit^^  fî  c'eft  la  racine  égale 
â  la  fomme  des  deux  autres ,  elle  fera  le  cocfîcîent  du  fécond 
terme  de  Téquatîon  du  fécond  degré  qui  les  contient  j  &  le 
dernier  terme  a  de  la  propofée ^  divife  par  cette  racine  a, 
c'éft-à-dîre  1,  fera  le  produit  de  ces  deux  autres  racines^ 
par  la  formation  des  équations  :  Aînfî  l'équation  du  fécond 
degré  y  qui  contient  les  deux  autres ,  fera  xx  —  ^x  -♦-  i-  =  o , 
quand  elles  font  pofitives  ^  la  première  fera  donc  x  =  ^^ 

^^ \aa  — fl  &  la  féconde,  x=^f</ — y/^aa—'^. 

L'équation  da  fécond  degré ,  qui  contient  les  deux  autres , 
fera  XX  -H  isrx  -i-l"  ==  0,  quand  elles  font  négatives  v  la  pre- 
mière fera  donc  x= — \a^  V^aa  —  ^>  &  la  féconde, 
x  =  — ^a-'^V^aa  —  ^.    Mais  fî  la  racine  découverte  a 

cft  une  des  deux  pofitives  ou  négatives ,  elle  fera  auflî  le 
coëfîcient  rfu  fécond  terme  de  l'équation  du  fccond  degré, 
qui  contient  les  deux  autres  j  puifquc  ce  cocficient  efl 
l'excès  de  la  racine  égale  à  la  fbmrae  des  deux  pofitives  ou 
négatives ,  fur  celle  qui  refte  à  découvrir  5  &  que  la  racine 
découverte  efl:  auffi  ce  même  excès^j  &  î-  efl  le  produit  des 
deux  qui  reftent  â  découvrir  :  Ainfi  Inéquation  <jui  contient 
les  deux  autres ,  dont  une  efl:  toujours  pofîtive  ,  6c  l'autre 
négative ,  fera  xx:^  ax  — ^  ==0.  Il  y  aura  •+•  axy  quand 
la  racine  découverte  fera  pofitive ,  &  —  ax  ^  quand  elle' 
iera  négative.    La  première  racine  fera  donc  x  =  Ifi^^ 

•+-  y/  ^aa^l  3  &  la  féconde  fera  x  =  nul  |  ^  — V^aa-h^.' 

Il  y  aura  — {  a  y  quand  la  racine  découverte  fera  pofîtive  j, 

&  -h  7  ^,  quand  elle  fera  négative. 

Ce  ï^ 
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jifflication  du  fécond  Problème  à  des  exemples* 

E     X     &    M     P     L     £       I. 

O  N  propofe  de  trouver  les  racines  de  x'  —  1 1  >;  4- 1  (J  =aç  a, 
pour  y  applique!:  la  réfoludon ,  on  fuppofera ,  afin  que  la 
formule  générale  at'-— /rx-*- ^  =  0,  reprcfente  la  propo,. 

fée,  que  — ^  =f  —- 1 2 ,  6c  f  =  1 6,  Or  |^  =,H ,  ^  4  ff 
=  64.  Qela  fait  connoîcre  que  la  propofée  contient  deuç 
racines  égales. 

Pour  trouver  chaque  racine  égale ,  on  fè  fer  vira  de  la  for- 
mule /=:  H  =^  :J-|4;=ï=  -^  2  j  aiijfi  la  ratcine  égale  eft  x  =  2  ^ 
la  racine  inégale  efl:  donc  x  tac  -^  4. 

Exemple     IL 
Po  u  R  trouver  les  racines  de  x^ —  x'jaax  h-  54^^  ss=o^ 

-♦-  I  %abx  —  ^^aab 
r^  3  bbx    -H  I  %abb 
^  ib' 
il  faut  fuppofer  — p^sss  — -  27^^-4-  lîab —  ^bb^  S>iq^s=:  54^* 
—  ^^ab  -H  I  ^abb  —rib^  y  &  faifant  le  calcul ,  on  trouvera 

que  ^fzss^qqicQ  qui faît  connoître  quil  y  a  deux  racines 

égales. 

La  formule/i=:  ^ ,  fera  trouver ,  en  divifant  le  triple  du 
dernier  terme  par  le  double  du  cocficient  du  troifiéme  ter- 
me, le  quotient  j^a  —  ^:ainfi  la  racine  égale  elIt  xssa^a-^b^ 
&  la  rapne  inégale  eft  x  ==  -^Sa^^  zb. 

1  O  UR  trouver  les  racines  de  Téquation  x'-—  7>tf  -4-  C^s^o^ 
on  fuppofera  que  la  formule  générale  qui  repréfènte  cette 
équation  eft  ^ -r-/?x-+-^  =  o  ,  &^==-H7,  ^  =  -h6j 

^  ==  ^^,  &  ^  ^^  =  9,  Comme  J-^  furpafle  \  qq,  cela  fait 

connoître  que  les  trois  racines  font  réelles  &  inégales  5  & 
le  dernipr  terme  •+•  6  =  ^  étant  pofitîf  5  cela  fait  connoître 
qu'il  y  a  deux  racines  pofîtives ,  &  une  négative  qui  eft  égale 
aux  deux  pofîtives,  puifquele  fécond  terme  eft  évanoui. 

Pour  trouver  la  plss  grande  racine  qui  eft  égale  aux  deux 
pofîtives  ^  on  prendra  un  quarré  parfait  plus  grand  que  ^ss?  7; 
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ot  le  premier  quarrc  plus  grand  que  /^  =  7  eft  9.  On  ôtera    ' 
^  ==  7  du  quarré  9 ,  &  Ton  aura  le  refte  2.    On  divîfèra  ^ 
^K  6  par  ce  refte  2,  &  le  quotient  3  étant  la  racine  quarrée    -^ 
du  quarré  9  qu'on  a  pris ,  c*eft  la  racine  négative  qu'on  cher«     • 
che  5  aînfi  x  =  —  3% 

On  trouvera  les<leux  autres  en  dîvifant  la  propofée  par      % 
je  -H  3  =5=î  o  ^  car  Ton  aura  pour  quotient  Téquation  du  fécond       ^ 
degré  XAT  —  3X-H2  =0,  qui  les  contient ^  &  on  trouvera 
.en  refblvant  cette  équation  du  fécond  degré ,  que  Tune  eft 
AT  t=  I ,  &  l'autre  x  =  2.   Ou  bien  nommant  a  la  racine 

Trouvée  3 ,  Tune  des  deux  pofîtives  fera  x=^la^V^aa — ^ 
s=  i -H \/|— f  =  H-  2 ,  &  l'autre  fera  x « f  ^  —  •  ^aa--} 

Si  l'on  vouloir  commencer  la  réfblutîon  par  une  des  deux 
racines  pofitives,  il  faudroit  prendre  un  quarré  parfait,  com- 
me 4  ,  moindre  que  ^  =sb  7  j  &  après  avoir  retranché  ce 
quarré  4  de  ^  ==  7 ,  divifer  par  le  refte  3  le  dernier  terme 
^=s  6  )  &  le  quotient  2  étant  la  racine  du  quarré  4  qu'on  a 
pris  y  c'eft  auffi  une  des  racines  pofîtives  de  la  propofée  s 
ainfi  X  =  2  eft  une  des  racines  pofîtives  de  la  propofée. 

On  trouvera  les  deux  autres  par  la  méthode  dont  on  s'efl 
iêryi,  après  avoir  trouvé  la  racine  négative  X55=  —  3, 

Exemple      IV. 

\JN  propofe  de  trouver  les  racines  de  l'équation  x' —  ix 
•4-  é  =  0,  qui  eft  repréfentée  par  l'équation  générale  x* 
•^^x-i-^  =  0}  de  manière  que  ^=  I  ,&  ^  =  6.  Mais 
étant  vifîble  que  ^y  =  ^  eft  moindre  que  i  ^^  =s  9 ,  l'on 

eft  affiiré  *  que  la  propofée  a  deux  racines  imaginaires.  On  ♦gj^ 
en  donnera  la  rétolution  après  la  démonftration  du  Pro* 
blême. 

jDèmonfiration  du  Problème. 

8 S.   V2U AND  les  trois  racines  d'une  équation  du  troîfiéme 
degré ,  qui  a  le  fécond  terme  évanoui ,  font  réelles ,  il  eft 

évident  que  x — /-Hg=o,  x — / — g=Oï  J^H^:2'/=o, 
r^préfentent  d*une  manière  générale  les  trois  équations  li- 
néaires dont  cette  équation  eft  le  produit  ^  lorfqu'il  y  a  deux 

Ce  iij 
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racines  pofîtîves ,  &  leur  produit  x'  *  —  3^  ^  ^P   ==^y 

— gg-^  —  igg/ 
reprcfente  d^une  manière  générale  cette  équation  du  troifié^ 

me  degré. 

Mais  quand  l'équation  a  deux  racines  négatives,  il  faut  ie 

fervîr  des  trois  équations  linéaires  x-h/— g=o,  x-i-/" 

^g zssOy  X  —  1/==  o  i  ôc  leur  produit x»  *~  yffx  —  %p 

ssr  o ,  repréfentera  d'une  manière  générale  Téquation  du 
troinéme  degré, 

D*où  il  fuit  que  ce  qu'ion  découvre  par  c^s  équatfons  in* 
déterminées  ,  convient  à  toutes  les  équations  du  troifiéme 
degré  qu^elles  repréfentent. 

Quand  les  deux  racines ,  pofitives  ou  négatives ,  feront 
égales ,  il  eft  évident  que  g  fera  égal  à  zéro ,  &  qu'en  effaçant 
les  quantitez  où  fe  trouve  g,  dans  les  deux  produits  j  ils  re- 
préfenteront  l'équation  qui  aura  deux  racines  égales. 

La  formule  générale  x'  — ^x  -*-  ^  ==  o ,  repréfente  aufit 
d'une  manière  générale  la  même  équation  du  troifiéme  de- 
gré, lorfque  deux  de  fes  racines  font  pofitives,  &  x^  — ^x^ 
—  ^  =r  G  ^  lorfque  deux  de  ks  racines  font  négatives. 

Ce  que  Ton  découvre  par  les  équations  particulières  quf 
naiflfent  de  la  comparaifbn  des  termes  correfpondans  des 
produits  &  de  la  formule  générale ,  convient  donc  auffi  aux 
équations  du  troifiéme  degré ,. reprcfentées  par  les  produits 
&  par  les  formules  générales. 

Corollaire. 

î^.  L  O  R  s  Qjj*E  N  cherchant  la  racine  qui  eft  égale  à  la  fbm- 
mc  des  deux  autres,  c*elt. à-dire^  la  plus  grande  des  trofs 
racines,  on  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  quf  foit  tel ,  que 
retranchant  f  de  ce  quarré  ,  &  divifant  q  par  le  refte ,  il 
vienne  un  quotient  exaft  qui  foit  la  racine  du  quarré  qu*o» 
a  pris  j  la  plus  grande  racine  eft  incommenfurable. 

De  même  fi  en  cherchant  une  des  deux  moindres  racî- 
nés,  on  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  moindre  que ^,  qui 
foit  tel,  que  ce  quarré  étant  retranché  de  />,  &  f  étant  di. 
vîfé  par  le  refte ,  il  en  vienne  un  quotient  exad  qui  foit  la 
racine  du  quarré  qu'on  a  pris  j  les  deux  moindres  racine» 
ibnt  incommenfurables» 
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R    E    M    A     R     Q^  U     E: 

90.  PAk  le  Problême  prcccdent ,  on  trouve  toujours  les  racL 
nés  d'une  équation  du  troîfîéme  degré ,  lorfquli  y  en  a  deux 
d'égales ,  &lorfque  lés  trois  font  réelles ,  &  qu'elles  font  conu 
menfurables ,  ou  du  moins  une. 

Mais  quand  elles  font  toutes  trois  réelles  Se  inégales  ^  ce 
qui  arrive  *  lorfque  ^/  furpaflè  j^^,  &  qu'elles  font  toutes  *  8  2^ 
incommenforables  :  on  n'a  pas  jufqu'â  prêtent  trouvé  de  ma- 
nière de  les  exprimer  exadement  par  Algèbre,  c'eft-à-dire, 
on  n'a  pas  pu  trouver  d'expreffion  Algébrique  réelle  qui  les 
exprimât  d*une  manière  incommenforable ,  avec  le  figne  ra^ 
dical  y  &  c'efl:  ce  cas  qu'on  appelle  le  cas  irrédudible  du  troi- 
fîéme.  degré  :  On  les  trouve  cependant  par  approximation  , 
&  on  lès  trouve  exaâement  par  la  Géométrie. 

PROBLÈME     IIL 

î^if  THOVVER  U  racine  rèeUe  commenfurabU  ou  incommenfu^ 
rable  d'une  équation  du  troijîéme  degré  dont  le  fécond  terme 
eft  évanoui^  (^  dùnt  deux  racines  font  imaginaires. 

Méthode. 

L  A  méthode  eft  femblable  à  celle  du  Problème  précè- 
dent j  il  faut  feulement  remarquer  que  les  équations  du  troî- 
iîéme  degré  ont  deux  racines  imaginaires  dans  ces  trois  cas  ^ 
10.  quand  il  y  a-H^x*j  1".  quand  il  y  a — pjc^  &que  J  /  *g^ 
eft  moindre  que  ^qq"^*^  3^-  quand  le  fécond  &  le  troifiéme  :„  g  * 
terme  font  évanouis*,  comme  dans  x  Hrf  =  o#  Dans  ce  ^to^ 

dernier  cas  la  racine  réelle  eft  x  =  y/  ip:  f  •  Dans  le  premier 
cas  ^  l'équation  générale  eft  x'  ^fx  ^q  =  o  5  &  dans  le 
fécond ,  l'équation  générale  eft  x^  — ^x  4-^  =  0. 

On  fuppofera  pour  le  premier  &  fecond  cas ,  que  les  trois 
équations  linéaires,  dont  la  propofée  eft  le  produit,  font 

x-hZ-h^— 3§g;  =  o,  a:-*-/— \/— 3gg=o,  x  — i/^Oj 
&  en  les  multipliant  les  unes  par  les  autres ,  on  aura  lé  pro- 
doit  X  -^  3j^  «^i  1/'  2=4  G ,  qui  repréfente  les*  raports  des 

A    -H  3  gg* -- 6gg/  ^     . 

racines  de  la  formulé  x*  — ^x  —  ^=2  o ,  lorfqu'il  y  a— ^x^. 
—  ^,  en  fuppofant  /*  plus  grande  que  g;  mais  ce  produic 
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repréfentera  les  raports  des  racines  de  la  formule  x^^px^-^q 
==  o  »  en  fuppofanc  / moindre  que  g. 

Oh  fuppolera  encore  que  les  trois  équations  Ifneaîres  font 

^— /-»-\/— 3gg=o»  ^— /— V'  — 3gg«o  ,  x^if 
e=  0  ^  &  en  les  multipliant  les  unes  par  les  alitres,  on  aura 
le  produit  x  —  iffx  -♦-  i/*  =ï=o,  qui  repréfente  les  raports 

A^s  racines  des  équations,  dont  les  formules  (onix  ^^px 
-H  ^  =  o ,  en  fuppofant  /  plus  grande  que  g  ;  mais  il  repré^ 
fentera  les  raports  des  racines  des  équations  dont  la  formule 
eft  ;^'-*-^jc  -♦-  ^  =  o,  en  fuppofant /moindre  que  g. 

On  a  fuppofé  dans  les  équations  linéaires  que  la  grandeur 
imaginaire  eft  ^ — 3gg  »  quoique  cela  foie  arbitraire  -,  mais 
cette  expreffion  fervira  dans  le  calcul  qu*6n  va  faire ,  à  trou», 
ver  plus  facilement  les  formules  des  réfolutions. 

On  comparera  enfuite  les  termes  correfpondans  des  pro- 
duits des  formules ,  excepté  le  premier  5  &  Ton  aura  les 
équations  particulières  qui  fuivenc ,  lorfque  la  racine  réelle 
a/ eft  pofîtive^  c*eft-à-dire,  dans  Téquatioa^;  i*^^ — yff 

-*-  3gg  ==+■/>>  à^o^  l'on  déduft  jf  —  gg  —  ±  1  •  ^""^  —  ^P 
—  6gg/=  —  ^}  d*où  l'on  déduit/'-»-  3gg/= -+--?• 

Et  lorfque  la  racine  réelle  —  i/'eft  négative j  c*eft-à-dîre, 
dans  l'équation  £^  on  aura  les  deux  équations.:  irc^  —  3^/ 
-*"  }gg==+^^y  d'oùron  déduitjf— gg  =  +-{MC^  ^.  z/* 
•Hégg/=H-^i  d'où  Ton  déduit /'-t.3.gg/^=  |.. 

Réfolutian  des  iquations  du  troifième  deqté ,  dont  deux  racines 
font  imaginaires  ^  lorfque  la  racine  ri  elle  eft  commenfurable. 

5**  S  I  l*on  prend  le  quarré  pofîtif  4j$^de  la  racine  réelle,  6c 
qu*on  Jur  ajoute  ^1/  =  —  iff-\-  3gg ^  la  fomme  fera^-i-  3gg^ 
Si  l'on  divife  ^a^xf^  ^  6^,  par #-4-  3gg  =  4#Hh)^i 
le  quotient  fera  la  racine  réelle  i/j  d*^où  l'on  déduit  cette 
manière  de  trouver  la  racine  réelle ,  quand  elle  eft  com.* 
menfurable. 

Il  faut  prendre  un  quarré  pofîtîf ,  &  ajouter  '^p  au  quarré 
parfait  qu'on  a  prisj  c'eft-â-dire,  quand  il  y  a -«-^>  il  faut 
ajouter — p  négatif  au  quarré  5  &  quand  il  y  a  -H/,  il  faut 
ajouter-»-^  poiitif  au  quarré.  Il  faut  dîvifer-Hf  par  la  fom- 
me qu'on  vient  de  trouver  j  &  fi  la  divifion  fc  faitexaâe- 

jnent^ 


h  i  y  ti  Je.    V.  ^o^ 

went ,  &  que  le  quotient  foie  la  racine  du  quarré  qu'on  a 
pris,  c'eft  la  racine  réelle.  Si  l'on  ne  peut  pas  trouver  un  tel 
quarré,  la  racine  réelle  eft  incommenfurable.  Voici  la  ma- 
nière de  la  trouver. 

Si  l'on  élevé  l'équation  //^— gg  s=Hh -f  à  la  3*  puiflance. 
Ton  aura /•  —  3  gg/*  M-  3gy/~g*  =  ±  1^.  Si  l'on  élevé 
ai#i   l'équation  P  -»-  ^ggf  ==:  |  au  quarré   l'on  aura  f* 

*♦"  ^Sg/*  "+■  ^Tf'^^  ^-  Si  l'on  ôte  à  prefent  la  première 
de  ees  deux  équations  de  la  féconde ,  l'on  aura  -»-  97e/* 
"*•  %*)7^-»-g'=="T-^'  Tirant  la  racine  quarrée  de  cha. 
que  membre,  on  aura  igff-^-g'^  V^+.^.  Si  Ton  ajoute 

cette  équation  à  l'équation/'  -f-  iggf^ss  | ,  l'on  aura/'  -f-  3gyf 

"•-îS2/-*-g'=ï-»-^^4^if.  Tirant  là  racine-cubique  de  cha- 
que membre ,  on  aura. 

Diyifant  Tëquation ^— gg  =-a Hh f  P^"^  1^  précédente,  le 
premier  membre,  par  le  premier  membre,  le  fécond  par  le- 
fecood ,.  l'on  aura  pour  qpotient 


r-s 


H-|^ 


Enfin  ajoutant  les  deux  équations  qu'on  vient  de  trouver, 
on  aura  la  racine  réelle  if^ss  v^-?  -h V^'  X  U 

V  i  ^^  ♦^  4^  -F-  ï?' 
Quand  il  y  a  — px  dans  l'équation  getterale  x*— ^x-t-  f  =  o,' 

Jâ  grandeur  |^  aura  le  fîgne-h,&  la  grandeur  g  aura  le  figne  — . 
Ain  fi  quand  l'équation'  générale  eft  x'— »^±f=È=Oy. 
là  formule  générale  qui 'marque  la  racine  réelle  eft. 


Quand  Téquarion  geôeralè  eft  x?-^/^:  ±:  ^==0,  larfor-- 
mule  générale  qui  marque  la  racine  réelle  eft. 


T^mtf  /»'  Dd' 


iio  Analyse    demontre^e. 

'  La  grandeur  3gg  qu'on  aprife  pour  repréfenter  la  grandeur 
imaginaire ,  fera  égale  à  5/f^^/>. car ^  5^-<-3gg  ==-+- i»* 
ajoutant  ^iff^  chaque  membre ,  on  aura  3^^  5//-t-3gj 

On  déduit  de  .U  cette  rélolution. 

Réfolution  des  équations  du  troifême  de^ré ,  dont  deux  racines 
font  imaginaires  y  lorfquela  racine  réeUe  efi  incommenfurable . 

93-   Quand  Pcqaation  générale  eft  x'— ^x  ±  ^  =  o ,  il  faut 
^    -        -  -         ^         -î-  -•--t  1 :-o  quarrée  d^. 

_  de  fa  femme, 

^  ce  Vêra  la  première  partie  de  ia  racine  réelle. 

Il  faut  diyifer  f  par  le  triple  de  la  première  partie  de  la 

racine ,  &  ajouter  le  quotient  à  la  première  partie ,  &  U 

fommeferala ràdne  réelle  rf^^\  -^ )^if^— 1^^'- 

Quand  Péquation  eft  x'  -4-  ^x  -<-  f  =«  o ,  on  trouvera  de 
même  les  deux  parties  de  la  racine  réelle ,  excepté  qu'on 
ajoutera ^f^k^'i'^ *"*^s  ^^  retranchera  la  féconde  par^ 
de  de  la  première ,  &  l'on  aura  2/.—  ij-^^k  ^f '*■' fff^ 

î 

application  du  Problème  à  des  Exemples. 
Exemple      I. 

P  O  n  R  trouver  la  racine  réelle  de  a;*  —  ïx^-6  =  o,  dont 
deux  racines  font  imaginaires^  parceque  ï^/  =  ^^  ^ft 
ipoindre  que  ^  ^^  5«=  9  j  on  prendra  le  quarré  pofitir  -h  4 , 
&  on  ]ui  ajoutera  -—  i ,  &  la  fomme  fcrA  -^  3  :  on  divifera 
^  =  (5  par  3  ,  &  le  quotient  a  étant  la  racine  du  quarré  4 
qu'on  a  pris,  c*eft  auffi  la  racine  réelle  de  la  propofée,  qui 
eft  négative,  parcequ'il  y  a  une  racine  négative  dans  la  pro?. 
pofée ,  puifquil  y  a  rt-  é  au  Hernier  terme. 

La  grandeur  imaginaire  fèraV^^3  ■+•  ^  s=]/-—  1. 

Exemple      IL 
"  O.  u  IL  trouver  la  racii^e  réelle  de  x^  -h  za:  -»- 1 1  =  o ,  dopp 


w. 
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Jki  deux  autres  racines  ibnc  imaginaires ,  le  troîfiéme  terme 
^  ijt  ==  -^fx  ayant  le  figne  -h  ,  on  prendra  le  quarrc  parfait 
r*-4,  auquel  on  ajoutera  -+-^s=:  -h  z  j  &  l'on  divîfera  par  la 
ibmme  -f-  6  le  dernier  terme  ^  =:  ii ,  &  le  quotient  i  étant 
k  racine  du  quatre  4  qu'on  a  pris ,  c'eft  auffi  la  racine  réelle 
de  la  propofëe  ^  qui  eft  x  =  2. 

La  grandeur  imaginaire  eftv'-— 3  —  1  a=s\/— j. 

ËXEMPI.E         II  L 

PO  u  R  trouver  la  racine  réelle  de  x'— iÎAr— ^itf  :i==o, 
qui  a  deux  racines  imaginaires^  parceque  \  q^  c=s  6^  fur* 

pafle  j'^-^»=8 5  il  faut  ôter  ^ /=  8  àt\qq^  64,  &  la 
racine  quarrée  du  refte  56  eft  v^jô.  îl  faut  ajouter  cette 
«cîne  à  1  ^  =5  8  ,  ôG  tirer  la  racine  cubique  de  la  fomme,, 

qui  eft  y  8 -♦-V'  56^  &  elle  fera  la  première  partie  de  la  racine 
qu'on  cherche.  Il  faut  divifer  p=z  6  par  le.  triple  de  la  pre- 
mière partie  3^'8-4-\^î6^&le  quotient  ^-=è==,  fera  la 

^8hp-\/56 

feconde  partfe  de  la  racfnc  réelle. 

Ainfi.  la  racine  réelle  eft  x  =  %/T^WlZ  H- 

La  démonftVatibn  de  ce  Problème  eft  la  même  que  dit 
précèdent,  puifque  la  méthode  eft  la  même. 

■ 

C   O    &   O    L    L  .A   I    11  £. 

Q  Ua  n  d  Ik  racine  réelle  eft  découverte ,  fi  l'on  veut  avoir 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires ,.  il  n'y  a  qu'à  divifer  la^ 
propofée  par  at  -+-  ou  —  la  racine  réelle  qu'on  a  trouvée,  met- 
tant -H  quand  elle  eft  négatfve,  &  —  quand  elle  eft  pofitive  : 
Le  quotient,  qui  fera  exaâ,  fera  une  équation  du  fecond  degré 
qui  contiendra  les  deux  autres  racines  quiib&t  imaginaires. 

Seconde  mhhode  générale  de  ré  foudre  les  équations  du  troijtéme 

^e  dont  le  fecond  terme  efi  évanoui. 


degré  dont  le  fe 

T. 
O  u  T  E  s  lès  équations  du  troifîéme  degré ,  dont  le  fécond 

terme  eft  évanoui*  peuvent  fe  repréfenter  par  ces  deux  for- 

mules  générales  x^  — px  -h  ^  =&  o  ,   x^  -h/at  '^q^=  o  ^ 

la  feconde  contient  toujours  deux  racines  imaginaires,*  &   *go, 

«ne  racine  réelle,  qui  eft  poficive^  quand  il  y  a  — q^  &  né-r 

D  d  ij 
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gative ,  quand  il  y  a  -h  ^.  La  première  contient  trois  racines 
f  8 1.  réelles,  quand  ^  f  furpafïë  \  qq^  *  dont  deux  font  pofitives, 
&  la  troifiéme,  qui  eft  égale  à  leur  ibmme^  eft  négative^ 
quand  il  y  a-H  ^  ;  maisles  deux  moindres  font  négatives ,  & 
la  plus  grande  p.ofitive,  quand  il  y  a  — qi  &elle  contient 
deux  racines  imaginaires  jBc  uae  réelle  quand  -pj  f  eft  moin. 
^83.    dreque^^^.* 

On  fuppofera  qu'*une  des  racines  eft  égale  à/-i-  g  pour  la 
première  formule,  &  if — g  pour  la  féconde  ^  &  Téquatioa 
linéaire  x  — f  —  g  =  o,  repréfèntera  une  de«  trois  équa- 
tions linéaires.,  dont  toute  équation  du  3<i  degré ,  que  la  pre- 
mière formule  repréfente,  eft  le  produit. 

L'équation  linéaire  x  -—/-+.  g =0 ,  fervira  pour  la  iècondc 
formule. 

On  divifèra  la  .première  équation  générale  x'  — /x  +:  q 
=  0^  par  X  — / —  g  =  o  j  &  la  féconde  x^  -♦-  /'x  3H  .^  s=;  o , 
pjtr  X — /-Hgsssoj  &  on  continuera  la  divifion  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  un  refte  dans  lequel  x  ne  fbit  plus  comme  on  le 
voit  ici.  «     .         '     r      . 

Pour  la  première  jormulq. 

zfignifieqneU    ^  )t  fxx -^  :t  ffx    "^  pf     (  xx^fx  —  p 
grandeur  cù  tem   ^  1  gxx  -f-  jr  ifgx  —  pg     ^      •+-  gx-^-ff 
marque fe  trouve^  4^  l  ggx  »+-  f*  •+-  zfg 

fft  tranchée  par  '        ^  ^ffg  4-gj  - 

une  ligne.  +■  n/^ 

-h  g' 
Tour  la  féconde  formule. 


t  «'     'i-^  1  px    -f-  y  ^x    —  /  4-g 

ificx^jjpt    ^ff  [xx-i-fx-hp 

--^gxx  ^  iifgx  ^fg  ^       ^gx-^-ff 
^iggx^p  —i/JS. 

-g' 

Il  eft  évident  que.  chaque  quotient  fera  exad,  &  que  le 
divifcurx — / — g  =  o,  ou  x — /-Hgsssso,  fera  la  divifîoo 
fans  refte ,  en  fuppofant  chaque  refte  égal  à  zéro. 

JLq  premier  peut  ainfî  s'exprimer  /**  •+•  g*  -H  3)^  x  /-i-g 

'^fxf^g±j^o  j  &  le  fécond, /-'.-ug^  h-  j/^  y  -^/h-^ 

^>>x— /-Hg+:^==o. 

PojLir  déterminer  chacune  des  deux  îndéreri3Mnces/&  g; 
pn  fera  deux  équations  particulières  de  chaque  refte ,  de 


L  1  ▼  R  ï     V.  iij^ 

•cette  manière.  Pour  le  premier  refte  j  i^^ ,  /*  -h  g*  -^f  ^sa»  o  j 

*S  •+•  3^  J*  /-+-g — t  X  /-H  g=B  o  5  &  pour  le  fécond 
^efte,_l^/'— ^4:^=:Oj  ic,  4.  3)| ^ —/-i- g  — ^ 
>«  — /-»-  g  =  o.  Chacune  des  fécondes  équations  donnera 
3>^  =/'j  ^/='îT»  &/^=  i^  >  fubftituant  la  valeur  de/ 
dans  chacune  des  premières  équations ,  on  aura  pour  le  pre- 
mier refte  ï|p  -»- g'  ± ^  =* o ,  qui  fe  réduit  ^  g* ±fg'  -*-  f^ 
«s  o ,  qui  eft  une  équation  du  fécond  degré ,  dont  les  deux 
racines  font  g'  3=  Zjl  \q^  Viff—.^/»,  &  $^  =  q; ,i  ^ 
—  Viff —  xff^  ^^^  '*'^*^  déduit  pour  abréger, 

Subftituant  de  même  la  valeur  de  /*  dans  la  première 
équation  du  fécond  refte,  on  aura-jl^  —g? 4.^55=0,  qui 

fe  réduit  à  —  g*  i:  fg*  ->-  ^  i»*  =*«  Q  j  &  par  tranfpofition , 
?'  -i-  f ^  —  i  ^*  s=  6 ,  qui  eft  une  équation  du  fécond 
degré ,  dont  les  racines  font  g^  =  tt  f  '?  •+"  ^iff '♦"iT/** 
&  g'  =  +:  T  f  —  V  j:  f^  -H  fy  fy    d'où  Ton  déduit  pour 

abréger,  g  =Î/H:  i.  ^H:  v/î^^L?- 

Il  faut  à  prefent  fubftituer  la  valeur  de  g* ,  qui  conviens 

au  premier  refte ,  dans  la  première  équation  /'  -*-  g'  Hh  ^ 
=  0j  &  l'on  aura /» +•  i  ^ 4^  >/ i  ^^ — ^^»  =  x>  y  d'oà 

i'on  déduit/css^-t-i^H-Vi^^--^^/)'. 

Il  faut  de  même  fubftituer  la  valeur  de  ^,  qui  convient 
au  fécond  refte  dans  la  première  équation  du  fécond  refte 

/^— g'±f  =*  Oi  &  l^on ^ura P ±\  g^^y/ \qq-^  h  t 

«  o  j  d'où  l'on  déduit  /*=:  yf^-^q-^y/lqq-^^i^ 

Les  deux  indéterminées /*&  ^  étant  connues ,  la  racine 
4gu'on  cherche  eft  connue ,  qui  eft  pour  la  première  équation 


Pour  la  féconde  équation  a:'-h^jc-4-^=o  ,  la  racine  x^ 

Quand  une  des  racines  eft  découverte,  les  deux  quotiens- 

Dd  iij 
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qu'on  a  trouvez  en  fàifanc  les  dîvîfions  de  la  première  &  de 
la  féconde  formule,  feront  chacun  une  équation  du  fécond 
degré ,  laquelle  après  y  avoir  fubftituc  les  valeurs  de  /  ôc. 
de  ^ ,  contiendra  les  deux  autres  racines ,  dont  on  trouvera 
les  formules  en  réfolvant  ces  deux  équations  du  fécond  de- 
gré ,  fans  en  ôter  les  indéterminées  /  &  g. 

On  trouveroît  les  formules  de  Vart.  9-3 ,  delà  valeur  de  x^ 
qui  eft  ici  =/+•  g,  fi  on  fubftituoît  la  valeur  de  g^  =  -l^». 

qui  fe  tire  de  /»  ^ ,  changée  en  g  =  ,^ ,  dans  /'  i:  g'  i:  f  • 
SCS 0,  £c enfuite  la  valeur de/^  qu'on  endéduiroît,  dans  g=i^ 

Démonstration» 

L  A  méthode  fait  trouver  des  valeurs  de/&deg,  qui  font 
telles,  qu'après  les  avoir  fubftituées dans  Téquation  liheairer 
X  — / —  e  ==  o,  ou  X  — /-+•  g  =  0 ,  cette  équation  li- 
néaire aina  changée  eft  un  divîfeur  exad  de  la  propofée,, 
puifque  le  refte  de  la  divifîon  ell  xero  j  elle  fait  donc  troui 
3.3 .   ver  une  racine  de  la  propofêe;* 

application  du  Problème  k  des  exemples. 
Exemple     L 

P  O  u  R  trouver  par  cette  méthode  une  racine  de  Tëquai:' 
tîon  x^  —  7x  •+•  6  =  0 ,  repréfèntée  par  la  formule  x*  —  />x 
•H^  =  o,  dont  les  trois  racines  font  réelles,  puifque  i|^ 
5=  ^  furpaflfe  |^  ^^  =  9  ^  on  fc  fervira  de  la  formule  x  =^ 

*g  =  ^-if-V?if^-A?  H-  ^-1^15^  J^p\^ 

dans  laquelle  mettant  le$  valeurs  à^f»  ^  »  la  racine  fera 
'       *  =  i<^— 3—^— '-??-+•  ^— .3-H>/--^  i  pârccque  i  qf 

*=9  -—  Tr>*r7/  *= -rj }  **"•  4 f f —  r?-?  =^  "^^ 

•"^  17* 

On  verra  dans  les  remarques  la  manière  de  débarafler  la 
racine  réelle  qu'on  vient  de  trouver ,  des  cxpreflîons  imagi- 
naires &  incommenfùrables ,  lorfqu'elle  eft  commenfurabie> 

Comme  la  formule  xs=/-*-g=^qii.^:p^i.^^ — ^^* 


^l^-Hr^±Vi^f  —  T-?*  eft  double,  &  qu'elle  fc  réduit  â 
ces  deux  formules:  V\  x:=^f^g^  ^q:|  ^  _  ^T^^^T^yi 
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Seconde,  x  =  f^^  =  ^^l  ^f  +  y/L^^_  j.^p* 

-*-v^-pf  f  —  V^^f  —  ry/i  II  eft  libre  de  prendre 
laquelle  on  voudra ,  en  remarquant  que  s'il  y  avoir  dans  la 
propofée  —  f ,  il  faudroic  mettre  dans  chacune  •♦- 1  ^^  *^ 

lieu  de  —  î  f  ♦ 

Exemple     II. 

J^  O  u  II  trouver  par  cette  mctho4e  la  racine  réelle  de 
l'équation  x* ix-»-  ^=a  o,  dont  deux  racines  font  ima- 
ginaires ,  puifque  ^y  f^^^'  .i\  eft  moindre  que  ^  ^^  ==  9  i 
on  fuppofera  que  cette  équation  eft  reprcfentée  par  x^ — fx 
^  q  =  o  ^  ainfi  la  formule  de  la  racine  eft  xss^f-hg 

on  fubftituera  les  valeurs  ac  p^q^  dans  cette  formule ,  &  on 
trouvera  la  racine  jc  =  ^—  3  — .^/Âiî  -|.  ^_  »  -1.^'**'. 

E  X   E   M   P   L   E       I  I  I. 

P  o  u  R  trouver  la  racine  réelle  de  l'équation  x»-i-  tx  —  it 
=  0,  dont  deux  font  imaginaires,  puifqu'il  y  a-*-/x,  on 
fuppofera  que  cette  équation  eft  repréfentce  par  x*  -1-  *x 
»,  ^  =s  o  -,  ainfi  la  formule  de  la  racine  eft  x  =/ ^ 

on  fubftituera  les  valeurs  dç  ^^^^dans  cette  formule^  &  on 
trouvera  la  racine  x = y^6  -*-  V^^  —  y/ —  6-f- v^^^T 

K  £   M    A    R   Q^U   ES. 

I- 

I L  faut  bien  remarquer ,  fur  les  Cgnes  des  formules  de  la 
racine ,  i  <>.  que  chaque  équation  générale  x^  ^—px  -i-  ^ = o 
X*  -♦-  ^x  +.  ^  =  o ,  marquant  deux  formules ,  la^remîere 
où  il  y  a  ^^^  la  féconde  où  il  v  a  — q^  le  premier  des  deux 
lignes  qui  précède  \  q  dans  la  formule  de  la  racine,  a  raport 
au  premier  figne  -i-  f  de  chacune  des  deux  équations  gène- 
raies  ^  &  le  fécond  a  raport  au  fécond  fîgne  —  q  de  chacune 
des  équations  generales- 


Ainfi  quand  il  y  a  4-  i  f  dans  la.  formule  de  la  radne 
cela  veut  dire  que  quand  il  y  a  ^-  ^  dans  Péquatîon,  il  doic 
y  avoir  —  \  q  dans  la  formule  de  la  racine  3  &  quand  il  y  4 
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—  ^  dans  l'équation,  il  doit;  y  avoir  -H7  f  dans  la  racine  j, 
&  ainfi  des  autres. 

Il  faut  bien  remarquer,  i®.  qu'il  y  a  deux  fîgnes  qui  préce: 

^ent  dans  la  formule  de  la  racine ,  la  grandeur  V \qq  —  T7p\ 
^^4  f^"*"i7i^'*  Cela  vient  de  ce  qu'il  a  fallu  réfoudre, 
une  équation  du  fécond  degré,  pour  avoir  les  valeurs  de  /* 
&;  de  g\  &  par  confequent  de  /&  de  g  ;  ainfi  la  réfolution" 
donne  deux  valeurs  de  /,  &  deux  valeurs  de  g.  On  les  a 
jointes  enfëmble  pour  abréger,  &  c'eft  ce  qnieft  caufeque 
les  deux  fignes  Hh  précédent  la  grandeurV^^^ —  r? /*: 


ou  y/^  qq-^  iiP^'-y-  le. premier  de  cqs  deux  fignes  marque  la' 
première  valeur  de/ou  de  g,  &  le.  fécond  marque  la  deuxié: 
me  valeur. 

Dans  l'ufage  il  faut  obferver  ,^  fi  Ton  fe  fèrt  du  premier 
fîgpe  <lans  la  valeur  de/,  de  fè  fèrvir  auffi  dû.  premier  Cgne 
dans  celle-degj  &iî  Ton  fe  fert  du  fécond  figne- dans  la. va-- 
leur  de  /,  de  le  fervir  ndu  fécond  figne  dam»  la  valeur  de  ^j: 
parceque  ce  font  ces  valeurs  qui  ont  raport  Tune  à  Taucre». 

ri./ 

Quand  les  trois  racines  font  réelles  ^  c'èft-â-dire,  quand* 
il  y  a  — p  dans  Téquation,  &  que  ^p^  furpafle  jqqy  il  eft 
évident  que  Texpreflion  de  la  racine  réelle  contient  une  ima* 
gîiiaire  dans  chaque  partie  de  la  formule  de  la  racine:  Arnfî 
quand  les  trois  racines  font  réelles,  l'éxpreffion  de  la  racine: 
qu'on  cherche  contient  de«  grandeurs  imaginaires. 

Cela  fait  voir  que  cette  méthode  n'eft  d'ùfage  que  pour 
les  équations  oàil  y  a  deux  racines  imaginaires  j  car  dans 
ce  cas  Pexpreffion  de  la  racine  réelle  contient  des  grandeurs 
qui  font  toutes  réelles ,  &  aucunes  imaginaires; 

Il  y  a  encore  cet  inconvénient  y  que  quand  la  racine  qu'on 
cherche  eff  commenfiirable ,  on  ne  là  trouve  que  (bus  une 
éxpreflîon  incommenfurable j  ainfi  dans  ce  cas,  il  eft  bienr 
plus  court  de  fe  fervir  des  méthodes  du  fécond  &  troifîéme 
Problême.    . 

Cependant  quand  la  racine  qu'on  cherche  eft'commem 
furablé ,  quoiqu'elle  foit  exprimée  fous  une  forme  incom- 
menfurable ,  &  qui  contient  même  des  imaginaires  quand 
les,  trois  racines iont  réelles,  on  peut  réduire  fon  exprefiîon 

incommenfurable 
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încommenfurable  à  une  grandeur  commenfurabic ,  par  la 
méthode  fuîvante ,  &  trouver  la  racine  commenfurable. 

Jiféthode  four  changer  texfrejjion  incommenfurable  de  la  racine 
réelle  qu*on  a  trouvée  parla  méthode  précédente  ^  en  une  autre 
exprejjion  commenfurable  ^  lorfque  la  racine  qt^on  a  trouvée 
.  efi  commenfurable. 

9^*   On  a  trouvé  dans  le  premier  exemple  qu'une  racine 
réelle  de  at' —  yx-^- 6  =  0,  étoit  x  =  v' ~  3  —  >/^=n^ 

•  .f. v^ 3-1- v^ ^—' Pour  changer  cette  expreflîon  incom^ 

menfurable ,  &  qui  contient  des  grandeurs  imaginaires ,  en 
une  autre  toute  commenfurable  ,-on  fuppofera  — i&  —  \/  —  i 

te^^Tir;;^^^  &c-^h^y/^i^^iijZ7^^. 

:   On  élèvera  chaque  membre  à  la  troîfiéme  puiflance  j  & 
pour  ôter  toute  confufîon,  on  fera  l'opération  pour  la  feule 

première  partie  —  A— v'  —  i  ==  \/  —  3  —  \/  —  ^^.  Ele- 
vant chaque  membre  à  la  troifîéme  puiflance^  on  aura A' 

On  fuppofera  les  grandeurs  commenfurables  — h^^  $H 
égales  â  la  grandeur  commenfurable  —  3  ,  &  les  grandeurs 
incommenfurables  .-^  ^hhV — i  '¥-  iV  —  i  égales  â  la  gran. 

deur  incommenfurable  —  v'  —  ^  ^  &  Ton  aura,  les  deux 
équations  fuîvantes  :  irc^  —  ^^ -i-  3 ^' = — 3  j  ic^  — jhh  V— •! 

On  élèvera  chacune  au  quarré ,  &  Ton  aura  h^ —  6hU 
H-  ^hhii  =  4-  9 ,  —  9hU  -h  6hhii  — .  /'  =  —  \^. 

On  ôtera  la  féconde  équation  de  la  première ,  &  l'oû 
^urz  h^ ^yhU^}hhii^i'^  9  ^l^^;=:I^. 

On  tirera  la  racine  cubique  dç  chaque  membre,  8c  Ton 
aura  />/>  -h  /  =  ^ ,  d*où  Ton  déduit  i  =  ^  —  hk 

On  mettra  cette  valeur  de  /  dans  la  première  équatîoa 
—  A'-i-  3^/  Œ=  —  3 ,  &  Ton  aura  —  h^^  jh  —  3^'=:  — .  3  , 
qui  fe  réduit  à  4^^  — jh  —  3  =r  o,  <l'où  l'on  déduit  A^-p— |  ^ 

.  pour  ôter  les.  fra<afôns,  on  iu^çokiSL-hs^  J,  Sf.  Ton  aura 

la  cransforméey  —  l'iy  -— .  4&  ^aj  o« 

Tvme  I,  Ec" 
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On  rcfoudra  cette  équation  par  le  fécond  ProblênfiCj 
c*eft  à  dire,  on  prendra  le  quatre  36  plus  grand  que  28,  & 


ainfî  v  =  6. 

Subftituant  cette  valeur  dans  A=^,  Ton  aura  /^  s=  £==1^ 
d*où  Ton  déduira  M  ==  |. 

On  fubftituera  cette  valeur  dans  /  =  f — hh^  &  Ton  aura 

.    Par  confèquent  —  h  —  v^  —  /=  —  -i— v^ l 


I  z 


V 3 v' *^>  q^î  cft  ^  première  partie  de  la  racine 

de  la  propofée. 

On  trouvera  par  une  femblable  opération  que  —  h^ 

V^  — i==:;/_3  +  v/-^ifo,eft  égaleà  — i4.v^-.^,& 
c'eft  la  féconde  partie  de  la  racine  de  la  propofée. 

On  ajoutera  ces  deux  parties  ^  &  Ton  aura  la  racine 
qu'on  avoit  trouvée  fous  la  forme  incommenfurable  x  s==i 

h X  %/  .„  102    j.  y/ X  -I-  %/ ±29  sss ^ ' î 

C^  ^«/  ^^^/V  fropoCe. 

-  On  trouvera  de  même  dans  le  fécond  exemple  x' —  ix 
4-  6  =  0 ,  que  la  racine  réelle  qu'on  a  découverte ,  x  s=9 

^— 3— ^V/  -^  ^  —  3  -4-  ^  W>  eft  ^g^^^  à  —  I  —  v^l 

"  Pour  le  trouver  par  une  opération  femblable  à  la  précé- 
dente ,  on  fuppofbra  que  —  h  —  v^^  eft  égale  a  la  preraierô 

partie  de  la  racine  y/ —  3  —  v'^  j  &  —  ^^'^%  ^^  ^g^îe 

■*  ♦  * 

i  la  féconde  partie  ^ —  3  h-  ^^5  &  en  faifànt  l'opération 
comme  ci-defHis^  on  trouvera  les  deux  parties  de  la  racine 

Î^^i'^on  vienr  de  inarquer,  qui  ^tanc  ajoutées  enfemble  ^  font 
a  racine  Ar^ss-r-x. 

.   On  trouvera  de  même  dans  le  troifîéme  exemple  x  ■•4-  ijc 
7—  11  =  0,  que  la  racine  réelle  qu'on  a  découverte,  x  s» 

ir^6-f.V:^a  *^:^-,-  6  ^y  4^",.  efl  égaie  4 4^  i  -^  v/  f  Hht  » 
— 1  v^  i  =  -»-  1 .  On  le  trouvera ,  dis-je ,  en  fuppofànt  h  4- Vi 

fc=  ^6^Vi^v&  —  ^ -+-  v^f  *i ^^^nlv^ySf,  &  fai. 
faut  l'opération  comme  tî-defTu^ 


> 


\ 
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On  peut  s^aflTurer  que  la  méthode  qu'on  vient  de  donner 
réuffira  toujours  ^  quand  la  racine  réelle  de  la  propofée  eft 
commenfurable ,  en  appliquant  la  méthode  à  la  formule  gé- 
nérale de  la  racine ,  qui  eft ,  par  exemple , 

car  en  fuppofant  pour  la  première  partie  de  la  racine  —  h 
—  V— /=  v^— -i^— Vi  qq^^p\  onaura— A'  — 3M 

V  —  /^. 3 A/  ^.  /V  —  /= — I: ^—"^Içqq—ljfs  d'où  l'on 

déduira ,  10.  —  y^'  h-  3)^/  =  —  i  ^,  &  )^'  —  6AV  ^  ^hhii 
^^qqi  d'où  l'on  déduira  ^  lO^  —  '^hh  >/  —  i  4- iV  —  /=: 

étant  la  féconde  de  la  première,  on  aura  h^^  3ÂV-H  ihhii 
H- i»  =  4.^^/5  donc  AA  4-/==  1 /,&/==  i^  —  i&A. 
fubftituant  cette  valeur  de  i  dans  la  première  —  h^^  }bizss 
~- 1  ^3  on  aura  —  h^^fb  —  3A'  =  —  f  q^  qui  fe  réduit  â 

Suppofant  à  prefent  )^  ==  | ,  l'équation  i&'  —  Z  ^  _  |  ^ 
Bss  o ,  fera  transformée  en  y  «~  4^  —  8^=»  o. 

■   Mais  fi  la  propofée  x'  —  ^x  -♦-  ^  =:  o ,  ou  x'  —px  —  q 
5=  0 ,  (  cette  dernière  n'étant  que  la  première,  *  dont  la  plus  ♦  jo; 
grande  racine  pofîtive  eft  la  racine  négative  de  la  première^  dam  u 
&  les  deux  autres  négatives  font  les  pontives  de  la  première  :  )  ^^^ 
Si,  dis- je,  l'équation  x*— -\px  — ^=o,a  fa  plus  grande 
racine  commenfurable ,  la  plus  grande  racine  de  y  -^  4^ 
fr*-  8^  sss  G ,  doit  auflî  être  commenfurable  j  car  il  eft  évident 
que  jj^' — ^py  —  8^==  o,  eft  la  transformée  de  x^-^px—^q 
sss  05  6c  que  les  racines  de  la  première  font  les  racines  de  la 
féconde  multipliées  par  z  j  ainfî  zx  =^,  ou  x  3=b  ^  :  On  . 
trouvera  donc  la. racine  commenfurable  à^y  —  4/>y  •—  8^ 
=  0,  par  le  fécond  Problême  3  &  par  confequent  on  aura 

En  fuppofant  pour  la  féconde  partie  de  la  racine^ 
t*^— T^H-Viff— i^S  que  — Ah- v/^»  «  H- 


y/  -^\q-^^  \qq  ' —  ^f%  &(.  faiiànt  la  m'ênie  operarioa 
qu'on  a£aicepourla  première  partie,  on  trouvera  l'équation 
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y  —  i)&— .i.^  =  oj  &  fuppofanc  >& =7,  on  aura  la  même 

transformée  y — ./i^py  —  8^=  o ,  dont  la  racine  fera  corn- 
menfurable,  fî  x  eft  commenfurable  dans  >;*— ^x  — ^===50, 
puifque  j^  =  IX  :  Ainfi  on  trouvera  par  le  fécond  Problème 
la  valeur  commenfurable  de^. 

On  aura  donc  encore  ^  =  |  =  |,  &/  =  i.^  —  hh. 

. .  Les  deux  parties  —  h  —  y/  —  %  ^  —  h  -j^  V  —  i  ^  qu'on 
trouve  par  les  opérations  précédentes ,  font  donc  —  lA  = 
^i—  Y  =  —  X  5  car  les  deux  valeurs  qu'on  trouve  dé  — 
V  —  i  3  -h  V'  —  / ,  fe  détruifent  par  des  iîgnes  oppofèz. 

On  peut  appliquer  le  même  raifonnement  aux  autres  foï:- 
mules  générales  de  la  racine. 

D'où  Pon  voit,  que  dans  le  cas  oà  les  trois  racines  de 
Téquation  font  réelles  &  inçommenfurables ,  on  ne  fçauroit 
dégager  La  racine  réelle  des  expreffions  inçommenfurables 
Se  imaginaires, 

Troifiéme  méthode  générale  four  ré  foudre  par  transformation  les 
équations  du  troifiéme  degré  ,  dont  le  fécond  terme jft:  évanoui* 

97-    O  N  fuppofera  que  toutes  les  équations  du  troifiéme  degré 
font  repréfentées  par  ces  deux  formules  x^ — ^x+:^=  ^» 

On  fuppofera  pour  transformer  la  première  x  =^  -*-  y 

=  •2^^^.  &  pour  transformer  la  féconde  x  ==/ — ^=i2^j 

^  fera  l'inconnue  de  la  transformée,  &/une  indéterminée. 

On  fubftituera  dans  la  première,  à  la  place  de  x^  x^  les 

valeurs  de  x  &xS  &  Ton  aura  la  transformée  de  la  première 

*^  -»-  ify  Hh  ^  ^  iffyy  -*-  /'^  ==  q- 

'     On  fubftituera  de  niême  les  valeurs  de  x  &  x'  daps  la  fe-, 
conde  x*Hh^x  +*^  =  o ,  &  Ton  aura  la  transformée  de  la 

féconde  /  ^  }^"  ^^'-^  ^ffyy  ---P  5=  o. 

On  fuppofera  dans  chacune,  pour  déterminer  Tindéter- 
mince  /^que  le*  fécond  terme  eft  égal  à  zéro  j  &  Ton  aura' 

pour  Tune  &  Tatitre  3/=x  p ,  ou  /===  l,  &  /'  =  £^  j  d'oà. 

il  s'enfuivra  que  le  quatrième  terme  -h  }^y  -!—  p^y  »=  o  > 
puifque /^a  3^/^ 
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-  Subfticuant  la  valeur  de /dans  chaque  transformée,  la 
première  fera  /*  +.  ^'  -«-  -^  ^*  =±  o  ,  &  la  féconde  fera  y^ 

On  réfbudra  ces  deux  transformées,  qui  ne  font  que  du 
iecond  degré  j  &  après  avoir  trouvé  les  valeurs  de  j^  par  leur 
moyen ,  on  fubftituera  ces  valeurs  dans  les  équations  fuppo;- 

fées  X  ^s:^y  -^  f^  x  t^y  —  j>  felon  qu'elles  leur  convien- 
nent ,  &  après  la  fubftitution  on  aura  la  valeur  de  x  ^  ou  la 
fotmule  générale  d'une  racine  de  la  propofée. 

Cette  méthode  eft  démontrée  par  la  démonftration  des 
transformations,*  mais  elle  aies  inconveniens  de  la  préce-    *  3^, 
dente ,  qui  font  de  donner  dans  le  cas  où  les  racines  font  9**rr«w{/orr 
toutes  réelles  &  incommenfurables ,  la  valeur  de  la  racine  '^'^**  • 
qu'on  cherche ,  avec  àts  expreffions  imaginaires ,  6c  avec 
des  expreilîons  incommenfurables,  lorfqu'elle  eft  commen* 
furable. 

Avertissement. 

toS.   Si  l'on  vouloit  une  formule  générale  qui  exprimât  la  ra- 
cine d'une  équation  qui  auroit  tous  fes  termes ,  comme  x* 

dr  ^«^«^  dt  -^-^  it  ^  =  ^  >  ^^  pourroit  la  trouver  de  cette 
manière. 

On  feroit  évanouir  le  fécond  terme  de  l'équation  géné- 
rale qui  précède,  en  fuppo(ant  x  =^  hPt»*  ^on  cherche- 

r.oit  par  la  féconde  méthode  générale  la  formule  qui  expri- 
me la  racine  de  la  trahsfornlée  :&  après  l'avoir  trouvée ,  il 
eft  évident  qu'en  mettant  au-devant  de  cette  formule  de  la 

racine  de  la  transformée  ;  la  grandeur  +.7^30"  auroit  la 

formule  de  la  racine  de  la  propofée  égale  â  x« 

Mais  cette  formule  auroit  les  mêmes  inconveniens  que 
celle  de  la  féconde  méthode,  à  l'égard  des  équations  dont 
les  racines  font  commenfurables .  8c  de  celles  donc  toutes 
les  racines  font  réelles  &  incommenfurables  ^  &  elle  ne  fer- 
viroit  que  pour  les  équations  qui  âuroienc  deux  racines  ima^ 
^ioaires ,  &  une  réelle.    ' 


Eeiiî 
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SECTION     II L 

Pe  la  ré/blution  des  équations  d»  quatrième  deffré. 

PROBLEME     IV. 

5J.   Distinguer  parmi  Us  équations  du  quatrième  depré^ 
cette  s  qui  eut  des  racines  égales ,  é"  trouver  ces  racines  égales. 

Avertissement. 

C^  U  A  N  D  une  équation  du  quatrième  degré  a  des  racines 
égales ,  elle  peut  les  avoir  toutes  quatre ,  ou  feulement  trois , 
ou  enfin  feulement  deux }  &  quand  elle  n'en  a  que  deux  éga* 
les,  les  deux  autres  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires. 

Premier  cas  quand  les  quatre  racines  font  égales. 

i^.On  fera  évanouir  le  fécond  terme  de  l'équation  fî  elle 
en  a  un ,  &  on  fuppofera  que  Péquation  efl  repréfëntée  par 
réquation  générale  x^-^pxx  n-  ^x  •+•  r  =»  o, 

zo.  On  fuppofera  que  chaque  racine  égale  efl  repréfëntée 
par  rindéterminée  />  ainfî  les  équations  linéaires  feront 
X — /=  o,  X — /=o,  X  •+•/=  G,  X  -i-/c=o,  &  leur 
produit  fera  x^^^ifficx  •+•/*  =  o  j  d'où  l'on  voit  que  quand 
il  y  a  quatre  racines  égales ,  &  qu'il  n'y  a  pas  de  fécond 
terme ,  deux  doivent  être  pofîtives  &  deux  négatives  j  que 
le  troifîéme  terme  a  le  fîgne— j  qu'il  n'y  a  pas  de  quatrième 
terme  j  &que  le  cinquième  terme  a  toujours  4-:  ainfî  l'équa* 
tion  eft  X*  —  fxx  4-  r  =  o. 

3<>.  On  comparera  les  termes  du,  produit  avec  les  termes 
correfpondaM  de  l'équation  5  &  l'on  aura  i^=s=/,/*=b  ri 
d'où  l'on  dcduit^e==  {^  &  /**«  ^ }  par  confequent  ^:=xir. 

Ainfî  Pon  connoStra  que  les  quatre  racines  font  éj^ales, 

2uand  ^P  =5  r;  &  de  plus  l'équation  ne  fera  que  du  fécond 
cgré  :  chaque  racine  fera  x  «sa/sssVI,  ou  x«s:/=a^^. 

Second  cas  quand  trois  racines  font  égales. 

O  N  fuppofera  de  même  le  fécond  terme  évanoui ,  &  que 
chaque  racine  égale  efl  repréfëntée  par  /;  &  fi  les  trois 


r 
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fpnt  pofîtîves ,  leur  produit  fera  x'  ^—}^fxx  -h  3j5Gc  -~/*3c=s  o  , 
fi  elles  font  négatives,  leur  produit  fera  x^-^  ^fxK  -♦-  ^ffj^ 
^ps=:  a  II  faudra  multiplier  le  premier  par  x  •+•  3/=  o , 
&  le  fecpnd  par  x  -—  5/»=  o  j   &  Pon  aura  le  produit  x* 

—  6ffxx  •+•  8/^x  -^  î/*=5  o* ,  quand  les  trois  racines  égales 
font  pofitives  j  &  x*-i~  6ffxx  —  S/'x  -p--  3/"  =:  o ,  quand  elles 
font  négatives  j  &  l'équation  générale  pour  l'un  &  l'autre 
cas ,  fera  x^^^pxx  i;  ^x  -^—  r  =3=  o. 

On  comparera  les^  termes  de  chaque  produit  avec  ceux 
de  l'équation  générale  qui  leur  répondent ,  &  l'on  aura  les 
trois  équations  fuivantes  :  v%  6/5^= /j  1%  8/»  =5^;  3C^  jf^ 
3=  r. 

L'on  déduira  de  la  j"  #  =|,  &/*  =  f|  î  de  la  féconde, 
/^  =  I  i  de  la  troifiéme  /*  =  f . 

Ainlî  quand  trois  racines  font  égales,  Ç|=f|,ou^=r; 
&  la  racine  égale  fera  x  ==/=  V^ ,  ou  x  ==/=  ^  f. 

Troifiéme  cas  quand  deux  racines  font  égales. 

O  N  fuppofera  toujours  le  fécond  terme  évanoui ,  &  que 
chaque  racine  égale  eft  repréfentée  par  /;  ainfi  les  deux 
équations  linéaires  des  racines  égales ,  quand  elles  feront 

Î>ofitives  î  feront  x  — /=  o ,  x  — /=sai  o ,  &  leur  produit 
èra  XX  —  zfx^ffsszoi  &  quand  elles  feront  négatives, 
leur  produit  fera  xx  •+•  ifx  ^jff=z  o. 

Les  deux  équations  des  deux  racines  inégales  feront  x  h-/ 

—  A  tss  o  ^  X  4-/4-  )&  =  o ,  quand  elles  feront  toutes  deux 
négatives,  &  alors /* iurpaâera  Aj  &  fi  l'une  eft  pofitive  & 
l'autre  négative,  i&  furpailera  /i  ^  leur  produit  fera  x^ 

Mais  fi  elles  font  pofitives,  les  équations  linéaires  feront 
jtf  — / — A=o,  X — /-f- A=o,  &  / fiirpaffera  ^ ;  ou  fi 
Tune  eft  pofitive  &  l'autre  négative^  h  furpaflera /3  &  leur 
turodait  fera  xi  —  %fx  -i-j^œb  o. 

Qu^nd  les  deux  racines  difiEbrentes.des  deux  racines  ^ga- 
les  feront  imaginaires ,  leurs  équations  linéaires  feront  x  — f 
,-^  V  .^  M  s=,  0.,  X  —  /h-  %/  —  AA  a=  o  ,  &  leur  produit 
icra  XX  -^  xfx  •^ff'ox  o }  GO.  bien ,  fi  on  les  conçoit  négatif 

4-M 
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ves ,  elles  feront  x  -h/—  V' — hh=iù^  x  •+•/-+•  V' — y&i&sas  o  j 
€c  leur  produic  fera  xx  -+-  ifx  '^ff^=^  o. 

On  multipliera  l'équation  des  deux  racines  égales  par 
réquation  des  deux  autres  racines  réelles,  propre  a  faire 
évanouir  le  fecond  terme  du  produit  j  c'eftXdire ,  xx  —  ifx 
-»--/f=o,  parxx4.2/;c-H^=0i  &  xx  4- i/x-h^5=  o, 

par  XX  —  xfx  ^ff=='  o  j  &  l^on  aura  le  produit  x*  —  ifj^xx 

—  hh  — hhxx 

-H  ifhhx  -h  /*      ==  o ,    lorfque  les  deux  racines  égales 

-m 

feront  pofitives  :  On  aura  le  produit  x*  —  z^x  —  zfhhx 

—  Mxx 
H-/  ■=:  o ,  lorfque  les  deux  racines  égales  feront  négatives. 

L'équation  générale  fera  dans  le  premier  cas  x*  -—  ^xx 
mi^^x±^r:=so^  &  dans  le  fecond  cas  x* — jpxx — ^xHhrc=o. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux 
de  réquation  générale  qui  leur  répondent,  ce  qui  donnera 
les  trois  équations  particulières  qui  fuivent  :  1*^%  iJ^^-H  i^ 
=ip'r  2c^  ifhh^ssLqi  i^^  f^-^  ffhh^=^r.  La  première 
donnera  hh  c=s^  —  iff:  Subftituant  cette  valeur  de  hh  dans 
la  troifiéme,  on  aura  /* — fff"^  i/*  =  "t  ^^  ^"^  ^^  réduit 
à  /*  —  x#+-  f  =  o  :  Et  réfolvant  cette  équation  du  fecond 
degré  ,  on  aura  les  deux  valeurs  de  ff^  fça voir  ff^s^t 

^ypE^ff^h  —  ^Y,  ±fj  d^^^  Ton  déduira /« 


V 1  ^-.  JlL 

D*où  Ton  déduit  la  manière  de  connoître  fi  une  équa« 
tion  du  quatrième  degré ,  dont  toutes  les  racines  font  réel* 
les ,  a  deux  racines  égales ,  &  le  moyen  de  les  trouver  :  car 
réquation  linéaire  qui  contient  la  racine  égale  fera 


^-^'tz:vi^2:T=o- 


Dans  Pufage  il  faudra  fubftîtuer  les  grandeurs  de  Téqua^^ 
tion  propofée  dans  la  fornvule  x  +•  ^  -^  dz  v^||  i:  f  =*=  o,' 


&  enfuite  divifer  la  propofée  par  cette  équation  linéaire 
ainfî  changée  5  &  fi  la  divilion  eft  exaâe ,  la  propofée  aura 

deux 
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deux  racines  égales,  que  l'on  aura  à  même  temps  trouvées. 
jLes  deux  autres  racines  fc  trouveront  enfuite  facilement 

Quand  les  deux  racines  différentes  des  deux  racines  cga 
les  feront  imaginaires ,  on  multipliera  l'équation  des  deux 
racines  égales  par  l'équation  des  deux  imaginaires  propre 
à  faire  évanouir  le  fécond,  terme  du  produit  j  c'eft. à-dire 
on  multipliera  xa:  —  z/x  ^-^=  o ,  par  xx-hiA-H^-^o* 

&  XX  -»-  ifx  -H#=  o ,  par  xx  —  ifie  -hj^^^z  o  j  &  l'on  aura 

lé  produite*—  ijfxx  —  i/hhx  -!-/*■  c=o,  quand  les  deux 

-i-hhxx                  -^ffbh 
racines  égales  feront.pofitives:  on  aura  le  produit  x* iffxx 

**i~  hhxx 

-»*•  ^fBhx-^f*  =0,  quand  les  deux  racines  égales  feront 
-^ffhh 

négatives  :  6c  comme  Ai&  peut  être  moindre  que  iff^  ou  fur- 
paflèr  iffy,  le  troifîéme  terme: pourra  avoir. -i-  ou  —,  félon 
que  l'un  ou  l'autre  arrivera. 

L'équation  générale ,  lôrfque  les  deux  racines  égales 
feront.pofitives,  fera  x^HH/xx  — fx-4-r«=:Oj  bcx^^-pxx 
s-  f*  H-  r = o ,  quand  elles  feront  négatives. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  lès 
termes  correfpondans  de  Téquation  générale ,  &l'oa  aura 
Us  trois  équations  particulières  qui  fui  vent:  i'% xff^  fjh 

La  première  Aonncrz  hh  =±p  -^xff:  fubftitiïant  cette 
valeur  de  hh  dans  la  troifiémc ,  l'on  itoxxyQrz  f*  it pffj^.if* 
:=  r,  qui  fe  réduit  à/*+{;f—z=:Oj  &  réfolvant  cette 
équation  du  fécond  degré ,  on  t^uvera  ces  deux  valeurs 

d^;f,fçavoir#=:^:f  ^.^^fTT,  yf^sZf  f-v'SiPfl. 
il  y  aura  —  |,  quand  la  propofée  aura  -h/xx  j  &Lil  y  aura 
-tr  I ,  quand  la  propofée  aura  — ^xx.. 

L'on  déduira. de  ces  équations  /=  /ip^  H-  V^ËFIilTT 
par  confequent  l'équation  linéaire  x  4;/"==  p7  deviendra- 
Dans.l'ufage,  pour  connoîtr-e  fi  une  équation  propofée 

contient  deux  racines  égales,  &  les  deux  iiutres  imaginaires, 
Tome  /^  £f 
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on  remarquera,  i^,  que  quand  le  fécond  terme  eft  cvanouî; 

&  qu'il  y  a  4-^,  il  y  a  des  racines  imaginaires  dans  Téqua* 
*  19.  tion:*  mais  il  y  en  peut  aufG  avoir  quoiqu'il  y  ait— /xx- 
ti*Cor.      i<>.  On  fubftituera  les  grandeurs  de  la  propofce,  repré- 

fèntées  par  / ,  r ,  à  leur  place  dans  Téquation  linéaire  x  If 

V^:l^  v^"7rijri  =  o  j  &  on  di  vifera  la  propofce  par  Tcqua- 

tion  linéaire  qui  viendra  de  la  fubftitution  :  fi  la  divifîon  fe 
fait  fans  refte ,  la  propofce  contient  deux  racines  égales  cha- 
cune à  celle  que  contient  l'équation  linéaire.  &  Iss  dçux 
autres  font  imaginaires. 

Comme  ce  Problême  eft  facile  i  concevoir,  il  eft  inutile 
d'en  rapporter  ici  des  exemples. 

La  démonftration  eft  la  même  que  celle  dont  on  s'eft^fervi 
pour  démontrer  le  fécond  Problême. 

PROBLEME     V. 

roc.  T{E SOVDRE  les  équations  du  quAtriéme  degré ^ 

cefi^k-dire  ^  eu  trouver  les  quatre  racines. 

Pour  abréger  le  calcul  ^  on  fuppofera  que  le  fécond  terme 
eA  évanoui. 

I.  Zorfque  toutes  les  racines  font  commenfurables , 

ou  qu'il  y  en  a  quelqu'une. 

La  méthode  générale  du  premier  Problème  du  quatrième 
Livre  eft  la  plus  courte  j  c'eft-à-dire^il  faut  divifcr  réquation 
par  Tinconnue  x  linéaire  plus  ou  moins  chaque  divifeur  du 
dernier  terme  de  la  propofce  j  &  lorfque  la  propofée  aura 
fes  racines  commenmrables ,  on  les  trouvera  toujours  par 
cette  méthode,  c'eft-à-dîre,  on  trouvera  toujours  les  équa- 
tions linéaire^  de  x  4-  ou  —  un  divifeur  du  dernier  terme, 
qui  diviferont  exadcment  la  propofée  3  &  fi  Ton  ne  trouve 
aucune  de  ces  équations  linéaires  qui  divife-  exaélement  la 
propofée ,  elle  n'aura  aucune  racine  commenfurable  :  fi  elle 
n'en  avoit  qu'une  de  commenfurable ,  en  divifknt  la  pro- 
pofée par  réquation  linéaire  qui  contient  cette  racine, on 
réduiroît  la  propofée  d  une  équation  du  troîfiéme  degré , 
qu'on  réfoudroit  parles  Problêmes  delà  Sedion  précédente. 
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Avertissement, 

L  O  R  s  Qjj'a  N  E  équation  du  quatrième  degré  n*a  aucune 
de  (es  racines  commenfurables,  on  la  peut  concevoir  com- 
me compofce  de  deux  équations,  dont  chacune  eft  du  fe. 
cond  degré,  &  fuppofant  que  xx  -H/x-f-g  =  o,  repréfente 
Tune  de  ces  deux  équations  -,  ou  bien  le  coëfîcient  du  fécond 
terme  repréfenté  par/,  fera  commenfurable  5  ou  bien  le  det- 
nier  terme  repréfenté  pax  ^j  fera  commenfurable-,  ou  bien 
enfin  Tun  &  Tautre  feront  incommenfurables.  On  va  don^ 
ner  la  méthode  de  trouver  dans  le  premier  cas ,  le  coëficienc 
repréfenté  par/,  &  le  dernier  terme  repréfenté  par  g  5  com. 
meauflîdeles  trouver  dans  le  fécond  &  troifiéme  cas,  quand 
les  réduites  où  Ton  arrivera  dans  ces  cas ,  ne  feront  pas  com- 
prifes  dans  le  cas  irrëduAible  du  troifiéme  degré  j  &  l'on 
aura  une  des  équations  du  fécond  degré,  dont  la  propoféé 
eft  compofée.  La  méthode  qu'on  va  donner,  fera  trouver 
â  même  temps  l'autre  équation  du  fécond  degré ,  qui  avec 
la  précédente ,  compofe  la  propofée.  Il  ne'^ faudra  plus  que 
réfoudre  chacune  de  ces  équations  du  fecond  degré  par  le 
pl-emier  Problème,  &  Ton  aura  les  quatre  racines  de  la 
propofée. 

I L  Zorfque  le  coeficient  au  fécond  terme  £une  des  deux  équations 
du  fecond  degré  y  qui  comfofent  lafrofofée  ^  eft  commenfurable^ 
eu  du  moins  fa  féconde  fuiffance  ;  ou  bien  lorfque  le  dernier  ter-* 
me  de  la  même  équation  du  fecond  degré  eft  commenfurable. 

Méthode. 

I  o  I .  C/ N  fuppofera  que  Téquation  générale  x*  -h  pxx  ^qx^r 
=  G ,  repréfenté  toutes  les  équations  du  quatrième  degré  : 
On  fuppofera  auflî  que  xx  -^fx  ^-g  =  o  ,  repréfenté  une 
des  deux  équations  du  fecond  degré  qui  compofent  Téqua^ 
tion  du  quatrième  degré. 

On  dîvifera  x*  -f-  fxx  -h  ^x-4-  r  ==  o ,  par  xx  -i-f^-^g 
=  o ,  &  on  continuera  la  divifion  jufqu'à  ce  qu'on  ait  un 
refte  dans  lequel  l'inconnue  x  foit  linéaire.  Le  quotient  fera 
^x  -!-'/V  -H^  =  O  j   &  le  refte  fera  -—  /'x  -»-  ifgx  -—  pfi^ 

*••  î^  — ffè  -*•  gS  ~-/g  •*•  ^^  On  fuppofera  chaque  terme  d«? 

Ff  ij 
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ce  refte  égal  à  zéro ,  ce  qui  donnera  les  deux  équations  par- 
ticulières qui  fuîvenc ,  qui  ferviront  à  déterminer  les  indé- 
terminées/&  g,     • 

Ou  bien  en  tranfpofant, 

I 

On  trouveroitiles  mômes  équations ,  en  fuppoiantles  deux 
équations  indéterminées  du  fécond  degré  ^x^fx-^gssxo^ 
XX  — fx  -i-  A  =  G ,  &  en  comparant  ^  apr^ès  Les  a;froir  muL 
tipliées ,  les  termes  du  produit  avRC  Jiçs  ^termes  correfpon- 
dans  de  l'équation  générale  x*-r«-j)^x.«+-^x-4-r  =  o,  on  au- 
roit  trois  équations  particulières ,  par  le  moyen  defquelles 
dégageant  l'indéterminée  J^^  qp  troiiveroic  les  deux  mêmes 
équations  qui  précedemc. 

On  cherchera  le.plus  grand  dîvifeur  commun  de  ces  deuSc 
équations,  en  prenant  /  pour  Tinconnue,  &  on  continuera» 
l'operaçion  jufqu'à  ce  qu'on  trouve  un  refte  dans  lequel/ne 
fe  trouve  ^lus:  ce  refte,  qui  ne  contiendra  aucune  autre  in- 
connue que  g ,  jetant  mis  en  ordre  par  rapoit  à  g,  *&  fuppofé 
égftl  A  ;i^ero  ,/era  g'  ^j>g*  —  ^'  -*-  ^/^^  —rrgg  --frrg  -h  r* 

Ce  fera  la  réduite  qui  fervîra  à  faire  trouver  le  dernier 
cerme  g  de  Péquation  xx  -+-  /v  -+- g  =»  o ,  lorfqu'il  eft  com- 
menfurable.    On  mettra  â  part  it  dernier  divifeur  —  f^ 

^—  qg^=^o^  qui  a  fèrvi  a  trouver  la  réduite  j  ou  plutôt  on 
prendra  la  valeur  de  /  dans  ce  divifeur ,  qui  eft  /==:  ^jf|^  ^ 

Se  on  la  mettra  à  part  :  elle  fervira  â  faire  trouver/,  quand 
on  aura  découvert  la  valeur  de  g. 

On  cherchera  de  même  une  réduite  qui  n*ait  pomt  d  atu 
tre  inconnue  que  />  &  pour  la  trouver.,  on  ordonnera  les 
fdeux  équations*/'  —  xgf —  f  ==  o ,  ^f — gg  ss*  o , 

—  r 
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par  raport  â  Tînconnue  g  j  &  1 -on  aura  ces  deux  équations^ 

—/g  — ;/ 

On  <:hercherale  plus  grand  divîfeur  commun  de  ces  deux 
équations ,  &  on  continuera  Toperation  jufou'à  ce  qu'on 
foit  arrivé  à  un  refte  qui  ne  contienne  plus  indéterminée  g  « 
ce  refte,  qui  n*auraplus  d'autre  inconnue  que /*,  étant  mis 
en  ordre  par  raport  à/,  &  fuppofé  égal  à  zéro,  iera/^  *f- 1//* 
H-  fpff —  qq  =  o.    Ce  fera  la  réduite  qui  fervira  à  faire 

trouver  le  coëficient  /  de  Péquatîon  xx  •^fx  -♦-.  e  ==  o  ; 
lorfqu*il  eft  commenfurable ,  ou  du  moins  lorfque  la  lecondç 
puiflance  ffeOi  commenfurable. 

On  prendra  la  valeur  de  g  dans  le  dernier  divîfeur  qui 
a  donné  la  réduite  pour  refte,  qui  eft  i^g  — ^/'=  o  j  cettç 

^q 

valeur  fçra  g  asa  flil^^  &  on  la  mettra  à  part,  pour  s'en 

fervir  à  trouver  la  valeur  de  Tîndé terminée  g  ,  quand  on 
•aura  découvert  la  valeur  de /par  le  moyen  de  la  réduite. 

Ces  deux  réduites ,  dont  Tune  des  indéterminées  /ou  g 
eft  rinconnue ,  avec  les  valeurs  de  Pautre  indéterminée  / 
ou  g^  qui  répondent  â  chacune  des  réduites  ,{erviront  à. 
trouver  la  première  des  deux  équations  du  fécond  degré , 
dont  une  équation  propofée  du  quatrième  degré  ,  qu'on 
^eut  réfoudre ,  eft  compofée  j  &  le  quotient  atx  — /c  -h  )> 


o,  fervira  â  trouver  Tautre. 


■i 


Zd  manière  de  trouver  les  quatre  racines  d^une  équation 
du  quatrième  Jegré  far  les  formules  précédentes. 

101.  lo^OîNj  fubftîtuera  dans  laquelle  on  voudra  des  deux  ré^ 
duites ,  les  valeurs  de  -h^^  -h  ^^  ^-  r,  prifes  dans  Téquation 
qu'on  veut  réfoudre ,  en  remarquant  que  -h/ marque  le  coiî- 
ficient  du  troifîéme  terme  de  la  propofée ,  avec  fon  figne  -h 
ou  —  j  &  ainfî  des  autres. 

]    i"^.  On  divifera  la  nouvelle  réduite  qui  en  réfultera  paW 
^  où  —  chaque  divifeur  du  dernier  terme ,  quand  on  le 

Ffiij 
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iërc  de  la  réduire  où  eft  g^  &:  alors  il  ne  faut  fe  (ervir  que 
des  dîviieurs  communs  au  dernier  terme  de  la  réduite ,  èc 
au  dernier  terme  de  la  propofée:  &  fî  c*efl:  la  réduite  dont  f 
eft  rinconnue ,  on  la  divifèra  par  ff  ^  on  —  chaque  divi- 
ièur  du  dernier  terme  de  la  réduite  ^  qui  n'aura  que  deux 
dimenfions  ^quand  la  propofée  efl:  littérale  &  homogène. 

Si  les  grandeurs  repréiéntées  par  ^  &  g  de  TéquationE 
XX  -*-/x  -H  e  =  o ,  font  commenfurabics^  on  trouvera  tou- 
jours  une  équation  faite  de  ffy  ou  de  g  plus  ou  moins  un; 
divi&ur  du  dernier  terme  de  la  réduite  qui  fera  la  divifion 
ians  refte  j  &  Ton  aura  par  ce  moyen  une  valeur  de  /  ou 

Si  la  nouvelle  réduite  qu'ion  trouve,  après  avofr  fubftîtué 
dans  la  réduite  dont/ eft  Tinconnue ,  les  valeurs  de  pj  q  ,.r  , 
étoit  abaifTée  d*un  degré ,  une  valeur  de  ^  feroit  xero. 

30.  On  fubftîtuera  la  valeur  de /ou  de  g^  qu'on  vient 
de  découvrir,  dans  Téquation  de /ou  de  g  hneaire,.  mife  à; 
part  \  &c  les  valeurs  de  /&  de  g  étant  ainfî  découvertes ,  on- 
Iqs  fubftituera  dans  A;x-4-/v-4-g=o,  &  Ton  aura  la  pre- 
mière des  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent 
la  propofée  :  On  lubfticuera  encore  les  valeurs  découvertesv 
de/&  de  g,  &  celles  de  ^,.  dans  le  quotient  xx  — fx  -*-^ 

(tss  o ,  &  Ton  aura  la  féconde  équatfon  du  fécond  degré  qui 
compofe  la  propofée. 
4^.  On  trouvera  les  racines  de  ces  deux  équations  du  fécond 
fj6.  degré ,  *  &  l'on  aura  les  quatre  racines  de  la  propofée. 

Avertissement. 

S03 .  KJ  N  mettra  ici  avant  les  exemples ,  toutes  les  formules 

dont  on  a  befoin  pour  les  réfoudre. 

L^équatîon  générale  eft  x*  -+-  pxx  -h  ^x  -h  r  ==  o, 

La  première  des  deux  équations  du  fécond  degré  donc 

die  eft  compofée ,  eft  xx  4-/c  4-g  =  o  j  la  féconde  eft  xx 

^r^/x'^f^so. 

La  réduite  pour  trouver  /,  ou  ff,^îkf  -ï-  ^fP^pp/f 
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Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  deffic  de  /par  cette 

réduite,  la  formule  pour  trouver  g,  eft  g;  =s: £i:!J^  -— :j? 

'*'i--ify  ^riCi  xx^fx^g=zO^    =:zxx-^fx^Ç^L 

—  ,^  =  Oi   &  XX— /x-H/  =  o,    =XX— /JfH^^  +  f 

H-  ,^  =  O.  -H)f 

La  formule  pour  trouver  g ,  quand  g  eft  commenfurable^ 
eft  g'— /g'  —  ^*  -4-  i/r^^  —  r/gg  — /rrg  H-  r' 5=  o. 

Quand  on  aura  trouve  la  valeur  de  g  par  cette  réduite J 

la  formule  pour  trouver  /,  eft  /a»  f^. 

Oa  remarquera  qucsle  calcul  eft  plus  court  en  fe  fêrvant  de 
la  formule  de  la  réduite,  dont /eft  l'inconnue-,  qui  n'dl  qu6 
du  y  degré ,  &  par  laquelle  on  trouvera  toujours  la  valeur 
de  /,  quand  la  grandeur  repréfentée  par  /,  eft  commenfura» 
ble;  ou  quand  même /étant  încommenfurable,  j^^eft  com^ 
menfurable  ^  fie  que  le  calcul  eft  plus  long  fi  Ton  fe  fert  de  la 
formule  de  la  réduite ,  dont  g  eft  rinconnue ,  qui  eft  du  6*^  de; 
gré,  8c  qu'on  ne  peut  réfoudre  que  quand  g  eft  commenfurable^ 

Exemple      L 

P  O  u  R.  trouver  les  quatre  racines  de  Téquatîon  x*—  i^x' 
H-  i^^xx  —  lax  H-  ^*  =  o ,  on  ôtera  d'abord  le  fécond 
— -  ccxx 

terme  de  cette  équation ,  en  fuppofant  x  =s jr -rh^  ^>  ^ 
fubftîtuant  la  valeur  de  x  dans  la  propofée,  on  aura  y 
H-  i  aay^  —  ^y  Hh  -jîj  ^*  =  o ,  qui  n'a  pas  de  fécond  terme; 

—  ccyy  -^accy  —  ^  aacc 

Afin  que  l'équation  générale  x^  ^pxx  -h  ^x  -♦-  r  =  o^ 
repréfente  cette  équation ,  on  fuppofera  -h/ = -h  ^  ^^^  — •  r^j^ 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  f^q^ty  dans  la  réduite /• 
4.  iff  ^ffff —  ^^  =  o.j  fie  Ton  aura  la  réduite, 

/*  -H  aaP  -^  a^ff —  a      «=  o. 
On  divîfera  cette  réduite  par j/ — aa — rr=o,  {aa^cc 
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eft  un  dîvîfeuir  du  dernier  terme,  )  &  la  divifion  fc  fâîfant  fiins 

refte ,  on  aura  j5^=  aa-^-cciSc  f=  Vaa-^-  ce. 

On  fubftîcuera  ces  valeurs  dcffic  de  /^  dans  g^=^  ^i 
—  X ,  &  Ton  trouvera  gt=^\  aa^  {^cc  '•^  \aa  —  \cc 

-►•  — ===  =  f  ^^  -f-  -1 —  ^^  csii-  aa  -¥-  i:  a  X 

Vaa  -+-  rr.  On  fubftituera  les  valeurs  de/&  de  g  dansxjc 
•>"  A  -••g  ==^o  j,  &  on  fubftituera  les  mêmes  valeurs  &  celle 
de  f ,  dans  xx  — fx  -h^  s?  o,  ou  l'on  fuppofèra  que  x  repré* 

-H#- 

fente  y  j  &  Ton  aura  jy -h jfr  V^^  h-^^;  •*-  i^^  n-f  ^v^^^-^-rg. 

ss=  G  j  ^  yy  "^  y  ^  ^^  -^  ce  ^^^  ^  aa  —  \;a^aa-Jhccss=iox 
ce  font  les  deux  équations  du  fécond,  degré  qui  compofenc 
y'^iaayy,  &c. 
—  ccyy 

Enfîu  on  trouvera  par  le  premfer  Problème  les  racines 
db  ces  deux  équations  du  le  degré,. &  Ton  aura  les  quatre 
racines  de j^* 4- 1 aayy^ &c.  qui  font-la  i ^\y  sas  —  £  \/aa^ca 

H-^ — \;  aa-^^cc — ^aVag-^cci  Fa  i«;y=:  —  f  V^^-Hf^: 


--v^ — {aa-^Uc — {ay/aa^-ccy  la  y^ y z=^lV aa-^c^ 

Subftîtuant  les  valeurs de/dansxi=î=^-H|-x,  on  aura  lèsr 
quatre  racines  de  la:^  propofée  :  i-",  x  sss -ï- 4  — -^  v^^J^^ 

^^'—ïaa'^\.cc—^\asJ^aa^cc.}  5?,  x^r^ta^\y/ ^a^cc 
^^ — \aa -^^cc -^^ a\^aa ^i:c\./^^^  Xr^\ «#-+•  \4-ag^co^ 
"^  —  \aa^\cc^\a\iaa'^cc. 

Exemple     I  K^ 
1  O  u  K  trouver,  les  racines  de  réquatîan  x^  —  31  atat  -4^  ^x 

-H  iz  =0,  onfuppofera-H/=tt.-r-  \^,^^:^^^^  5  »  -*-^=« 
-H  1 2.  On  fubftituera' les  valeurs  de  f^  q^  r,  dans  la  réduite 
dont  /  eft  l'inconnue  j  fie  Ton  aura-  pour  la  réduite  de  la 

propofée  y^ 
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propoTéè,/*  —*  64/* -^  976/r*-  z  5  =2  o.  On  divifera  cette 
xéduice  ^^tff^  ou  -**  un  divifeur  exaâ  du  dernier  terme  1 5.^ 
.&  on  trouvera  que  la  divifîon  fe  fait  fans  refte  par^ —  ^5 
=s  0  j  d*où  Ton  déduit j5^=  z  5 ,  &/=  y.  Subftituant  cette 
valeur  de  /d'ans  g  ==  4^-h  7  —  i%  l*on  trouve  g  =  iJ 
— ..^  — -^  s=a  —  Il  =s:  -—  4.  Subftituant  ces  valeurs  de  / 
fcde  g  dans  xx -H'/Sc ♦h g  =;  o,  &  dansxx — /3c  -wj^açs  o, 

otf  aura  pour  la  première  des  deuic  équations  du  fécond  de-^ 
eré  qui  compofènt  la  propofce ,  xx-h  yx  -7-^^  sas  o  j  &pour 
la  féconde  xx  —  jjc  —  3  =  o. 

En  réfolvant  chacune  de  ces  équations  ^  on  trouve  que 
lès  quatre  racines  de  la  propofce  font  x  =s=  —  j  -h  V~r, 

£  3t   £   M   P    £•  E        II  L 

pOuR. trouver  les  rzclxx^ àt  x'^itxM^  1:^  —  3  =«*o; 
on  luppolera  ^^  sss  -^-i--i8 ,  -♦*  f  =«f-*h  24  ,  -♦-  r  =^  —  3. 
Oh  fubftituera  ces  valeurs  à^p^q^r^  dans  la  réduite  dont/ 
cfl  Tinconnue , .&  l'on  aura  pour  la  réduite  de  la  propofce ,  '  ' 
/' —  36/*  -f^  ^l6ff —  576'  1=  p*  Oh  divifera  cette  réduite 
par^. — ou  -H  chaque  dîvîfeur  du  dernier  terme,  &  l^oh 
trouvera  que  ff —  x%  =  o  ,-fait  la  divifîon  fans  refle  j  jd*où 
Ton  dèduira;^«=Bii,.&/=v^vi2.  Subftituant  cette  valeur 

de/  dans  g=  ï^-h^y  "^  v^^  ^^  trouvera  g :=:-^  —  il 

itiTû  ^-        ivu""^  —^^        -Vil*  ^^^  V» vu"^  '^'^i 

ainfîg  =5  —  3 


iV  «.""!"        ^        Vil*  ^-*  yih 

Vil.   Subftituant  lés  valeurs  de  /  &  de  g 


dans  XX. -h /tf  -h  g  =  o^.  &  dans  xx—  /c 


ron: 


aura  xx  h-  xV'iz 


St  XX 


o,\ 


h/=:0. 

a 

.3      =£=0,     «XX-—  xVli— 3      : 

pour  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compefènt'la  ' 
propofce.  On  en  trouvera  facilement  les  racines  par  le  pr^e- 
mier  Problème.*  .  "  '  "^  Tf^. 

.    .        .    E    X    B    M    PL    E'      rV.' 

J^  b  u  R  tfouverlès  racines  de  x*  •+•  4xx  —  4*  h-  i  j  ssb-o; 
on  fuppofera-  -h /•:=-»- 4, .  >H^as;<*i*>4)  -|..r=-»-  15.  On 
Tome  i:  G  g.; 
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fubfticaera  les  valeurs  à^  f^  q^  r^  daos  la  réduite  dont  I^m- 
connue  eft/,  &  Ton  aura  la  réduite  de  la  propofée /^h- 8/^ 
^  j^ff — 16  =0  :  on  divifcra  cette  réduite  par  >5^—  ou  h» 
chaque  divîfeur  du  dernier  terme  ^  &  on  trouvera  qucj^ 
— 4=0^  fait  la  divîfîon  fans  refte  j  d'où  Ton  déduira^assijL, 

&/=  2.  Subftîruant  la  valeur  de  /dans  g  =s  ff  -h  f  —  ^ 
on  trouvera  g==|-»-îH--J  =  ^  Subftîtuant  l^s  valeais 
de/Se  de  gdansxx-*-jOc-Hg=«  o^   atx— «/x^j^  =s  o^ 

on  aura  atx  -»-^  ix  -4-  y  =s=  o ,  &  jvjt*  — »  ijt  4-  3  sa  o.  Ce  Ibnt 
les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compoïfenft  la  pro. 
pofée.  On  en  trouvera  facilement  les  racines  par  le  premier 

*  7  6.    Problême ,  *  qui  font  toutes  imaginaires. 

La  démonftratibn  de  ce  cinquième  Prol^lême  a  d^aété 

*  6y.   donnée  dans  la  quatrième  Sedion  du  quatrième  Livre,  "^ 

thn  du  fe    1 1 L  ZùtfqMt  U  Cêéficient  reprifenti  far  f  d^ms  tèqué^im  x  s 
Problème.       ^  fie  -f-  g = o^  é^Je  demûT  terme  g ,  fin*  incommenfifraùlrs^ 

1 04«  V  O I  c  I  une  métliodè  pour  réibudre  ce  cas  dans  plufîeurs 
rencontres  :  On  iûppoiera  les  deux  équations  du  fécond 
degré  y  qui  repréfentent  par  leurs  indéterminées  les  deux 
équations  qui  compofènt  la  propofée  )  on  les  fuppofèra  ^ 
dis- je ,  avec  des  incommenfurables  au  fécond  &  au  dernier 
terme  j  par  exemple^  la  première  fera  xx  —  x  %y-4-  g  =:  o , 

TV/ 
&  la  féconde  xx-HJri^-Hg  =50  :  on  les  multipliera  l*une. 

Hhv/ 
par  Tautre,  &ron  aura  le  produit  x* — /xx^Ç.  i/x-i-ggssso* 

-H  tgxx       — / 
L'équation  générale  fera  x*  i+l  fxx  IJI  i^x  jH  r  =  o. 
On  comparera  les  termes  corre^^ondans  de  ces  deux 
équations ,  &  Pon  aura  les  trois  équations  particulières  qui 
fuivent  :  i  '%  — /-h  zg = qp^  ;  d'où  Ton  déduira  g  =»  H^  ^' 
a%  2/n=:^,/=|j  3^»H-gg— /=H-n  ^ 

L'indéterminée /eft  connue  par  la  féconde  équation/ 
&s  I  :  Subftituant  (a  valeur  dans  la  première  ^  Ton  aura 

L'équation  xx  —  xVf^g  =ss  o^  fera  xx  —  xVj  f  +  { 
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^fflicatian  de  ^ette  méthode  i  un  exemple. 

POtr  K  trouver  les  xacines  de  x* —  ï,8^r^  -jh  24^^  —  3  =? o  -, 
on  iiippofera  — ^=— .18^  ou^ssaiS-,  ^  =  14,  &  —  r=ï 
; — 3,  ou  r=3  3.  On  fobfticuera  les  valeurs  dep,  ^^  r,  dans 
ies  deux  formules  précédentes ^  &c  rtm  aura  xx  — xy/\x  — 9 
^  6.—  Vil  =  o ^  c^eft.â-dîre xx  —  x^i  1  —3     ts»  o ,  & 

XX  -^  JcV  i  1  — 3     s=s  0.  Ce  K>nc  les  deux  éqiiacîons  quf  çomt 

poifenc  là  propofèe  ^  on  en  trouvera  facilement  les  racines 
par  le  premier  PrdWôma  *  *j6^ 

IV.  Zorfjia  î  éf  ^fintstfcmitifiei^diiesJ^m  fiqiMU^n 

eom^ofante  xx  -^  fx  -h  g  ss  o^  ■' 

L  peut  arriver  des  cas  ohficffk  t^ouTeroot  incommen. 
fiirables^  &:  alors  on  ne  trouvera  pas  d'cguatîon  (impie  de 
ff^ —  ou -H  un  dîvifeur.du  dernrej:  terme  de  la.  réduke/* 
4r  2// ,  &c.  qui  dwîfè  îa  réduite  uns  reile».  Voici  une  mé- 
thode pour  ce  cas.datrspluiîeurs.jenconcres..    .    ,. 

On  pourra  £ippo&r  que  les  deux  équations  comppfantes 
du  fécond  d^ré  Ibnr  xx  —  x^f'¥'g    sss^Oy^£cx3Ç,^x^f 

•^g     =0,  Leur  produit:  efl:  x*^ — :/*^4-..*Aj+'g^~.®» 

La  formulie  générale  fera  x*  1!^  fxx  ^  qx'+i  r^à,'. 

Le^  comparaîjfons  des  termes-  corre^ondan^  êùonntxom 
fe  ^qu^tion»  fiiivataes  r  lie,  — fjj/t,  »g;cç=  ^i  j>r  d'où.  Toa 
déduit  g«jà.4: 1^4- i/;  i«^  z/œs  ^5  d*où.ron  déduir/=  i  ^;. 

/(Dh  diéduiria,  dé  la  première  5C  ^e Ta  £cond"6g!=B4-i/> 
J4*.  J4:»  Subftku^t  CCS.  valeurs  dej^fic  de  .g  dam  le$  deux 

^^i)atibns.çompoËiiites,.il!a  ptâmiere  fera  xx  — x  ^\  f  •+•!•/ 

G  g  ij 
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On  appliquera  c€s  Jormule^  aujc  .exemples ^ xonunfi-on I!» 
fait  dans  le  casjprécedeiu:. 

R   £    M    A    K   (^U  1E. 

On  pourra  diftînguer  quelles  font  les  équations  àtqu*- 
triéme  degré  qu'on  pourra 'réfoudre  .par  la  méchoj(ile;dtt  3*^ 
&  4c  art.  qui  précèdent^. en  fub)ftituant  les  .valeurs  de/&.deg 
dans  la  troifîéme  .(équa^tion  particulière  gg — /-«^r  rj  car 
Ton  aura  ^  pp  ^  j p^  ^  rs  ^^  '^i  €  »;=Hh r i  ainfi  les équa^ 
Cions  dans lefquelles  la-quantité  ippT-iP^'^  ri^^ —  if.» 
ne  fera  pas  égale  au  dernier  terme  repréfçntéjpar  r^  nepouru 
ront  fe  réfoudre  par  ces  méthodes. 

Méthode  four  trouver  les  deux  iquatUns  du  feamd^^i ^  dont 
une  équation  du  quatrième  eft  ccmpope  3  dans  les  cas  oà  fe 
fervant  de  la  réduite  dont  f  eji  P inconnue  ^  il  arrive  que  la 
grandeftt  repréfentéepar  ii  eft  incommenjùrabie^ 

iUANp  aucune  équation  fimple  de^ — ^  ou-h  un  des 
divifeurs  du  dernier  terme  de  la  réduite /*-*-  ij)/*,  &c.  ne 
divife  la  réduite  ians  rcfte,  dans  ce  cas  /)^eft  incommenfu^ 
^able.  Pouriréfoudre  dans  ce  çasia  réduite /^^  ^pf-^ppff 

—  Arff 
. —  qq=zo^  tirée  de  Téquatîon  géniale  x*  -^pxx  ^^qx-^-r 

=  b ,  on  ôtera  le  fécond  rterme  de  la  réduite ,  en  fuppofant 

ffr==^y  —  f  ^.5  &  après  ^voir  fubftîtué  y  —  -f-/  à  la  place 

de  ffàzvi%  U  réduite ,  on  aura  la  transformée  de  la  réduite 

y^  —  \ffy  —  ^  ^'s==  o ,  qui  n^a  pas  de  fécond  terme. 

— -4^^    ^\pr     . 

—  qq 
On  ftfbftituera les  valeurs  àtpyq^r^  prîfes  dansréquâdoii 
qu'on  voudra  réfbudrey  &  où  Ton  aura  trouve  que  ff  eft 
inçpmmen^râbtlc}  j  /oni.lp^  iujbftitucra^  di^j^s  1  ces^  valeurs 
dans  la  transformée  de  la  réduite  qu'on  yient  de  trouveri 
&.on  réfoudta  Téquatiop  transformée  par  ies  méthodes  du 
troifiéme  degré  5  |&  quand  on  aura  trouvé  la  valçur  de^, 
;  on  la  fubftituera  dans  ff^=s^y  '—jpj  &  ^àtï  auraia  valeur 
Afi  ff:  on  trouvera enfiiite  celle  de  gŒ=4^-f^f — ^^î  aprèi 
cela  .on  trouvera  Jef  deux  équations  xi,u^&cond  degré  qui 
compofcnt  la  propofée ,  &  on  aura  par  leur  moyen  les  quatre 
racines  dp  la  propofée. 
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Exemple.' 

P/OuR  trouver  les  racines  de  x*—  $oxx-^  iooat-^ioo 
=  o,  on  fuppofèra,  afin  queréquatîoû  générale  x*^fxx 
H-  f  X  -*-  r  asB  o ,  repréfênte  la  propofce ,  que  h-^  =ss  —  jo, 
H-  f  =s^i-  ICO ,  ■:*-  >•  =3  —  loo }  meccant  ces  valeurs  de  *, 
f ,  r,  dans  la  formule  de  la  réduite  /*-*-  a;»/"*,  &c.  la  réduite 
4e  la  propofce  fera  f  —  i pp/*  h-  x^po;^^^  i pooo  «s  p  j 
eu  plutôt  on  fubftituera  les  valeurs  de^,  ^,  r,  iminédiate- 
ment  dans  la  transformée  de  la  réduite  y ^fpy *  p*. 

—  qq 

=  0}  &  ron  aura  /—  2^^  ^  liffSS sa  o  j  &  l'équatîoi^ 
^—J'  —  jfy  feraj9^s=aj^H.îe2.  On  ôtera  les  frayions  dé 

&  Ion  aura  s:* —  39001;,-*-  3400PP  ssso.  On  trouvera  la 
valeur  de  x^  en  réfolvant  cette  équation  du  troifîéme  degré 
par  la  féconde  métjiode  générale ,  *  &  Ton  trouvera  x^^ss.     ** 

*'^—  17POPP — v'î?7P3pppppp  ^  ,^.;-_i7ooopH-v'ï67P3Pooopp} 
on  fubftituera  cette  valeur  de  «^^dans  ^  sss  } ,  &  l'on  aura  >  *=»  f  x 

V — 170POP — Vzéypioppopo-irj^i— i7POPP-*-v'x67P3PDPOOPj 
on  fubftituera  cette  valeur  dej^  dans;^=j^-4-  ip,  &  Ton 

aura ^s=:  ï^  •*-  f  v' —  170000  — Vi^705Popppp  -1-  f  x 
y —  17PPPP  -H  V167P3PPPPP0  j  d*où  l'on  déduira /=s 

1^  -H  f  y/— 170000,  &c.  On  fubftituera  les  valeurs  de/ 
&  dejydansg=r^-|^^-X;y^^,  &pon  aurags.  — 15 

•J-îV  ?^?  •+.  1  v' — 170000,  &c.  On  fubftituera  les  valeurs 
de/&  de  g,  qu'on  vient  de  diScouvrîr;  dans  xx  -h/x  m-  g 
sa  p,  &  dans  XX -^  fie  ^^ »o^  &  l'on  aura  les  deux 

—g 

équations  du  fécond  degré  qui  compofent  la  pifc^o&e. 

On  trouvera  enfin  les  racines  de  chacune  <le  ces  deux" 
cquanons  du  fécond  degré ,  *&  l'on  aura  les  quatre  racines  *7S, 
de  la  propofce. 

G*** 
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K  E  M  X  n  <^^u  E  s. 

Ï07.  O  ^  A  i<T  p  ics  croîs  Tacincs  de  la  réduite,  ou ,  ce  quî  rc^ 
vient  à  k  même  choie ,  de  ia  tr^rnsFormée  de  ia  réduite ,  £>nr 
réelles  8ç  incommenfurables,  on  ne  peut  en  trouver  la  valeur 
qu'avec  des  exprefllons  imaginaires  qu'on  ne  £;auroft  ôter^ 
&  les  équations  du  quatrième  degré  renferment  alors  le  cas 
irréduébible  du  croiuéme  degré. 

Pour  diftinguer  les  cas  du  quatrième  degré  oà  cela  peur 
arriver,  il  faut  remarquer <}ue  les  quatre  racines  du  4*  degré 
peuvent  être  ou  bien  toutes  réelles ,  ou  bien  deux  réelles  & 
deux  imaginaires,  ou  bien  enfin  toutes  imaginaires. 

Pour  déterminer  ce  qui  regarde  ces  trois  cas ,  il  faut  prenr- 
dre  des  équations  fimples  dont  les  indéterminées  expriment 
les  raports  des  quatre  racines  dans  chacun  de  ces  cas.^ 

Premier  cas  ^  les  qtfatre  racines  font  refiles. 
j  08 .   On  fiippofera  que  les  quatre  équations  fimples  font  x^^i 

- — ^ïStsO^  X /H-^sssO,  xH-i— */=:0,  X-+* /-f- /=  o. 

L'équation  du  fécond  degré  faite  des  deux  premières ,  eft 
,        x^  —  lix  •+-  ii  =s  o  r  celle  qui  eft  compofée  des  deux  autres^ 

eft  XX -h  lix'^  iitssso  3  le  tkrdduit  de  ces  deux  équations ,  qu£ 

eft  celui  des  quatre  fimples  >  eft  x* —  liixx  —  likÂx  -f- 1 

—  kkxx   -H  lillx  —  zîi^ 

—  llxx  — ail 

^  kkU 

=ï=  o:ce  produit  eft  Tèi^atidn  indéterminée,  qui  exprime 
les  raports  des  quatre  racines  de  toute  équation  du  4c  clegré, 
lorfqu'elles  font  toutes  réelles ,  &  que  le  fécond  terme  en! 
eft  évanoui  :  Et  cqpfime  les  équations  du  4^  degré ,  dont  le 
iecond  terme  eft  évanoui,  &  dont  les  quatre  racines  font 
réelles ,  doivent  avoir  des  racines .  négatives  &  pofitî vesr 
!<>•  S'il  y  en  a  deux  pofitives  &  deux  négatives ,  i  Cirpaflèra  k , 
&  /  furpaflera  auffi  /.  2^.  *  S'il  y  en  a  trois  pofitives  &  une 
négative ,  i  fiirpaâfera  k ,  mais  /  fiirpafiera  /.  3  <5.  S'il  y  en  a 
trois  négatives  &unepofitive,  k  fiirpa{£ra  i,  &  /  furpaflera  /. 
Il  eft  évident  par  cette  équation  indéterminée^  que  quand 
les  quatre  racines  font  réelles ,  le  troifiéme  terme  a  toujours 
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le  figne«^^}  ainfi  ks  ëquarions  où  il  a  le  flgne  ^^  ont  né- 
ceflàirement  des  racines  imaginaires }  ce  que  Tona  déjà  dé« 
montré  dans  le  troifiéme  Livre.  "^  *  19; 

On  fuppofera  que  cène  équation  lodétermiaée  eft  la  <^*^^ 
même  que  Té^piatioisi  générale  x*.^  pxx  ^qx-^r^szo.^ 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  /^  fy  r  3  dans  la  réduite 

/' -♦•  ^ff\y  &c-  &  '*^^ ^°^ P^^  ^^  réduite  de  Téouation 
indéterminée ) qui  repréfente  lesnports  des  racines,  réqua. 
tionfuivarite    f^4ii/^^%ukkff^4iik^   sao^ 

—  ikkf'  ^taUff  ^Ziikkll 

^xUr  ^k'ff     —411/ 
^xkJdlff 

On  fera  ces  remarques  fur  cette  réduite  :  i^.  Elle  peut 
être  divifëe  exaâement  par  chacune  de  ces  trois  équations 
fimples  >5^-.4/ÏŒO,  ff^kk^  lA/— //«o,  ff-^kk 
•ih  ikl  —  //  sss  o }  par  conièquent  toutes  les  racines  de  la 
réduite  font  réelles,  &même  pofitives,  quand  toutes  celles 
de  la  propofée  font  réelles  :  x<'«  Le  fécond  terme  de  la  ré^ 
duite  a  toujours  le  fîgne-~.  3<>.  Le  troifiéme  terme  delà 
j^éduite  a  toujours  le  figne  -i-5  car  -4-  iiikk  ^  iiili  font  des 
grandeurs  pofîtivcs,  &  -h  /è* —  ikkil  h-  /*^  eft  le  quarré  de 
kk  -—  //^  qui  eft  par  conièquent  pofkif. 

Second  cas  lorfque  deux  racines  font  reeUes^  é*  deux  imaginaires. 

1*09 •  Le  s  quatre  équations  fimples  qui  repréfèntent  les  raportt 
des  racines,  feront  x — i  —  ^=s  o,  x  —  /•♦-)&  =  o,  x-^i 

—  V^  —  //s5SO,  XH-^'-hV'— -//  =  o. 

Le  produit  des  deux  premières  eft  xx  -~  i/x  -1*  H  =  o. 

Le  produit  des  deux  imaginaires  eft  xx-h  i/x  h-  H  =*  ^^ 

Le  produit  des  quatre  eft  x*—  iiVxx  —  xilêix  Hr  i^  =o* 

—  kkxx '^  :ÊiUx '^-^  iikk 

•hZ/xx  ^iill 

^kkll 
Ce  produit  eft  Téquatîon  qui  exprime  le^  raports  des  quatre 
racines  de  toute  équation  du  4c  degré,  dont  deux  racines 
font  réelles ,  &  deux  imaginairjss. 


'î-<po  Anal  y  s  b     d  b  m'o  n  t  r  e' e. 

Poar  trouver  la  réduite  de  cette  équation,  0B-fiipp< 
qu'elle  eftrla  même  qvie  x^^fxx  -♦-  ^x  -*-  r^=  o  j  ainiî  h-^ 
=  -^  1/7  — kA  -^  lly  -•*  ^  ==  —  likk  —  z///,  -H  r  =  -H i* 
—  /V^fc  -*^  ////  — kkll.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  /»,  ^,  r^ 
dans  la  réduite/*  h*.  zff\  &c,  &  Pon  aura- 

—  xkkf^  ^  %iillff  ^  iiikÂU 

^-  %kkUff 


/4 


On  remarquera  fur  cette  réduite  qu'elle  peut  être  èxaûe^ 
ment  divîfée  par  chacune  des  trois  équations  fîmples  ff- 

—  4/i  =  o,>f—  il6  .».  //— V— 4^^  =  Oi  ff^kk^ Il 

H-  ^~^^ /^kklt  "ssi  o  y  par  coniêquent  quand  une  équation  du^ 
quatrième  degré-,  dontle  fécond  terme  eft  évanoui,  a  deux: 
racines  réelles  &  deux^  imaginaires ,  fa  réduite,  a  une  racine: 
réelle ,  fie.  deux  racines  imaginaires.. 

Troifième  cas  lot  [que  les  quatre  :racine  s  font  imaginaires*  ^ 

îiio«  .Les  quatre  équations  fimpjes  qui  expriment  par  leurs ^ 
indéterminées  tes  raports  des  quatre  racines  des  équations  > 
du  4c  degré i  qui  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires ,  &  le* 
fccond  terme:  évanoui ,  font  x  —  /. — V. —  kk^s  o^x —  i- 

^  V<  — ^-=3  o,    X  -H  /  —V  —  //==rOj  X  ^  I  -H  V'- — H 

9ssi0  :  Le  produit  des  deux  premières  dk:xx^^^  lix  -h  //  =:  o  •  : 

celui  dès  deux  autres  eitxx  -h  iiat-h  //  =  o  :  Le  produit^ 

^  IL 
4es  quatre  eff  x^ — ^/Vx;c  -h  z/Aèx  -h  /*   =»  o^ 

Et  Ton  remarquera  que  dans  toute  équation  du  4«  degré;, 
tftont  les  quatre  racines  font  imaginaires  ^  fie  le  fécond  terme- 
évanoui ,  le  dernier  termte  a  toujours  le  figoen-- 

Pôujr»  trouver  là  réduite  de  cette  équation ,  on  la  fuppoJ 
fera'la  même  que  x*  ^fjtx  -h  qx  h-  r  =ît:  o  5  aine  h-  p  s=s^ 
^  zii  ^kk^lh  -H  f  ==-H  2/Aè—- !///>  -^  r  =  -H  /♦-*-  /V)èiè '- 

ri*  iill^kÂll.  On iubftituera les  vstleujs  de^^^^^  r^dansla  ré^ 

duice 
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duite  f  4.  t/f*&c.&  Ton  ^mzf^^tiif'  —  iiikkff^^uk'  ==0. 

On  remarquera  fur  cette  réduite,  i®.  qu'elle  peut  être 
exaâement  divifée  par  chacune  de  ces  trois  équations  ûm^ 

H-  //=3  o  ^  par  conféquent  la  réduite  de  toute  équation  du 
quatrième  degré ,  dont  les  quatre  racines  font  imaginaires, 
&  le  fécond  terme  évanoui ,  a  i^s  trois  racines  réelles. 

lo.  Quand  le  fécond  terme  de  la  réduite  a  U  (Igne — , 
.c*eft-à-dire,  quand  4//  furpaflfe  ikk-^illy  il  eft  évident  que 
le  troifîéme  terme  de  la  réduite  a  auffi  le  figne  — ,  car  kk 
^  il  furpafTe  kk  —  //  ;  ainfî  multipliant  kk^ll  par  —  8/7 ,. 
qui  furpafTe  kk  —  Il  y  &  multipliant  kk — //  par  kk — llj  le 
premier  produit  —  &iiAè  —  Si///  furpaflèra  le  fécond  kT 
^ikkll^L\ 

Marques  certaines  font  dijlinguer  les  cas  oiîes  équations  du  4^ 
degré  y  dont  te  fécond  terme  ejf  évanoui  y  ont  toutes  leurs  racine  s 
réelles  >  les  cas  où  elles  en  ont  deux  imaginaires  3  ceux  cà  les  qua- 
tre font  imaginaires  \  ^  enfin  les  casaà  on  feut  les  rè foudre. 

ïii .  Il  firit  de  ces  remarques,  lo.  que  quand  lexroifiemé  terme* 
d'une  équation  du  4e  degré,  dont  le  fécond  terme  eft  éva- 
noui ,  a  le  figne  h-,^  il  y  a  à,^%  racines  imaginaires ,  *  &  fi  à  ♦  io«. 
même  temps  les  racines  de  fa  réduite  font  toutes  réelles  j  ^^l^ 
(ce que  Ton  connoîtra  en  faifant  évanouir  le  fécond  terme  '^ 
de  la  réduite  j  car  fi  le  cube  du  tiers  du-  coëficient  du  troi- 
fiéme  terme  de  la  transformée  de  la  réduite  ,  fùrpaâè  le 
quarré  de  la  moitié  de  fon  dernier  ternie ,  ou  lui  eu  égal , 
les  trois  racines  de  la  réduite  feront  réelles.  *}  Alors  les  'giiSti. 
quatre  racines  fbnt  imaginaires*  j  car  s'il  n'y  avoic  que  deux  *  i  xou 
imaginaires  dans  la  pr^pafée  5.  deux  racines  de  la.  réduite 
feroient  imaginaires..*  *xo5k- 

De  plus,quand  le  fécond  terme  de  la  rédufte  d^une  équation^ 
^14*^  degré,  dont  le  fécond  terme  efl  évanoui ,  a  le  figne  — y 
&  que  le  troîfiéme  terme  de  la  même  réduite  a  encore  lé" 
figne  — ,  les  quatre  racines  de  l'équatioa  font  imaginaires.*  *iio^ 
Tome  I.  Hli 
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Quajid  on  a  donc  Tune  bu  Taucre  de  ^ces  deux  marques, 
Téquation  eft  réfolue  5  car  on  fçait  que  le  I%oblême  ren- 
ferme contradiâion  ^  &  ne  peut  avoir  aucune  réfolucion 
réelle, 

20.  Quand  le  troîficme  terme  d*une  équation  du  4e  degré, 
dont  le  fécond  terme  efl:  évanoui ,  a  le  fîgne  -h,  &c  que  le 
dernier  terme  a  le  figne  — «,  il  eft  certain  qu'il  y  a  deux 
racines  imaginaires,  &c  deux  racines  réelles ,  car  le  dernier 

*ito.  terme  auroic  -^  s^il  y  avoir  quatre  imaginaires.  * 

Quand  le  troifléme  terme  d'une  équation  du  4^  degré , 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  a  le  figne  — ,  &  qu'en 
même  temps  la  réduite  de  cette  équation  a  une  racine 
réelle ,  &  deux  racines  imaginaires ,  il  eft  certain  que  Téqua- 

*ioj.  tîon  a  deux  racines  imaginaires ,  &  deux  racines  réelles.  * 
Or  on  connojitra  que  la  réduite  aura  une  racine  réelle  Se 
deux  imaginaires,  en  faiiant  évanouir  le  ^cond  terme  de 
la  réduite ,  car  fi  le  cube  du  tiers  du  cocficîent  du  troifiéme 
terme  de  la  transformée  de  la  réduite  eft  moindre  que  le 

^.8j.  quarré  de  la  moitié  defbn  dernier  terme,  *il  eft  certain  que 
ja  transformée  aura  une  racine  réelle  &  deux  imaginaires  ^ 
par  confequent  la  réduite  auflî  j  d'où,  il  fuivra  que  Téqua- 
tion  propofée  aura  deux  racines  réelles  &  deux  imagi- 
naires. ~ 

On  peut  toujours  réfoudre  Téquation  du  4^=  degré ,  lorf. 
qu'elle  a  deux  racines  réelles  &  deux  imaginaires ,  par  la 

^106.  {ecoodc  méthode  cî-deflîis,  *  &  par  la  féconde  méthode 

jf^;fc.  générale  du  troifiéme  Problême.  * 

3*0.  Quand  une  équation  du  4^  degré ,  dont  le  fécond 
terme  eft  évanoui,  a  le  figne—  au  troifiéme  terme,  &  que 
le  fécond  terme  de  fa  réduite  a  auflî  le  figne  — ,  &c  le  troi- 
fiéme terme  de  fa  même  réduite  a  le  figne  -h  ,  &:  que  de 
plus  les  trois  racines  de  la  réduite  font  réelles ,  il  eft  cer- 

«^iG^.  tain  que  les  quatre  racines  de  Téquation  font  réelles.*  Oa 
connoîtra  que  les  trois  racines  de  la  réduite  font  réelles,  en 
faîfant  évanouir  le  fécond  ternte  de  cette  réduite  5  car  fi  le 
cube  du  tiers  du  coëficient  du  troifiéme  terme  de  la  trans- 
formée de  cette  réduite,  furpaflfe  le  quarré  dé  la  moitié  du 
dernier  terme  de  la  même  transformée ,  ou  lui  eft  égal ,  il 
^ft  certain  que  les  trois  racines  de  cette  transforniée ,  &  par 
'*l»^îi,  ÇQoiequciw;  jje  la  réduite,  font  réelles, * 
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'  Dans  ce  cas  fî  les  racines  de  la  transformée  de  la  réduite 
font  commenfurables ,  ou  du  moins  quelqu'une  ^  on  peut 
toujours  trouver  les  quatre  racines  de  Téquation  par  les 
méthodes  du  Problême  précèdent.  Mais  fi  toutes  les  racines 
de  cette  transformée  de  la  réduite  font  incommenfarablés  ^ 
la  réfolution  de  la  réduite  de  Téquation  renferme  alors  le 
cas  irréduâible  du  troifiéme  degré.  *  ^  ^o. 

PROBLEME     VL 

ï  I  i*  Tr  O  V  J^B  R  les  quatre  racines  £une  èquatUn  du  4*  degré  ^ 
fans  en  faire  évanouir  le  fécond  terme. 

On  fuppofc  que  l'équation  générale  du  quatrième  degré 

Premier.!    Méthode. 

On  fuppofera  que  les  deux  équations  du  fecond  degré ^ 
qui  compofent  Téquation  du  4*  degré ,:  font  repréfentées* 
par  les  deux  équations  indéterminées  xx-^fx  -¥-  h=s.  o.. 

'^gx  -^  i 
XX  ^fx -^  h  zsss  Of^ 

ï.eur  produit  effijc* H*  i/x^-i-j9vc>^  '^tfhx  -H-^>&  =  a 

— ggxx  —  igix  —ii 

^zhxx 
pn  comparera  les  termes  de  ce  produit,  excepté  lé  premier,, 


confervera  Tindéterminée  h  pour  ç.n  faire  Tinconnue  de  la 

réduite  :  i'%  h*-  n  =»Mr  ^/j   2^>  -**^==-**;9^ — gg*^  ^^\ 
3c^^.^  =  ^.i^  —  xg/.   4*^  -f-r  =  -H/^A  —  //.  Onaura^ 

par  la  premierei/=  f^  icff^zssz^*  on  fubftituera  la  valeur 

de  ^  dans  la  jfécûmle ,  8c  î'bn  aura-  gg  =  ^  -h  2^  — p ,  &: 

g  =:  v^^^-H  lAirj;  Onr-fubftitttera  les  valeurs  de/&:  de  g 

dans  la  troifiéme,  .8c  L*on  aura  ^sra»j&  ~  i/v^-HiA— /^ 


il^où  Pbn  déduira  /  =     ^*  ~  ^,       ,  &  /r=i  ^*Tl7^^^^y 


on  fubftituera  cette  valeur  de  //  dans  la  quatrième  équation  y, 
èc  Ton  aura  +  r  =  M  —  —fer^'  ^n  mettra  ççttÇ: 
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équation  en  ordire  par  raporc  à  Tinconnue  hj  6c  Ton  aura 

—  îm   —  nnr 


4fr 
On  réjTottdra  cecce  équation,  C'eft^i-dire,  on  trouvera  la 

valeur  4e  h  par  ies  méthodes  du  troifîéme  degré, (transfor^ 

mant  auparavant  l'équation  en  une  autre  dont  le  premier 

terme  n'ait  pas  d'autre  coëficient  que  l'unité.  ) 

On  fubftituera  énfliîte  les  valeurs  de/,  g^  hj  ij,  dans  les 

4eux  équations  xxh-^-+*A5=o,     xx  ^fx  -^  h^ssso  ^ 

Jiaiilant  h  au  lieu  de  fa  valeur  pour  abréger  le  calcul  -^  &  Von 
aura  ces  deux  équations  du  fécond  -degré , 

^  ï=:0. 


XX '^{nx 

— />  H-  «A ^ 

-^ 

*e,      ^-x\/^«î»-«-.i/r- 

—  /  —  «A  4*  4^ 

.^.^ 

On  refondra  enfuite  cliacujie  de  ces  équapons  4u  fecood 
f  7^.  degré  par  le  premier  Problême ,  *  &  l'on  aura  les  quatre 
racines  de  la  propofée ,  ou,  plutôt  les  quatre  formules  qui 
les  expriment  d'une  manière  générale. 

Comme  il  eA:  plus  commode  de  trouver  tout  d^un  coup  la 
réduite  dont  h  eft  l'inconnue,  qui  n'ait  au  premier  terme  que 
l'unité  pour  coefficient ,  au  lieu  de  fuppoier  les  deux  équa* 
rions  indéterminées  xx rf^fx -ï-Assko,  xx^fx^hzsss^o^ 

-f-gx-4-i  — gx-^/ 

pa  fuppofera  cdles-d  xx -h  ^nx-nf  Asso, 

0 

pu  il  n'y  a  que  trois  iodétermiaées  g,  h,  t.  On  fiippofcrn, 
f^  leur  produic  x*  -h  «w'  -h  ^  nnxx  -»-  i  nhx  -t-  ^  M  s=b  p , 

<Bft  k  même  équ^ttion  que  x*  4-  nx*  -1-  /xjc  -4-  ^>:  -♦-  r  jss  o  | 
;^|}$  chaque  terme  4»  produit  £ft  égal  aii  t^riiie  correlpo». 


L  I  V   IL  B      V.  14.Ç 

,  dant  de  l'équation  générale  j  ce  qui  donne  trois  équations 
parceque  le  premier  &  le  fécond  terme  n'en  donnent  pas* 

ssa  -*-  i  hh-^^^.  La  première  donne  ^  =  \nn-^h  r—f , 

^  g  =  V:i:»»-^A — p  :■  la  féconde  donne  /a=ia/& q, 

&  M  sss  i  nit^^ — nqh  h-  ^^.  On  fùbfUtuera  les  valeurs  de  ^ 
&  de  «  dans  la  troifîéme  équation ,  &  l'on  aura  -^r ^  hh 

"~  4  iH, -t»  4  _  4^    }  on  ordonnera  cette  équation  par  r£. 
port  d  l'inconnue  A,  &  l'on  aura  h^^phh  ^  nqh—qq^  o  j 

«*cft  la  réduite  de  l'équation  j  elle  n'eft  que  du  troifîéme  de- 
gré ,  &  fon  premier  terme  n*a  que  l'unité  pour  coëficienr. 

On  trouvera  la  valeur  de  h  par  le  moyen  de  cette  réduite 
en  fe  fervant  des  méthodes  du  troifiéme  degré  5  on  fubfti^ 
tuera  enfuite  \qs  valeurs  de  /&,g,  /,'dans  les  deux  équations 

indéterminées  XX -i-i«x-HiA«so,  XX M-i  »x -H i-i&=o. 

«^  X  ™ 

•Ut  (fX  -I-   «^  -  gm^         « 

lai/Tant  A  au  lieu  de  fa  valeur,  pour  abréger  le  calcul^  &  l'oa 
aura  ces  deux  équations  : 

xx-^r^nx -^^h 

JfX4-|«X  \ -i-i/& 

jipplication  de  cette  méthode  à  un  exemple. 

1  O  u  R  réduire  cette  méthode  en  pratique,  quand  on  aura 
une  équation  à  réfoudre,  par  exemple,  x* —  i^x'-f-  laaxx 

"^CCXX 

—  *f '-^  •+•  ^  tes  o ,  on  fuppofèra  que  cette  équation  eft 
repréfentce  par  l'équation  générale  x'^nx'^  fxx  ^  qx 
•*"  ^==o>  ainfi -!-«=:  —  1^^  ^^-db^  laa  —  cc^  -h^=s 

—  ^a  ,  4-r =H-^.  On  /ubftituerà  ces  valeurs  de  n^  p.q^  r^ 
4*05  la  réduite  If  -^jfhh  ^nqh^^qq=^o  ,  &  rojî  aura 

'  —  ^rh  —  nnr  -  .  '  " 

•*-  4/r         H  h  iij 


/ 


x^6-  Analyse    demontr  e*e.  ^ 

pour  l«r  réduite  de  la  prùpofée,  h*  —  laahk  —  4^^1=0; 

On  trouvera  k  valeur  de  b  dans  cette  équation,  en  cher-" 
chant  £  elle  ne  peut  point  fc  divifer  par  A  — ou  h- un  divi-, 
ftur  du  dernier  terme  —  i^a\c  i  &  l'on  trouvera  qu'elle  le 
peut  exaftement  divifer  par  h  —  laa  =  o  j  ainfi  A=  laa. 
On  fubftituera  cette  valeur  de  h  dans  chacune  des  deux 


équations  du  fccond  degré  xx  -t- 1  «x_ "*•>  ^^ 

•*•  X  V  -^  nn -*- if  — / 

&'  l'on  aura  pour  la  première  xx  —  ax •+•  aa:sso  ,' 

•^  xV.a4^-¥-cc  : 

&  pour  la  fecondô ,  xx  —  ax -1-^^  =  0. 

*  76.       On  trouvera  par  le  premier  Problême  *  les  racines  de  ces' 
deux  équations,  &  ce  feront  les  Quatre  racines  de  la  propofée  ^ 

4%  X  =  I  ^ -*- i  v' A* -♦- f  f 

Démonstration. 

Cette  méthode  eft  aflez  démontrée  par  les  démonftraj 
lions  de  l'ufage  des  indéterminées  dans  les  équations  -,  Ci  l'on 
en  veut  une  autre,  il  n'y  a  qu'à  multiplier  les  deux  équations 

ê 

XX  •♦-  i  nx ,___-_  "*"  T  ^ 

-Hx  V'^»»-»- A— >>  -t-^ nh  —  4/ 


O, 


O, 


— r " 


l'une  par  l'autre ,  &  mettre  dans  le  dernier  terme  du  pro- 
duit la  grandeur  ^-  r,  à  la  place  de  la  grandeur  -^^hh 
^  i^^+«^riif ,  qui  lui  eft  égale ,  &  le  produit  fera 
inéquation  générale  x*  -h  »x*  -*-  /xx  -••  f  x  -•-  r  =  o  $  par 
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conféquenc  les  deux  équations  préce4i?DCes ,  font  les  deux 
équations  du  fécond  degré,  dont  réquation x* -h »x\  &c. 
eft  compofce,  .  ' 

Remauq^ue. 

O  N*  peut  toujours  réfoudre  les  équations  du  quatrième 
degré  par  cette  méthode ,  lorfque  la  valeur  de  h  dans  leur 
réduite  eft  commenfurable,  &  lorfqu'étant  încommenfura- 
ble,  après  avoir  fait  évanouir  le  fécond  ternie  de  la  rédui- 
te ,  le  cube  du  tiers  du  coëfîcient  du  troifiéme  terme  de  la 
transformée  qui  en  viendra ,  fera  moindre  que  le  quarré  de 
la  moitié  du  dernier  terme  de  la  même  transformée  :  Mais 
lorfque  ce  cube  furpaflera  ce  quarré,  &  que  là  valeur  de  h 
fera  incommenfurable,  la  réfolution  renfermera  le  cas  irrc- 
duûible  du  troifiéme  degré. 

Cette  remarque  fervira  pour  la  méthode  fuivantc. 

Seconde      Méthode. 

O  N  fuppofèra  que  Téquatîon  générale  du  quatrième  degré 
eft  x*-f-  nx^  -k-pxx  -f-  ^x  -*•  r  s=  o ,  &  on  la  dîfjpofèra  ainfi  ^ 
V -H  «X* -4- )>xx  ==  —  qx  —  r. 

lo.  Il  faut  faire  en  forte  que  le  premier  membre  devienne 
un  quarré  parfait,  en  confervant  cependant  Tégalité  entre 
les  deux  membres ,  ce  qu^on  pourra  faire  en  introduifant  une 
indéterminée  h. 

On  fuppofèra  que  la  racine  du  quarré  parfait,  qui  fera  le 
premier  membre  de  Téquation,  eft  xx  -h  7  «x  -f- 1  p  -h  h , 
dont  le  quarré  eft  x*  •+-  «x*    -«-  fxx    -h  \  npx  -^jpf 

-♦-  ^  nnxx  -4-  hh 

Afin  que  ce  quarré  fbit  égal  au  fécond  membre ,  il  faut  ajou- 
ter au  fécond  membre  les  quantitez  -f-  i^xx  -h  |  npx  '^ipp 

H-  ^  »xx-h  nhx    -H  ph 

^hh 
&  Ton  aura  Téquation  x*  -+•  nx-^pxx     h-  \  npx  -^^pf 

-H  ihxx   '^  nhx     '^ph 


I  nnxx  -^  hh  ê 


:  xhxx  -f- 1  npx  -f-  ^ppi  ou  bien  en  tirant  iaracine  quarrce 
^  nnxx  -H  nhx    ^ph 

-r-fx      -^hh  .  .   .    - 


14^  Analysb    demo»tm*e. 


ëe  chaque  membre  x* -♦•  f  »x  -h 7^ = \/-4-  zkxx  -^{^px-^^pt 

—  r       . 

2^.  Il  faut  maintenant  faire  en  forte  que  le  fécond  mem- 
bre devienne  ^uflî  un  quarré  parfait,  de  nîaniere  pourtanc 
que  ce  quarré  foie  égal  au  fécond  membre ,  &  par  confé- 
quent  au  premier,  &  qu'il  contienne  les  grandeurs  du  fécond 
membre  où  fè  trouve  x,  afin  qu'elles  fe  dctruifent ,  &  qu'il 
ne  refte  d'inconnue  que  l'indéterminée  h. 

Pour  le  faire,  on  fuppofera  que  la  racine  de  ce  quarrd 

parfait  égal  au  i"  membre ,  eft  x V-^nn-i-ih h 
dont  k  quarré  eft  \  mutx  -f-i  ***  +•  ^ '"W 

-è-ifojv      4^»*»     '+-mfh 

«-.  xnqk 


Tnp-^nh — q 


On  pourra  fuppofer  ce  quarré  égal  au  fecond  membre,  â 
caufe  de  Tindcterminée  A,  à  laquelle  on  peut  concevoir  une 
râleur  propre  à  les  rendre  égaux }  on  aura  donc  cette  équa-- 

tîon  -H  ywww  -f- 1-  iap*  4-  j  nttpp  =3  ~  «wc*  -h  ^  npx  •+-  -^fp 
•+-  xkfBX    t+'nhx     +•  iMp*    4-  ihxx    -f-  «fcc     «-f-  p* 
— *;«       4-iinU  — jw      -f-M 

— -  xnqk 


laquelle  fe  jréduît  à  mM^nnph^^mpp  csM+pf-f'^^ 

—  tnjA  —  npq  —  f 


«PI -H  8* 

Cette  équation  étant  mifè  en  ordre  par  raport  à  l'incon- 
nue h  4  Ton  aura  tb*  ^  ifhh  -i-  xnqh  h-  npf  ==  o  ,  qui  eft 

^—%rb  — nnr 
«ne  équation  du  troifiéme  degré ,  qui  n'a  pour  toute  incoo- 
pue  que  l'indéterminée  h,  U  qui  eft  comme  une  efpece  de 
réduite.  On  trouvera  la  valeur  de  h  lorfqu'elle  eft  commen- 
furable  par  56,  ou  par  les  méthodes  du  y  degré.  On  peut 

donc 


L  I  V  ji  E''  V;  149. 

àotiC  a  prefenc  la  fuppofer  comme. cc^nue,  maison  cohfer- 
YÇi-a  h  au  lieu*  de  fa  valeur  pour  abréger  5  ainfi  h  doit  être 
regardée  comme  connue. 

j®.    L*on  a;  par  ce  qui  précède  a;;»  ^T^^r^if 


zixx 


yf^fuixx  H-^«p«    '+'mtih  ^ 


XV^4-»«-HiA  •♦^ 


f-p 


«M-*8i 


—  ? 


1  v^i«i4-** 


du  1*  degré  xx-+-  Juat -i-j:|»as=3*y j^;wn- »<& 


on  â  dDîït   l'équation^. 


ou  bien  x«  ■*-  7  «x 


-X  >^^..IM  -H  ai& 


O. 


©h  réfôudm  cette  équation  dii  fécond  degré ^*&ron  aura  *7^i 
deux  racines  de- Téquatiôn  propofée  du  quatrième  degré. 
E'équation  du  fécond  degré  ^  qui  contiendra  les  deux  autres 
xacines  ]  fera  xx  -*•  j  nx^ -h  f  / 

-»•  X  v'^^^»»  -4-  lA  -H  À  ^'^  ^î 

"♦"Y  np -Jh nh ^^-^^^ 


z  V 


'       AMAS 


oar  lè  prodùir  de  ces  deux  équations  du  iecond  degré  eftla^ 
propofee  elle-même  x*  •4*  «x*  -h  /xx  •+•  fx  -ht  a=ao  ,:r  eoï 
luppofanci  que  — -imM-      +  M   a  r 


A 


ce  qixi  eft  évident  pat  TéquAtion  nnhk 


mqh' 


npq 


\ 


Tomr  H, 


nn 


8i^ 


zyo  AnalïSe  dï'M  aKT  r.e*e. 

=  /ri&^/j&^^/3>— -r,  puifqu'il  n'y  a  quU  tranfpofer  f 

dans  le  premier  membre,  8c  la  quancicé  qui  fait:  le  premier 

membre  dans  le  fécond  membre* 

On  appliaitera  cette  féconde  tnéthpde  aax  exemples  ^ 
nme.  on  a  fait  la  première^  âms  quil  foit  necefTaîre  de  s  Y 


comme 
arrêter. 


SECTION     IV. 

De  U  refilution  des  équations  du  cinquième  &  fixieme 
àegré^  (§^  des  OMtres  deffre^s^  plus  éleve^. 

A  y   «  Jk  T   I   s   s   £   M    B  N   T. 

Le  S  équations  des  degrez  plus  éïevex  que  le  quatrième, 
viennent  rareiiieftc  ta  ii^gC)  ainfi  il  iiiffirft  de  donner  ici 
les.  ouyertvrfs  neceflàires  pour  les  réfoudre  quand  il  s'en 

Îirefentera^  (ans  entrer  datts  un  détail  fèmblaÛe  à  celui  o&  ' 
'on  efl:  entré  pour  les  autres  degrez  inférieurs ,  i  cauië  de 
leur  ufage  continuel  dans  les  Problêmes  de  Géométrie  j  & 
même  les  méthodes  qa*oa  y  a  données  pourront  aider  à  en 
former  de  femblables  pour  les  degrez  plus  élevez* 

P  R  O  B  L  ÊM  E    VIL 

i<^  KESOVDX.E  ksi^uatiénsdmeinfBiêmé'fixi^  deyri^ 
eif  même  des  degrex^fhs  ileve^ 

Zorfyue  les  racines  fêmeûmmenfurables^  ou  du  moins  quelqu'une. 

On  fe  fer  vira  de  la  méthode  générale  de  la  première 
Sc^oa  du  quatrième  Livre  ;  c^eft-à-dirê,  on  diviferala  pro* 
pofiée  par  une  équation  £nnple  faite  dt  Hnconnue  de  la  pro. 
pofée  ^.  ou  --*  chaque  divimir  du  dernier  ternie.)  &  s'il  y  a 
quelque  racine  commenfurable  y  on  trouvera  toujours  une 
de  ces  équations  fimples ,  qui  fera  la  divffion  ians  refte.  On 
opérera  ensuite  fur  le  quotient^  comme  on  a  fait  fur  la  pro« 
pofée  )  &  fi  les  racines  font  toutes  commenfurablçs^  on  \ts 
trouvera  par  cette  méthode  les  unes  apf  es  les  aucirs  j  ^'il  n'y 
en  z  que  <|uelques  -  une»;  on  trouvera  enfi»  pour  quotient 
une  équation  d'un  moindre  degré  que  la  propofée ,  dont  on 
trouvera  les  radnes  par  les  Problêmes  précedens  ^  fi  elle  ne 
paSè  p^s  le  4' degré  :  iielle  lepaile^  on  opérera  comme  dans 


L  I   V  IL   B      V.  151» 

IL 

Xorfjne Us  racines  hant  toutes  tncommenfuraèlcsy la  fropbféeefi^ 
comfope  ^éqsuttions  flus  fimples  commenfurables^ 

On  réduira  toujours ,  par  les  Problêmes  de  la  troifîéme  . 
Seâion  du  quacriéme  Livre  ,Jes  équations  composées  au% 
ëquadôos  plus  fîmplesf<pii  lèeompofent,lQriqu'eU«font  com- 
inenfurable$(  IC  œ/uîte  li  c«3  équations  plus  £mpks  ee  paC 
&m  pas  le  quatrième  degré^on  1^  réibudjraf  ar  les  Pi;oblêmei 
des  Seâions  précédentes. 

IIL 

Xorfy^e  tes  ioëficiens  des  équations  fîuk  fimpîes  qui  compofent 
la  frofojie  (  qu^oti  frpfofe  fans  inconmtnfurables  ) 

penfcfment  des  incommenpifaBles. 

« 

On  tâchera  de  trouver  des  équation»  plus  fimples  ihdc:» 
terminées  ^  dont  les  coëficiens  indécerminez  contiennent  de^ 
incoromeniurables^  $:  dont  le  prodiMt  £^e  uae  équation  in^ 
déterminée  qui  foit  du  m^me  d^gré  que  la  propo&e^  &  fan» 
mcommenfurable»^  comme  Ton  en  a  ?â  è^^  exemples  dan» 
la  Se^ion  précedentç.  *  On  comparera  tes  termes  du  pro-  ^\(T4f^ 
duit  indéterminé  des  équations  compofaQçes ,,  avec  les  ter*  *'*®fr- 
mes  correfpondans.  deïa  propofée  ^  &  par  les  équations  par- 
ticulieres  qui  naîtront  de  ces  comparaiibns ,.  on  déterminera 
les  grandeurs  indéterminées  des  équations  compofantes ,  ce 
qui  donnera^  r^ibtutioa delà. propoiSée^Joriqu'on  la  peur 
trouverparcetDe  voye.^ 

Après- les  ouvertures  ofHoxs  vient  de  donner  pour  ré^feudre 
lies  équations  qufpaâènt  le  quatrième  ilegré^^oa  a j^^urera- une- 
méthode  qui  Q99uiént  â  cous  les  degrés  s  ™^^^  comme  elle  di& 
inandedes  calculs  cebutans^ceq^ui  la  rend  aflè?  inutile  dàns> 
la  pr^sdqufi^QQ.  Tappliqueia  feulement  au  troiiiéme  degré. 

Méfhodep^tr  ré  foudre  les  équations  de  tous  Us  dtyrex^ 

.114.  ON^ûppofera  une  équation  indéterminée  moindre  d'un 
degrç-quela  propofée  qu*6n  veut  réfoudre ,  dont  Tinconnue 
£bit  celle  de  la  propofée,  qui  ait  une  indéterminée  pour  le 
cocficient,dP  chacun  de  Îq%  termes ,  &  deux  indéterminées- 
linéaires  pou rioa^derniër  terme:  Par  pxcmpltyfi^ppo^crf'é^- 
ett.  du,  tcàïîémeëiBgré^.  comme  x^-^w^h  *i»f  f^*»  e,;ott 


454  Analyse    de  m.o  n  t  r  e*  e. 

ibppofera  réquation  indc terminée  xx-^fx  — 

Si  lapropofce  eft  du  4^ degré,  comme  x^ -^nx^ -^pxx-^^qx 
14.  r  as  o ,  on  fuppofera  ré^Uation  indétjermînée  x'  — ^^x 

—  gX  .F^  A  »'0. 

Si  la  propofce  eft  du  y  degré  ,  comme  x*  —  «V*  -♦-  /^^ 
—  qxx  •+•  rx  —  j  =  o ,  on  fuppofera  Téquation  indétermi^i* 
née  x*.-f-/)tf'  ' —  gATx  ^-»-  i&jif  -^  /  =?B  o  j  &  ainfi  idjcs  ^utre^. 

Pouf  abréger  le  calcul ,  on  fera  d'abord  évanouir  le  jfècond 
)cerme  de  la  propofce  ^  aînfi  Ton  fuppofera  que  réquation  dii 
troifîéme  degré ,  àJaqueUe  00  va  appliquer  la  Jin/ithode,  eflt 
«par  exemple ,  x'  -rrfx  -r-r  ^  ^=  o. 

On  cherchera  le  plus  grand  diyîfeur  commun  de  la  pro^' 
pofée  6c  de  Té^qAtion  indécermmpe  xx  r— /x  •—- 1;  ==  p^ 

.&  l'on  cootînua-a  Poperadon  jufqtf à  ce  qu'on  foie  arrivé  il 
un  refte  oii  Tînconnue  x  ne  foit  plus. 

On  prendra  danslederirîer  divifeuroù  x  eft  linéaire,  6c 
qui  a  donné  ce  dernier  refte ,  la  valeur  de  x 3  6c  on  la  mettra 
à  part.  Ce  dernier  divifcur  eft  r-rfx-rr  f  ==  o,  6c  la  valeur 

<le  X  «rile  dans  ce  divifeur.^  fuppofë  égal  à  aero  ^  eft  at  ssb 

j/JtJ^C-t  )  ^^  fuppofera  le  refte  dans  lequel  x  n'eft  plus, 
'égal  à  zéro ,  if.  on  ordonnera  l'équation  de  èe  refte  par  raporç 
d  l'une  des  deux  indéterminées  du  dernier  terme  de  l'équa* 
don  fuppofée  laquelle  on  <roudra ,  qd  fera  Hncçnnue  de  ce 
^efte,  Çc  Ton  aura  la  réduite  ^^-r  i/gg  -♦-  ffg  .-^fth  =  o,« 

;  '  -H  5A%  •+•  »* 

On  fuppofera  le  fécond  &  le  troifîéme  tefme  dé  cette  ré,.' 
^\^  chaçno  égal  à  zero^  ^  ^ue  la  léd^ic^  eft  elle-m^ 
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épAt  i  zéro ,  ce  qui  donnera  crois  équations  particulières  » 

fçavoir  h  par 


oui  ferviront  à  déterminer  les  trois  indéterminées  h^f^gi 
fçavoir  h  par  Téquation  qui  naitra  du  fécond  terme  égala 
zéro, /par  celle  du  troifîéme ,  &  g  par  la  fuppofition  que 


le  premier  terme  2c  le  dernier  font  enfèmble  égaux  à  zeroz 
ces  trois  équations  font  la  i'%  — z/^^3A==:o  j  ainfî  h:s:s^fi 
la  zs  ^pp^^fb  ~i>#-h  ihh  -*-  3^/=  G }  la  3S  ^^fph 

-^  ifhh  —  fffh  ^  h^  —  f^f'^  ^^  ■**  ^^'  —  $1  ==^  ^' 
Subftituant  la  valeur  de  h  dans  la  leconde  équation ,  &  la 

mettant  en  ordre  par  raport  à  l'indéterminée  /^  on  aura 

Péquation  du  fécond  degré  j^  —  ^-h^=:o  j  on  trouvera 

par  cette  équation  deux  valeurs  de  /,  la  première /=î? 

^ Vg|  — {j  la  féconde ,  /=  ^i  —  ^^^Zrr .  multipliant 
chaque  terme  de  —  |  par  ^/r^^  Ton  changera  Texpreffion 
Vlg^^^cn  celle-ci,  V^-,f^«.f  ^f:=^  ainfi- 


Subftituant  la  valeur  àt  h  ta  celle  de  /  dans  la  troifîéme 
équation  particulière ,  qui  eft  g'  -^ffh  — ^fhh  -"fffh  •+•  h^ 

•^Plf-^  iqfh  -f-  if*  -—  f^aaso,  on  aura  g'-H  ^  -h  «^ 
—  4f  f  -H  ^'  —•  4f  X  -j- •!  ^f  —  ^  ^'«^  o  >  <^'Q^  ^'op  <^^- 
duirag=^-*^*-tLV4^^-f?:i::ï7x±Viff-iV/r». 
On  fubftituera  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  des  trois 
indéterminées /j  g,  A,  dans  x  =s=  fftVJr-f  >  "^^"  P^"*^  ^^""^ 
^er  TexpreOlon  &ie  calcul ,  on  laifllsra  g  au  lieu  de  fa  valeur, 

&  Ton  aura  x  ^^  -i!^ £ — — — ^-^ — ^^  -r- - 

~r  ^^  S  ^^  V?  ^^  ff     —  *  4  ïï       17.  r - 
Cette  valeur  de  x  eft  une  racine  de  la  propofée. 

j4ffUcMtion  de  cette  méd>odc  À  un  exemple. 

P  Qu.R  trouver  par  cette  méthode  la  racine  de  a:'—-  14*?* 
.^  ji  «=e  o,  oa.fuppofera^  =*=  ^4,  &^ss  71  j.  &  fubftituanc 
ces  valeursde/^.  Ton  aura>-=*;  4^  sa:»  i  ^.     ^ 

'  /«3  +  f  X  -  V^ff-ff/*'^-*-'.  x«;yaleurde/.- 

Il  11) 


1J4»  Analyse     x»£mo'mtile'^e^ 

On  tn>uv€Tft  de  aaémeU  valeur  de  g^g»  ^.— î^-.^^ 


^ft    !■■     l'WiWt    ■!■ 


-H  4^^  —  ^-  -♦-  4f  ><  "*■  ^  ?  ff  —  xjf»^^  fubftituant  les. 
valeurs  à^f,q»  comme  on  je  voit  ici  :-»>  s^i^  ..^  16144» 

^'4^-  4096.    -  W^^^^yt^qq^hff'-^ 

=  — 4ié88î&H-4^f=:-t-to73éidonc-^^— 1^-, 


U  ritcioe  cubi<|ae  ^  os  aura  g  a»  —  1 8  :  c'eft  l'a  valeur  de  z 

déduite  delà  i'*  valeur  de/où  îlya^-V^^^— i/»'^=:-i-2g-. 

Ottcrouverayfi  Ton  veut,  une  fecpnde yafeur  de  j; ,  en  fe- 
£;rvant  de  la  féconde  valeur  de  /où.  il  y  a — v'i^f^— •^^* 
a»  — -x8}  en  voici  le  calcul  y        h»  4^^  s=  -4-  2073  6v 

—  n^'-H4f  t  ^Viff —  ^7  /»-*-  i»}48>«afi-^4f4r 

-^*i-»-4f  >«  ^Vîi;f=^7=-H.  53084  J.  &— ^ 

^t^^-> 30340;  donc  — ^V— '4-^4^^— ^*-*-4^ 
^i  ff  —  vf/* = H*  »  744  ==**  ^  »  tirant  la:  racine  cubii 


que ,  on  aura  g  ss  •4- 14  j  c'eft  ta  &conde  valeur  de  g  déduite 
de  la  x«  valeur  de  /V.  dans  laquelle  it  y  à  —  V.^  ^^  _^  ^•• 
=a  — 18.  Après  avoir  tfbouvé  les.  valeur»  de/, g^  A,  on  les. 
£)bftîtuera  avec  celles  de  ^>  ^ ,  dans  réquation  de  la  racine 
mîfè  i  part  x  «s  >yZft.t^^f  >  obibrv^nt  que  Q.  Tbn  fûbftitue 
la  première  valeur  de  g  ss  —  1 8 ,  il  &ut  £ibftituer  à  m^'me 
temps  la  première  valeur  de  /=a-t.  8  j  &  que  lî  l^n  fubfti- 
tue  la  féconde  valeur  de  g  açs  ^  14 ,.  it  faut  iubftituei:  à 
même  temps  la  &conde  valeur  de/sss  -4-  r  ^  &  l*bn  trou-- 
vera  toujours  que  la  racine  de  la  propofëe  eft  x  sas  -t-  6» 
Ce  qui  était  frofop. 

•  » 

Dhnanjèratiûn  dé  ttti§  méih^dk. 

X-(E  decnîer  dîvîfeur  —  fx  -♦-  gx  -h  Ax  ^^/fx  *— f  -^>^ 
^/3&=o,  d'où  l'on  déduit  x  =  ffl^i^f/^^  qui  dbnne  par 
la  fuppofition  uiirdle  égal  à  xero,  étant  déterminé  par  la 
fappo/ition  des  valeurs  des  trois  indéterminée^/^  gj  k^  qu'ôh 
troave  ea  fiippoi(^c  la  rédutfe  égale  à  zeno  ^  9c  chacun  de 
|b  deuz termes  moyens  auffi égala  zéro ^ ce  dernier  dlvi- 
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&ar,  dis.}e,  d^ns  leauel  l'inconnue  x  eO:  linéaire,  étant  de- 
venu déterminé  ,  eft  neceilairement  un  divifeur  exaâ;  de 
réqaation  propofée ,  pdlfque  par  la  démonftration  de  la 
méthode  de  trouver  le  plus  erand  divifeur  commun  de  deux 
équations  qui  ont  la  même  mconnue,  il  eft  un  divifeur  exaA 
de  la  propofée  &  de  l'éx^ation  feinte  ou  indéterminée  xm 
-— i  /V  -^  g  sfts  o  ,  lorfqû'dlc  eft  devenue  réelle  &  déter- 
minée }  car  il  ne  laiiTe  point  de  fefte,  ou ,  ce  qui  eft  la  même 
cfaofe ,  il  laifTe  uft  refte  égal  â  rero.  Mais  une  équation  où  m 
eft  linéaire  y  U  qui  divife  exadement  la  propofée  ^  en  con. 
tient  une  racine  parla  formation  des  équations.  La  méthode 
fait  donc  trouver  une  racine  de  la  propofée.  C/  quUifaUit 
difnêntwr. 

KemdréjiÉtes  frr  cette  mhbûde. 

L*AiLT  de  cette  méthode  confifte,  i».  â  pouvoir  repréfen. 
ter  par  le  moyen  des  indéterminées/^  g^h^  une  équation 
XX  —/x  —  ^  c=  o ,  moindre  d*un  degré  que  la  propofée^ 


qui  ait  une  racine  commune ,  c'eft-à*dire  un  divifeur  conu 
mun  où  X  foit  linéaire,  avec  la  propofée  ^  2^.  à  trouver  ce 
divifeur  commun  par  la  méthode  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun,  d'une  manière  indéterminée^  30.  i  pou*, 
iroir  déterminer,  en  fuppofant  que  ce  dernier  divifeur  com^ 
mun  ne  laifle  aucun  rdte ,  par  le  moyen  du  refte  fuppofé 
égal  à  zéro ,  &  chacun  de  fes  termes  moyens  auflî  égal  â 
zéro,  les  valeurs  des  indéterminées/,  g,  h^  propres  à  rendre 
réelle  Téquatîon  indéterminée  xx  ^fx  «^  ^  as  0 ,  qui  a 

une  racine  commune  ou  un  divifeur  commun  avec  la  ^xQgfoi 
ice  dans  lequel  x  eft  linéaire  ,&  propres  auffi  à  rendre  réel 
ce  divifeur  commun  qui  condenc  une  racine  delà  propofée. 

II. 
Quand  on  a  trouvé  les  valeurs  des  iodéiermtflées/,  %^  b^s 
il  eft  d'ordinaire  plus  court  da  les  fubfUtoer  immécOate* 
ment  dans  Péquadon  indéMrminéc  de  la  valeur  delà  ratine 

j^tfs^fftl^^fj^y  quedefe  ièrvir de k* fMrmule  ^^^-^^^^  &c. 

•         •  \m^  If -I-'  *!kc 
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III- 

On  a  mis  deux  indéterminées  g  &  )&  au  dernier  terme 
de  l'équation  indéterminée,  xx  — fx  —  g  =  Oi.parcequô 

lî  Ton  n'en  mettoit  qu'une  feule ,  on  trouveroît  une  réduite 
dont  le  fécond  terme  n'auroit  qu'une  feule  grandeur,  ce  qui 
obligeroit  à  faire  évanouir  ce  fécond  terine,,&  demandcrqiç: 
un  plus  long  calcul. 

La  valeur  de  /contenant  la  grandeur  y/^qq  —  r^/y 
qui  eft  imaginaire  quand  ^f  furpafle  j  qq^  cette  méthode 
n-eft  utile  que  quand  ^qq  furpafle  ^.  f ,  ou  quand  il,  y  ar 
^Lqq^  J^y  •  ainfl  cette  méthode  tait  à  la  vérité  toujours 
trouver  une  formule  de  la  racine  qu'on  cherche ,  mais  cette 
formule  contient  dans  nlufieursicas  des  exprefiions  imaginais 
res  lorfque  la  racine  eft  réelle. 

V. 

Gètte  méthode  s'étend'  â  cous  Tes  dègrez ,  pourvu  qu'oit 
ailtede  fuite  j  car  fi  on  l'applique  aux  degrez  les  plus  élevez,, 
on  verra  que  pour  trouver  la  première  indéterminée  par 
l'équation  du  fécond  terme  de  la  réduite  fuppofé  éeal  à: 
zéro,  Téquation  à' réfbudte  fera  linéaire ^  l'équation  du  i^ 
terme  de  là  réduite  fuppofé  égal  à  zéro  \  qui  fért  à  trouver 
la  féconde  indéterminée,  fera  du  fécond  degré  j  l'équation 
du  4c  terme,  qui  férvîra  à  trouver  la  troifîéme  indéterminée,], 
iera-  du  3  «  degré , ,  &  aih  fî  de  fuite. 

Renurques  fur  les  Pr$blèmes  friceéensi^ 

L 

tiy  t/ Es  Problèmes  de  ce  Livre  ne  fervent  pas  feulèmenr  à^ 
m  réfoudre  les  équations  compofées  qui  n'ont  qu'une  incon* 
nue-,  ils  fervent  auflî  à  réfoudre  celles  qui  ont  deux  ou  plù^ 
fieurs  inconnues  )  car  dans  ce  cas  il  faut  les  regarder  comme^ 
des  grandeurs  <:onBues ,  excepté  une  feule,  par  raport  â  la^ 
quelle  l'équation  fera  ordonnée,  &  enfuite  réfoudreréqua*. 
tion  par  les  Problèmes  de  ce  Livre.. 

IL 
On  peut  toujours  trouver  les  racines  commenfiirables  dès 
équations ,  de  quelque  degré  qu'élles.puif&nt  être,  par  W 

méthode  générale  du  quatrième  Livref^  On  peut  toujours 

trouvée 


L  I  V  R  E    V.    .    .  Z57 

^trouver  les  râdnes  des  équations  du  fécond  degré ,  quoi* 
qu'elles  foient  incommenmrables ,  par  k' premier  Problème 
de  ce  Livre.  On  peut  trouver  celles  des  équations  du  3e  de^ 
gré  quand  elles  font  commenfurables  &  incommenfurables  ^ 
excepté  dans  le  feulcas  irréduâible,  où  toutes  les  racines 
font  réelles  &  incommenfurabîes  j  car  on  a  vu  que  la  formule 
delà  racine  dams  ce  cas,  renferme  des  expr^ffidn^  imaginais 
œs ,  qu'on  ne  peut  pas  faire  évanouir  par  les  Problêmes  de 
la  féconde  Seâion. 

On  peut  toujours  trouver  les  racines  des  équatiom  du 
quatrième  degré^  excepte  dans  les  cas  toùla  ré£blucion  reii*, 
ferme  le  cas  irréduâible  du  croifiémedœné^  par  lesProblé^ 
mes  de  la  troiHcme  Seâion.  On  a  auffi  donné  plufieurs  ouJ 
vertures  pour  trouver  les  racines  des  équations  des  degrez 
plus  élevez  que  le  quatrième  ^  dans  cette  :Seâion« 


r-^ 


SECTION     V. 

Oà  ton  explique  la,  manière  de  trouver  les  racines 
des  grandeurs  complexes  incomimenfirables  ^ 
par  le  moyen  des  équations. 

Définition.  .  . 

Q*  ■  ♦  •  ■  ,  '  -  .*  »  • 
U  X  N  D  une  grandeur  complexe  contient  plufjleurs 
grandeurs  incommenfurabîes ,  ou  leulcs  >  pu  avec  des  granl 
deux  s  commenfurables ,  comme  y/a^^h^^c  yOM  a-^  Vb^  &c.^ 
chacune  des  gf andeur^  inconunenfurables  différentes  eft  un 
urme  de  la  grandeur  complexe  j  &  quand  \\n  a  d^s  grandeurs* 
cpmnienfurâbles ,  elles  ne  font  toutes,  ehfçfnbîtf  ^u'iin  feul* 
terme  de  la  grandeur. co^npïexe  j  ain{î^^H-\^^.contjént  dèui 
termes }  de  même  a-^i-^^c  ne  contîçni:  que  déux'tèrmesy 
Va  -H  Vl  -^.Vc  conticnc ,  trois  termes  ^  fie  àinfi.  à  Tinfinî.  Une  . 
gran4eur  comjrléxe  incomnaenfuj:<ibljj^quî^,3^^  deux^  tçrmei  ^' 

quand  elle  en  à  m^tCvWi^f^ki^^^^^ 

a-irb^^t  elt  un  binopej  }(^^'^}:t^^^^.  WOfnÊ.,. KC^     ^ 

Ttme  /. 


iyS  Analtsi     biuontke'e. 

PROBLÊME     VIIU 

TROVfiX  UrMUie  T^,i'y^,é^,£myrimdi*rtM»fltxK 
inc&mmenfnrahU. 

M  I  T  H  o  D  z. 

I*.  Il  fiiuc&ppolèr  ODC  grandeur  oiinplfxe  iocomineiirâ^ 
sable ,  qui  lepréiènra  par  des  grandeurs  iodézerminées  la*, 
racine  de  la  propofëe  qu'on  cherche  j  cette  grandeur  qu'oo: 
fiippoifedoir  avoir  ces  c«nditions:;i>.<]u'ily  aiiune  indé- 
«erminée  ^ns  -chaque  cerne  de  la  grandeur-  qu'oa  Jûppolè 


l 


;  qu'un  cbercbe,  c'êiti^ire)  réleram  au  quarré 

fi  on  cherche  la  racine  qiurré£  V dU  troifiéme  poifiance,  & 

on  cherche  la  racine  cubique,  6cc.  la  grandeur  complexe. 

ihcommenfuYàble  qU'ôft  trouvera ,  ait precifôment  le  même' 

nombre  de  cermes^  Sc^i^eièz  delà,  mêmè-mftiuere  &avec 

les  mêmes  fignes  que  la  propofëe  ;  c'èft-à-dire ,  fi  la  propofce- 

eft  un  binojp&yâc  qu'on  fin  cjxercbe  la  racine  quarrée,il  faut 

fuppofer.une  grandeur  complexe  qui  reprëfenre  la  racine,, 

telle  que  fon  quarré  feituâ binôme  fembiahkj  (î'Ja  propo,- 

fée  eft  un  trinoow ,.  que  k  quané  de  1«  ftippofée  foie  uni 

trinôme  femblable  \  H  l'on  cherche  la  racine  cubique  de  la'^ 

propofée,  que  la  troiâérne  pnii&nce:  de  U  grandeur  fîippo'   ' 

rée  foit ,un  piopme ,  un-qinome,  £cc  femblable  àlapropa. 

fcè  ;  fi  elle  eft  un  binôme^  untnnome,ft:c.  cette  eondition: 

doit  régler  les  fignes  radicaux  de  la  grandeur  qu'on  iùppo- 

fera  représenter  Ta  racine  \  ces  lignes  radicaux  doivent  avoir 

les  mêmes  expbfans  que  dans  la  propofées, 

es  fîgnes  radicaux  de  la  pjcopofce  font  ^,  ceuX' 

•  fuppofte  doivent  être  pour  l'ordinaire  ^^  fi" 

:ailx  délia  prbpofée  font  ^,  ceujrdc  là  gran- 

doivèiit  auiti  être  pour  fbrdinaire  ^,,  &c.  îJ  y; 

il'quie  cas,  t^ù  ils  d-oivent  -Stre  diffèrcns. . 

lever  au  (Quatre  la  grandeur  /ùppofèe,  ÇiVovic- 

1n^  .«itiaVrée  de  k  pfop'ofô*  ■  îlaitroi^ime 

in'fcfterçhe  1»  raciiïe  cùbiquéi  &âinfi  de  rtricèi 

ab  ïâ  gtindeur  cofoplexé  afnfi  élevée  repré- 

^         ëe,  on  les  comparera,  l'une  avec  l'autre  terme 


)    » 
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i  terme  j  c'eft-â-dîre ,  on  fuppoièra  les  termes  de  Puae  égaux 
aux  termes  correfpondans  de  l'aucte  {  ce  qui  donnera  les 
.équations  particulières  proores  à  trouver  les  valeurs  des  in-r 

tdécerminées  qu'on  a  ruppolées. 

5^.  On  réduira  coQces  ces  équations  particulières  à  une 
ièule  qui  ne  contienne  pour  inconnue  qu'une  feule  des  in« 
déterminées  qu^oA  a  fuppofaes  ^  â(  on  trouvera  les  valeurs^ 
de  cette  indécernÛBée  par  les  Problêmes  pfrécedens-5  &  par 
le  moyen  de  cette  valeur^  oti  trouvera,  en  fe  fèrvant  des 

équations  partictUieres  qu'a  donné  la  &i^ùGjdoB  des  feri»M. 

'corrffpondans  égaux  ^  ks  valeurs  de  toiftcs  les^  » 

tnées  qu^on  a  fuppofëesr 

4^.  On  fubftituera  ces  valeurs  â  la  place  des  îndétermî-^ 

tiées  dans  la  grandeur  complexe  indéterminée  qu'on  a  prife 

{K>ur  repréfenter  la  racine  de  la  propofôe  qu'on  cherche  ^  8c 

après  if^s  fiibftinitions ,  elle  ièra  la  racine  qu'on  cherchoit. 

3l  rindétermmée  qui  fert  d'inconnue  à  l'équation  du  troi« 
fiéme  article ,  qui  ne  .contient  qu'une  feule  indéterminée ,  a 
plufieurs  valeurs  réelles ,  chacune  de  ces  valeurs  pourra  fer-*^ 
^r  à  trouver  la  racine  qu'on  cherche. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  s^éclaircîra  par  l'application 
^""on  ea  va  faire  à  des  exemples. 

Exemple      L 

JP  O  u  n  «ouver  la  racine  quarrée  du  binonne  -v-  7  -Hv'-fS  k- 
i  ^.  on  fuppoièra  que  îe  binôme  ^f^Vg  repréfence  lar*:inc, 
^*on  cherche ,  /  &  g;  font  des  grandeurs  indéterminées. 
2^.  On  élèvera  j^f^Vg  au  quatre,  U  Ton  ^vkt^ff'^g^ 
*♦"  i/v^g^  qui  eft  un  bjnome  femblable  au  prçpofé  ^  en  prenant 
la  grandeur  commenfiirable^^  g  potir  tm  feul  terme  du 
bbome  ff^^^  a/i/g.  On  fiippofera  <|Ue  #-v-grH  if>^à 
xepréfentê  le  binôme  propoâb  ^  7  ^  v^48  y  &  qiae  les  termes, 
coi'refpondans  font  égaux ,  f^avotr  la  graildeur  cottimenfu'^- 
mblc  fi^^  g  égale  à  la*  grandeur  cmEriâienôir^lç:  *fe-  7>  Se- 
l?fncoTMneni!urable  ^  ^/Vg  ^S^Àt  à  rinAJmmeAlurable  v(48«i 
On  a  donc  les  deux  équatiomsirpajrtk\ïli(^r4ïsuxc^^-4-gsaa75, 
ar^,  ^  i/i/gîscV+S,  5^.  Pour  dégager  ïe^  indéterminées ,  our 
^syçra  au,  quarré  chacune  de.  c«s  é^yMdon^^.&  i^^  aur^ 

'       'Kk  ij 


r 
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r -H  i^  -+-  gg  =  49  »  &  ^ff%  =  48.  Où  ôtera  le  premier 
miembre  4^  du  premier  membre  /*  -♦-  ^ffg  -•-  gg,  &  Ic^ 
iecond  48  du  fécond  49  j  &  Ton-  aura  /*  —  i/^g  -h  gg  s=  49* 
—  48  =r  I .  tirant  la  racine  quarréf  de  €ha<)iie  membre  ^ 
on  trouvei^a  ff —  g  =  \/i  c=  i^  d*où  Ton  déduira  g  ==:jjf 
— I.  On  fubftituera  cet-te  valeur  de  g  dans  l*cquation^-f-g 
a=5  7^  &  Ton  aura  iff —  i  ==  7,  d*où  l^on  déduira* j5^=  4  ,^ 
bifiss:  1  j  piettant  cette  valeur  de  ;^dans  g  =j9^ —  i ,  om 
trouvera  g=  3.  4^.  On  fubftituera  les  valeurs  de/ &  de  g 
dansZ-HV'g,  qui  repréfente  la  racine  qu'on  cherche,  6c 
apr^s  les  fuDftiturions  l-on  aura  /-f  Vg  =:  2  ^v^3  3  c'eft.hu 
racine  quarrée  de  7  -h  ¥^48  que  Ton  cnerchoit*. 

Exemple     I L. 

Pôu  Rf  trouver k  racine  quarrée  de  -*- 1  -f-V — 8 ,  t^  om 
fuppoiera-  que  *^  f-^  v^  — •  g  reprefente  la  racine,  qu'on; 
cherche  s  f  ic  g  font  indéterminées.  1^.  On  élèvera  h-/? 
-♦-V'  —  g  au  quarrc ,  &  Ton  aura  79^ — g  -*-  i/V. — g  (  par  U 

fùppbfitiôn)  asB: — I  -f- v^ — 8;  on  (bppofcra  j^^ — g  == 1 ,. 

&  i/v^ — g  =  -H\^ — ^.  3A>.  Elevant  chacune  de  ces  équa- 
tions au  quarré,  on  trouvera/^  —  2/^-hgg=:  i  ^  &  4^5^; 
=5  8  }  on  ajoutera  enfemble  ces- deux  équations,  ôc  l'on  aura' 
y*  H-  1;^  H*  gg=  c^  j  tirant  la.  racine  quarrée  de^  chaque 
membre ,.  on  trouvera j9^-+- g;  =  3  ,  d'où  Ton:  déduira^  g=  3l. 
— ffy  on  fubftituera  cette  valeur  de  g^dansj^^ — g  = — i,, 
&  l'on  aura  2^=  i ,  ff=>  i.,  &L:f=i  i  j  on  fubftituera  cette, 
valeur  de  j^dans  g  =25. — .)5^',  &  Ton*  trouvera  g  =  2», 
4^.  Oh  fàbftftuera*  les' valeurs  dc/&  de  g  dans/*-*-^  — g^, 
&  Ton  aura /h- v^ — gs=:  i-hV — i.  Ceft  la. racine  quarrecj 
de  —  1-4- V  —  8  que  l'on  cherchoît;. 

Ex  E  M  p  L.  E      riT- 

fr  O  a  K  trouver  laracine  quarrée  du  quadr  inome  10  -4- \/  241 
•4-V'4o  ■4-v^6o  :  10^  OB  fuppoiera  que  y/f^y/^j^-^h  eft  Ter» 
preffion  indéterminée  de  cette  racine^  /^  g,  A,  font  indé- 
terminées. 2^  Oto  éleveraV/WgH^V'A  au  quarré,&  ron- 
aùra /h- g  h*  A  ^*  2^)^  h- aV^ -^.  2  v^g/^  ==  (  par  la  fiippofîtion  )  ^ 
ss=c  io-HV24-i-\6|.D:-f.v^6oî  en  Comparant  les  terraes^orreC 
pondans^  on  aura  lès  équations  foi  vantes  n^^  iv{/^=  ^^^4-  y 

^«,   i^i?&=»V'40î    3«>  2\f^£^=3a^60^  4e, /-H  g  Hr  As»  10, 


£  I  v,K-  E    Y.  %6t 

jp..  Pour  dégager  les  indéterminées  qu'on  regarde  comme 
des  inconnues  4  on  ôrerale^  incommenfurables,  Se  Ton  aura^ 
^\%  4/|=H'>  iS  4/^=40  i  3^S  4g/r=3s=  60,  On  trouvera 
par  la  i^"  /=^  j>  &  par  la  x-S  /=  î^  j  gar  confequent  f,»  ^  ^ 
&  6A.=a  iog,;&g.='f.  Par  la  3%. on  trouvera  g.=  ii  j  par 
eonfequent^ssB^ii  d'où  Ton- déduira  AA  at=  25^,  &  A  =»  j.. 
On  mettra  cette  valeur  de.  A  dansg=;^,.&  Ton  trouvera 

g  =b3\  On  fubftituera  cetce  valeur  deg  dans/a»  |-  j.  &  Ton' 
aura/=s  2;  Les  valeurs  de- toutes  les  mdeterminées. étante 
trouvées  ^.  oo.  les  fubftituera  dans  la  4f  équation  /-f- e  ^  ^ 
=  10  j^&  comme  Ton  trouve^  2^^  3  h-  5.=  10 ,.c'éit  une 
marque  qu*6n  a  découvert  les  véritables  valeurs  des  indé- 
terminées. 40.  On  fùbftkuera  ces  valeurs  dans  \//H-V'g -h \//r,, 
&  Pon  aura  V2  -♦-  V}  -♦- v^5  ,  pour  la  racine  que  Ton  cher- 
^hoit  de  10  ^  v^24  -h  V^^^q-^  V*60i 

■  • 

Ave  r;  r  r  s^  y'  b  me  n  tî 

1  O  tj  T  ràrtlcU^^6'  contienr  des  exemples  où  Ton  trouve' 
par  cette  méthode  la  racine  cubique  d*un  binôme  qui  n'â^ 
que  le.  fîgne  radical  ^^^ainii  il  eft^  inutile- d'ea  nûtettre  ici^' 
d'autres  exemples. 

Pour  trouver  la  racine  4^  d'une  grandeur  complcs^einrcom- - 
menfurable;  il  faudra  d*àbord  cœrcher  par  la  méthode  la^ 
racine.  2'^  de  la  propofée  ;  &  enfuite  la  racine  2^  de  la  racine- 
qu*onriHenc  de  découvrir  ,^&  elle  fera  la;xa6ine  45  de  la  pro- 
pofée;. 

De  même  pour  trouver  iâ  racine  tf^  d'une  grandeur  com^ 
plexe  incommenfurable,  il  faudra  d'abord  chercher  la  ra^- 
cane  2^de  la  propofte^  &>enru«ce  laracine  3"!  de  cette  radûe^* 
&  elle  fera  Jà  xacine.^^  de  ia^propofcev- 

Pour- en  trouver  ktracine  y*^,  on  cherchera- d'abord  là'> 
racine  3!  •  &enf«ite  laradne»3^  de  cette. racine ^^  elle  fera: 
la  racine  9^.  de  lapropofée  \  &  ain(i  des  autres  racines  donr: 
l^xpofanc  peut  fe  divuer  par  des  nombres  entiers; . 

Exe  m  p  l-  f     rv. 

P  OtJ  R-  trouverlâ  racine  3^  de  5^-h'v^3  24^-  ^^48^  i^  on^ 
fùppofera  que  Texpreffion  indéterminée  de  cette -racine  eft^ 
^  -H  yfg^j  ,2?.  .on  prendra  la  trojfiéme  puiflance  de  cette 

Kkiij^ 
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expreffion  ,  &  Pon  aura  f^g^y^ffg.^  3*<)^po«f  ^^- 
preffion  înHétermînée  de  la  pro|)ûfée  j  on  fuppofera  leurs 
termes  correfpondaiis  égaux  ,.&Pon  aura  les  trois  équations 

ruivaût€s::i%/^-g=5.3  ^%  3v09è==^3H>  3%  Sy!?^ 
^Ès=^48é,  3<^»  Pour  dégager  les  indéterminées,  on  ôtera  le« 
incommeniurabks  de  la  féconde  U  troîfïéme  équation^  £e 
Pon  aura  pour  la  /econde  *7)^==  5^4^  d'où  Ton  déduira 
j^39:it,  &g=-^j  on  aurapourja  tToificine27^=:48^^ 
d'où  l'on  dcduij^ay^sŒ  18 ,  ^/aae^.  On  prendra  la  va- 
Jeur  de  gg  dans  l'équation  g:i=s  77,  &  l'on  aura  gg  s=  ^{ 
fie  on  la  fubftîçuera  dans  /==  }|-,  &  l'on  trouvera  /=  J*?^ 
.qui  fe  réduit  à  /«sÇ,  qui  donnera  /'  =>»  8^  &/=  x.  Om 
fubftitupra la  valeur  de  jjf  3=4  dans  ^5s=  jl^,  i&  Pçn  aura  g=3. 
JLes  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  étant  découvertes^ 
x>n  les  fubftitpera  dans  la  première  équation /-^Hg  ^=^  5  s  &  com- 
jne  l'on  trouve  55$=  5^  c'ejGbune  marquie  qtt'on  a  découvert  les 
véritables  valeurs  de  /]&  de  gijÇ.  On  les  (ubftkuera  dans 
'l'exprefBon  indéterminée  de  la  racine  qi;f  on  cherche ,  &  l'os 
;aura^/-h  ;^g  «=:i^ï -»-^} }  c*eft  la  racine  que  l'oocherchoiç* 

JE  y    E    M  >  1-  c      V* 

Jt  O  u  EL  trrouver  la  racine  $Me 76  -1*3/5 8 08 ,  lo.  on  fuppo^ 
:fera  que  /-f-Vg  eft  l'exprei&on  indéterminée  de  cette  raci- 
ale j  20,  On  relèvera  â  la  5^  puiflancç- ^  ,&  l'on  aufa/^  -♦-  lo/'g 

'^ 6f%ê^  5f*'^  ^^^^S&  ^^^^  P^*^  l^expreffion  indéter* 
jirinée  de  la  propofee..  On  fup^ofèra  leurs  termes  correL 
pondans  égaux,  8cl'on  aura  ces  deux  équations  :i%/^  h-  ^9Pg 

dégager  les  indéterminées^  on  élèvera  chacufie  de  x^s  équa* 
dons  au  quarré^,  &  Pon  aura  pour  k  pr^flifere /*^  hh-  10/^g 
rh  i^  o/^gg  -+•  J  oo/g'  H-  i  fj^*^*  =î=a  J774  5  fc  pour  la  féconde, 
^5/^g-*-.^o9/^*gg-*-Mo/*^Hk20j9|*-4-g*«=s:  y8o8.  Ofl  ôtera 
ja  première  de  ces  équacions  delà  féconde)  &fonauraie 

fft^-/'°-«-5A--ïo/'gg*io/^g^-^y^^H.g;-3|- 
IwC  premier  membre  de  c^ce  équation  eft  la  5'  puifiance  die 

—J^-+-  g  j  &  ïe  fécond  efl:  la  5*  puiiTance  dp  t  j  aiafi  tirant 
J*  xacine  5'  de  chaqujs  membre,  on  aura  — ^^-t-gac  i  j 
^pù  iVn  déduira  g is=:;f -*-  ^ ,  &  22  =^/*  -*•  4^-*-  4-  ^"^ 


E  f  V  K.  E     V.*  x'G^y. 

fubftîcuera  ces  valeurs  de  g  &  degg  dans/^-h  lof^g  +  j/gg 
=  76  ^  &  Ton  trouvera  l'équation  16/^  ^  4qP  t4»  20/— -76 
s=  o,.  qui  fe  réduit  en  divifant  par  4  ^  ^  4/^  -^  10/*  H-  5/ 
—  1 9  =  o ,. qu'on  transformera^,  en  fuppofant  /=s=î  |,  en» 
/r^  ^  40)&*  -h  3  2.oi&  —  48  64=  o ,:  qui  a  pour  divîfeur  exaâ: 
b  —  4  =  0  y  aihfi  /r=»:4,,  fi6/=  f =^  i>  Oii  fubftjtuera  la^ 

valeur  de /dans  g  ^==^ff^  x  ,&  l^on  trouvera  g  =«3..  40.  On.' 
iiibftituera  les  valeurs  de/&  de  g  qu'on  vient  de-  découvrirr 
dans/^-v^g,  &  l'on  aura/-«*i/gsBs  i.-hi^3}  o'eft^la  racine  5? 
que  l'on  cherchoit. 

Cette,  méthode  n*à  pas  befoin  de  démonfirationv  n'étant: 
qu'une  application  de  la  méthode  qui  employé  les  indéter^ 
minées  dans  lés  équations. . 

A  V   B  HT  I   s»  r  E   H   K  NT. 

{^'ËXTjK.!AGTi  p'K^  dès  racincfi  des  j^andeurs  com^léxe^ 
incommenfurables  p'eft  pas  d'un  grand  u£i^e  dans  les  Mà- 
thematiques^^aînfial  fumt  d'en  avoir  ici  donné>  la  méthode-' 
générale  )  cependant  comme  Ton  trouve  dans  Tapplicatiô)!^ 
le  cei:te.métbode.plufîçurs  difficultez*;,  .on  a'  cru  4e voir  mars, 
quer  les  principales-^  &  indiquer  lés  moyens  de  les  furmonter^ 
dans  les  remarques  fuivantes^^pour  ceux  qui  auroiènc  delà*- 
çuniofité  pour  cette  matière. . 

BL  E.  MA   K  Q^^U   K  S'^. 

ïa[7>  IL  A  première  difficulté  qtr'on  trouv?  ^efi:  fiir  lé  nombrç  dei- 
termes^  incommealbrabUs:  qa'<)n  doit  donner  âJ'expreffion  ^ 
indéterminée,,  qu'onfiippoferepréfenter  la  racine  qu'ont 
cherche  :iî  l'on  veut  fe  mettre  en  étatde.la  furmonter,  il- 
fautiptendre  par  ordre  dès  graiidea«  complexes  qui  ayenc 
deuxs.urois  ^ :;qiiaere  cwwiçâ^  ôtc.  *v«c  le  figpe  ^.^.comrne 

-*-  Vx^y^â ,  Mfa  -hVi  -4-  ><r  H-  VW ,  Ce  ai»fi  d«  foite  5  lès  éle^ 
ycr  par  .ordre  à  la  puiffance  i%  5%^V  ^^  &  remarquerle 
tiom^bffe  tiw-cetmes  qn'aurono  otis  diflterentjes  p^flTânçes^ ,  fi& 
en  ftiire  une  tablé.)  Il  faut  feirela  mê^^^rchofe  pour  les  gtaiu 
ëeuys  complexes  incomrnenittrablsjydowlfi^  figues  radi^ 
iêrom^,,  ^\.^:,  &c.. 


V    • 


ri64  *  Analyse   d  e  jîi  o  nt  Rdf'E. 

On  connoicra  par  ce  moyen ,  quand  on  voudra  cherclier 
la  racine  2%  3%  '&c.  d'une  grandeur  «complexe  incommea- 
furable ,  :1e  nombre  des  termes  qu'on  doit  fuppoièr  dans 
Jt'expreffion  indjétermînce  deJa  racine  ^  car  ayant  remarqué 
par  exemple.,  q.u*un  binôme  a  pour  quarré  un  binôme^  qu'ua 
trinôme  a  pour  quarré  un  quacrinome,  qu'un  quatrinome 
a  pour  quarré  une  grandeur  complexe  de  fept  termes ,  &c. 
.(  on  fuppofe^u'îl  n'y  a  de  fîgne  radical  que  ^  ^  )  quand  oa 
youdra  chercher  la  radne  quarrée  d'une  grandeur  încom- 
menfurable ,  par  exemple  deièpc  termes ,  H  faudra  fuppoïèr 
que  l'expreffion  de  la  racine  a  quatre  termes  j  &  alna  des 
autres.  Il  f^tiit  cependant  ^remarquer  qu'une  grandeur  com- 
plexe incommenfiiraiyie ,  dont  les  grandeurs  quî  font  fous 
îes  lignes  radicaux  dans  tous  les  termes ,  n'ont  aucun  divL 
rfèur  commun,,  pta^it  élevée  i  unje  puiffance  quelconque, 
cette  puiflance  auça  plus  de  t;ermes  gue  n'en  aura  une  fenu- 
blable  puiflance  d'une  autre  grandeur  complexe  incommea* 
furaîblé  d'un  n\i5n>e  nombre  de  -ter^nes  ^ue  k  première, 
mais  dont  les  grandeurs  qui  font  fous  les  lignes  radicaux, 
ont  des  divîfeurs  communs.  Par  exemple  le  quarré  de  v/ 
.4-  ^^  -I-  y^^  ^.yi  a  jfept  termes ,  mais  le  quarré  de  Vf^  i/g 
j^  y/fh  -H  VgA  ^  n'a  que  quatre  termes  5  &  le  quarré  de  — / 
*H-y/-H\/g-i-y/^*s  n*îi  que  trois  termes.  Ces  remar<jues  aîde- 
iront  à  déterminer  le  nombre  des  termes  que  l'on  doit  fup- 
j)ofèr  dans  l'expreflion  indcterniinée  de  la  racine  qu'on  cher- 
,che^  &  les  remarques  4)ir'on  pourra  faire  fur  les  lignes  radi- 
;caux  des  grandeurs  complexes  încommenfurables  qu'on  aur^. 
élevées  alix  puillànces  2%  5%  4%  &c.  fex^vSront  à  fitire  con,. 
Boître  les  lignes  radicaux  qu'on  doit  fuppoler  da^s  l'exprejC. 
£on  indéterminée  de  la  racine  o^oxi:  chercjiie^ 

IL 
La  féconde  difficulté  qu'on  trouve  en  chercbatsc  les  ra^ 
€inesdesincommenfurables  complexes  fuivant  ]a  méthode^ 
icft  fur  la  compararfoiî  des  tecmes  de  la  propeiec  avec  \t% 
termes  correfpôndan^s  de  fon  expreffion  indéterminée  5  car 
4ans  la  plupart  des  cas,ltar-.tout  lorfqu'ilsfbnt  fortcompofez, 
en  a  de  la  peine  à  bien  diftinguer  les  tÇiVEUta  correfpondans* 
Void  ce  qu^on  doit  faire  pour^ter<»cte  difficulté  t  II  fauc 
v^endre  par  jDrdre  ^s  incommeiifurai^les  complexes  ^  en 
,  i<^,  avec  le  fîgne  radîptl  ^5  a.^  *v,eç  Xc  figne-^^ 
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ic  aînfi  de  fuite ,  &  mettre  de  l'ordre  dans  les  ternies ,  met- 
•tant,  par  exempte,  le  plus  petit  au  premier  terme,  celui  qui 
/urpauë  immédiatement  le  plus  petit ,  au  fécond  terme  -,  6c 
'^dnfi  de  fuite.  Il  faut  prendre  à  même  temps  une  incom- 
-menfurable  complexe  en  lettres  avec  les  mêmes  fîgnes  radî- 
t:aux,&  qui  ait  le  même  nombre  de  termes  5  par  exemple 
û  Ton  prend  Vi  •+•  V}  -h  v'5  +  v^7  ,  on  prendra  à  même 


où  elles  font ,  aux  nombres  du  quadrinome  numérique ,  Se 
qu'elles  les  repréfentent,  on  remarquera  avec  attention  dans 
chaque  puiflanc-e ,  quelles  font  les  grandeurs  numericjuM 
correfpondantes  aux  grandeurs  littérales  j  ce  qui  fera  facile 
à  diftingi»er  :  on  remarquera  auflî  dans  les  puifHinces  de  la 
;grandeur  complexe  numérique ,  Tordre  fiiivant  lequel  il  faut 
arranger  les  termes,  afin  quils  foient  correfpondans  à  Tor- 
dre naturel  des  termes  de  la  feniblable  puiflànce  de  la  gran- 
deur complexe  littérale.  Si  Tonjprend  la  peine  de  fe  rendre 
ces  opérations  familières,  en  faifant  plufîeurs  exemples  de  la 
manière  qu*on  vient  de  Tîndiquer,  on  diftinguera  aiïëmenc 
en  pratiquant  la  méthode,  quels  font  les  termes  correfpon. 
dans  de  Texpreffionindéterminée,&dela  grandeur  propofôe* 

I  I  I. 

Il  arrive  fouvônt  qû*on  trouve  beaucoup  plus  d'équations 
particulières ,  qu'on  a  fuppofé  de  grandeurs  indéterminées 
dans  Texpreffion  indéterminée  de  la  racine  qu'on  cherche 5 
dans  ce  cas  le  plus  court  eft,  quand  on  a  trouvé  les  valeurs 
des  indéterminées  par  autant  d'équations  qu'on  a  fuppofé 
d'indéterminées ,  de  fubilituer  ces  valeurs  dans  Texpreffion 
de  la  racine ,  &  de  Télever  enfuite  à  ku  puiflance  de  la  pro- 
pofée ,  c'eft-à-dire  au  quàrré,  fi  on  cherche  une  racine  quar^ 
réC}  â  la  troifiéme  puiflance,  fi  on  cherche  une  racine  cu^ 
bique,  &c.  car  fi  on  trouve  que  cette  puiflance  de  la  racine 
(|u*on  cherche,  foie  la  même  grandeur  que  la  propofée ,  on 
a  «ouvé  la  racine  qu'on  cherchoic  -,  ft  cela  n'arrive  pas ,  il 
faut  chercher  d'autres  valeurs  des  indéterminées  ,&' conti^ 
riuer-jufqu'à  ce  que  celaarrive. 

.  '  *  :      ■  .  ' 
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IV. 

Quand  rindécerminée  qui  ierc  d'inconnue  à  l'équation  dontr 
11  d^  parlé  dans  le  troifiéme  article  de  la.  méthode  ^  qui  ne 
contient  que  cette  feule  indéterminée,  quand  ^  dis  je,  cette; 
jindéterminée  n'a  pas  de  valeur  coromenfurable  dans  cette 
équation,  il  faut  cciTer  la  rechercke  de  la  racine  qu'on  cher^ 
choit  -,  9(  il  fî}ffit  de  mettre  au-devant  de  la  propofée  le: ligne, 
radical  avec  Texpofanc  de  la  racine  qu^on,  cherchoit  ^  pafi 
exemple ,  ii  Ton  cherchoit  la  racine  cubique,  de  ^a  ^  ^b  j, 
il  fuffiroic  d'écrire  Uy/,a.^^b.. 

E   X    £    M    P    £    E       Vr, 

Oà  l*  m  fait  tafflication  des.  remarques  friceientes.. 

S  O I T  propofé  de  trouver  la  racine  quarrée  de  la  granv 
deur  complexe  incommenfiirable  1 5  -*-  V8  -h  ^r8  ^  v^4a> 
^  ^140  -^  V 56  -H  V'io ,  qui  a  fept  termes.. 

i^.  Il  me  faut  chercher  une  grandeur  complexe  incom* 
meft{urable,.qul  repréfente  d'une  manière  indéterminée  lài 
racine  que  je  cherche^  ôc  dont  le  quarré  contienne  fept  ter:^- 
mes  :  Pour  trouver  combien  cette  racine  elle-même  doit 
contenir  de  termes^  j'élève  au  quatre  le  tarinome  /-«-  Vg. 
-^-  V^^  ^  &  trouvant  que  le  qiiarré  ne  contient  que  quatre  ter- 
mes, je  prensle  quadrihome  /V  x^g  -♦-  ^h^  vfi,  je  l'élevé: 
au  quarré ,  &  trouvant  que  fpn  quarré  ff^  g  -^  A  -^  /  -i*  z/v^g'; 
•H  xf>J,h  -H  i/Vi  -4^  2Vfgi&  H-  v>/:p  -H  r>thi ,  contient  fept  termes,., 
cela  me  fait  juger  que  je  dois  fiippo&r  pour  Texpreffion  in- 
déterminée quirepréiènte  la  racine  qjieje  cherche  ^un  qua^ 
drinome  indéterminé ,  comme  /-«-  ^g  -^  VA  4-  v^/  >  l'élever' 
au  quarré  ,  &  j'aurai  ff^%  -k Ah-  i  -1*  ^Mg^^f^h  -4*  i/Vi: 
•4^  iv^jgA  -I-  tylgi  ^  i^Jji,  qui  repréiente  d'une  manière  ind6- 
termmée  la  grandeur  complexé  propofée  1:5^4^/8  -4*-,  &c, 

zo.  Pour  diftinguer  les  termes  eorrefpondans  de  ces  deux: 
grandeurs  complexes ,  l'une  littérale  &  l'autre  numérique^, 
que  jje  fuppoie  égales  ^  je  prens  un  quadrinome  numérique 
>/i  ou  bien*  t  -h  %^i  ^  v^3  -h  v^ j  ,  que  je  range  de  manière 
'  que  la  plus  petite  grandeur  foit  la  première,  &  enfuite  celle 
qui  eft  immédiatemexu:  plus  grande  ^  &  ainfî  de  fuite  :  je  la^. 
iuppofe  repréfentée  par  te  quadrinome  littéral /-^  v^g -»r  %?A 
-I-  \fiy  de  manière  que / repréfente  r,  Vg  repréfente  v'i,  &. 
gUifi  de  fuite  :  j'élève  Tune  &  PSuitre  au  quarré,,  &  ordoru* 
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nsmt  les  termes  dans  le  quarré  numérique  dans  le  même 
«ordre  que  dans  le  quarré  Kcteral^  je  trouve  ii-i-V'8-i-V'ia 
^H-v'20-*^V24-H  ^^40  -Jhv'ôo,  qui  eft  repréfenté  par  j9^-h^ 
^h^i  H-  ifi/g  •+•  1/5/A  H-  i/i^/  H-  iVgh  ^  iVgi^  Whii 
'Si:  «H  remarquant  avec  attention  les  termes  correfpondans^ 
je  vois  que  la  ibmme  de  toxis  les  quarrez  des  termes  y^-i- g; 
^k^i^  repréfbite  la  £bmme  des  quarrez  des  termes  qui 
^oît  être  1 1  i  que  ifVg rcprcfente V8 y  ifVh  reprcferite Vii% 
&  aiofî  de  fuite.  Ce»  me  Êiit  voir  qu*il  faut  ordonner  les 
termes  de  la  grandeur  propbfée  dé  manière  qu^ils  aillent  dé 
fuite  en  augmentant ,  &:  elle  fera  1 5  -4»  v^8  -h  V'io  -1-  \/iS 
«f- v^4o ^^^6  ^y/i^Oy  &  alors  les  termes  correfpondans 
feront  de  fuice,  &  j'aurai  les  équations  fui  van  tes  ff^g^b 
•»./==  ij,  xfi/g^y/i^  ^fy/h^V^o^  ifVi=^^/i2^  iVgk 

3^  Les  termes  correfpondans  étant  ainfi  diftinguez,  il  ne 
£iut  plus  que  dégager  les  indéterminées  regardées  comme 
inconnues  9  ce  qui  eft  facile  en  ôtant  d'abord  les  incommen* 
furables ,  &  opérant  enfuite  â  l'ordinaire  ^  &  Ton  trouvera 
par  Téquatîon  ^ffg  =»  8  ^  que  ff=  f^^  par  Téquation  ^ffb 

«s=s  2O3  que  j9^=â  |5  par  confequent  f  ==  -j^ *  ^S  =  7 ^ >  <'tt 
trouvera  par  Téquatîon  4/5^*=*:  28,  quej9^=:2^^  par  confe- 
quent I  ==^f ,  &  g  sss  i  /  ;  on  trouvera  par  Téquation  4gh  ss=  4a, 
que  g  s=:  ^  j  comparant  cette  valeur  dé  g  avec  g  ==  ^  ^ ,  on 
aura  ^:=»i-i&  î  d*où  Ton  déduira  hb^^^x^^Sch^^^  j  onfub- 
fti  tuera  cette  valeur  de  h  dans  gsss^h^icVon  trouvera  g  «»  2^ 
onfubftîtuera  cette  valeur  deg  dans  j^=i|^,&  Ton  aura  j9^=s  î^ 

^  &  /==  I  j  enfin  on  fubftituera  la  valeur  de  g  dans  g = |  / ,  & 
Ton  trouvera/ =7.  On  fubftituera  ces  valeurs  de/,  g,  /^^i, 

dans  /-H  v'g  •+•  V'A  -H  v^/\  &  l*on  aura  i  ^^Vi  -*- v^5  '+•  V7  porta: 
la  racine  de  la  propofée  1 5  h-%^8  •:i-,  &c.  car  en  élevant  i  -i-v't 
•H  v^5  -•- v^7  au  quarré ,  on  trouve  la  propofée  ij-^Vi  -4-,  &c, 

EXEMPLB      VIL 

Po  17  R  tïourer  la  racine  cubique  de  la  grandeur  complexe 
încommenfurable  lo  -h  ^3i4.'t-  y^486  -4^  v^î40  -h  ^6480 
•l^^Tii  y  -1-^13  y  G  -h^roiy  ,  qui  a  huit  termes:  i^.  il  me 
faut  chercher  «ne  grandeur  co^upltxe  mcorameniurable 

Llij 
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qui  reprjéiente  d'une  manière  indétecminée  la  racine  de  la; 
propofce  5  pour  la  trouver,  j*cleve  un  trinôme  y/f^  ^g  "^  v(^ 
d  la  croifiéme  puiflànce)  &  voyant  que  fa  troifiéme  puiiTance 

H-  3v(^^  •**  'i\/?P^y  contient  huit  termes ,  je  fuppofe  que  ^f 
^  ^g  -^  ^h  reprcfente  d'une  manière  indéterminée  la  ra^ 
cine  que  je  cherche  ^  &  que  la  troifîéme  puîflance/^-g-^/Si 
H-  iy/ff%-^^  &c.  repréfènte  la  propofée. 

lo.  Pour  découvrir  quels  font  les  termes  co;'refpondans  de 
la  propofée  &  de  la  grandeur  qui  la  repréfènte^  &  que  je  lui 
fuppofe  égale  J'éieveplufîeurs  trinômes  numériques,  comme 

I  -4^^m-^3,  I  -HjJ^3  -H^5,^x-v-^3  ^-^y,&c.  àlatroi- 
fîéme  puiilance;  6c  faifant  mes  remarques  mr  les  troifîémes 
puiâances  de  tous  ces  trinômes,  que  je  regarde  comme  repré- 
fentées  par/-4-g-4-)&-«-  3^^-h,  &c.  je  vois  que  leur  plus  grand 

terme  eft  représenté  par  6^fgh ,  &  que  3  ^ggA  repréfènte  dans 
quelques-unes  le  plus  grand  terme  après  le  précèdent,  & 
que  dans  quelques  autres  il  eft  repréfènte  par  3y^gM,  &  en 
d'autres  par  3  ^^A. 


équation  i^fhh  =  ^i  3  50  j  je  dégage  les  inconnues  à  l'or- 
dinaire ,  &  Je  trouve  /=  2,^=3,^=5. 

4^.  Je  fubftîtue  ces  valeurs  de/,  g,  hy  dans  là  racine  que 
3*ai  fuppofée ,  &  je  trouve  ^f^  ^g  -*-  y/Â  ==  ^2  -1-  ^3  -h  ^^5. 
J'élève  cette  racine  à  la  troifiéme  puiflance ,  &  je  trouve  que 
ia  troifîéme  puiflànce  efl  la  propofée  i  o  -f-  ^  3 14  -^,  &c.  d'où 
je  conclus  que  ^x  -♦-^3  -+-^5.  eft  la.  racine  de  la  propofée..  . 

^  Avertissement: 

O I  la  troîftéme  puifTancede  la  racine  que  j'àj  trouvée  n'àvoît 
pas  été  la  grandeur  propofée ,  j'auroîs  changé  la  féconde  &  là 
troifîéme  équation  en  comparant  ^y/ghh  &  J^y/fhh  fucceffivé- 
ment  avec  les  plus  grands  termes ,  jufqu'â  ce  que  j'eufle  trouvé 
Jes  valeurs  des  indéterminées  de.  la  racine  fuppofée,  dont  là 
.troifiéme  puiflance  eût  été  la  grandeur  propofée  j  ce  qu'iLfaut 
entendre  dans  l'exemple  fixiéme^  &  dans  tous  les  autres  qui 
peuvent  fê  préfentcr. 
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J}c  l'approximation  des  racines  des  équations- 
numériques. 

A  V  E  R  T  I  s  S>E  Af  E  N  T:  ' 

O  N^  ^  cxplîc^ué  dans  le  quatrième  Livre  la  manière  dff 
trouver  les  racines  des  équations ,  Forfqu^elle*  font  commen^ 
furables  ^  dans  ce  cas^^.iLeft  inutile  de*  les  chercher  par  apx    . 
proximation  :  On  a  auffi  donné  au  même  endroit  la  méthode 
de  réduire  une  équation  compofée  aux  équations  plus  (im^ 

{)les  dont  elle  eft'compofêe,  quand  les  produits  dès  équations  .^ 

iâeaires  ^  qui'  contiennent  les  racines  prifes  deux:  à  deux ,  ou  ^ 

trois  à  trois, .&c.  font  des  grandeurs  commenfurables  :  Enfin 
iin <a  donné  dans  le  cinquième  Livre,  lemôyen  de  itou veren  t 

plulîeurs  cas  les  expreffions  incommenfurables ,  mais  exaâes»,        *  ^f'^v^  ^ 

des  racines  incommenfurables  des  équations  du  fécond  de- 
gré,, du  troifîéme  ,  dti  quatriëme,  &c. 

On  va  donner  dans  ce  fîxîéme  Lfvre  la  méthode  de  trou- 
Yef  les  valeurs  approchées'  des  racines  incominenfurables  db- 
'toutes  les  équatîoirs  compofées  numériques,  &  lé  moyen  d'ap- 
procher ces  valeurs  auffi  prèsqu'on  voudrades  racines  exadfeSy* 
nqa'ôn  ne  peut  pas  avoii-  dans  la  dernière  juftefïè. 

On  expliquera  dans  le  feptiéme  Livre  lès  méthodes  d'àfç. 

froHimationdesL  racines  des  équations  littérales  pu  algc- 
riqj»«^  . 

JLJ  n^ 


"-''m: 
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SE  C  T  I  O  N     I 

Oà  /'on  Mpliijiuf  lesprimipfs  d'oà  défend  U  méthode  de 
trowverfQur  ch^qm  tAcme  d'une  équation  numérique 
€ompofie^  deux  grandeurs  ^  dont  fune /bit  moindre^  0 

,  f  Autre  pJus  grande  que  cette  racine^ 

; 

J[>  £  j  1  ir  I  T  I  o  y     X« 

LES  grandeurs  entre  lefijueUes  fc  trouvent  les  racinei; 
d'une  équation ,  feront  nommées  les  limites  de  ces  ra- 
cines. Si  l*on  fûppofe,  par  exemple ,  toutes  les  racines  d*une 
iéquatîon  rielles  &  inégales,  £c  que  l'on  nomme  par  ordre 
H  première  celle  <jui  cft  la  pins  petite  j  la  féconde  ^  celle 

3ui  eft  immédiatement  plu3  grande  que  la  première  ^  &  ainfi 
e  fuite  ^  d'autres  grandeurs  dont  la  première  eft  moindrje 
rque  la  plus  petite  racine,  la  féconde  la  furpaife,  mais  elle  eft 
iTioindre  que  la  &conde  racine  •  &  ainfi  jde  fuite  ;4ces  autre» 

^randeiUFs  font  les  iimUes  de^  racines^ 
."     .  > 

DsfiwxTi^o»     IL 

kX^a  nd  les  racines  d'une  ^quationfbntles  limites  desTâoînet 
«ici'uûe  é<^uationpropo(ee^  onia  nommera  Yéfuatim  des  iimitesi 

JL^  O  Rf  <^  £  les  Tacines  d'une  é^quation  font  les  limîfès  âci 
racines  d'une  autre  équadon ,  H  eft  évident  que  les  racines 
.4le  cette  féconde  font  ;Mii(fi  :l&s  limites  dei  racines  ^de  lapr&k^ 
«nier^  jéquadon^ 

T   H   £   O    B.   S   M   E       L 

Pxemiere  Panie. 

#*?.  4*/  ton  fuhflitme  ime  candeur  connue  quelconque  pofitive^  i  la 

^ place  de  t  inconnue  dags  une  équation  compofee^  lafommc  connut 

de  toutes  les  qrandeurs  de  t  équation  y  Après  la  fubfiitution  ^  efi 

precipment  le  te  fie  tout  connu  qiton  trouver  oit  en  dimfantPim 

quation  far  l* inconnue  linéaire  m^Jns  cette  grandeur  connue^ 

yrA  ^  exemple,  fi  on  ûbftîtue  la  grandeur  connue  pofitîvè 
jfir  4 d^ns  ^r^nxxf^p^^^zs^  0,1*  fommc  toute  connue- 
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nad  -^  fd  -h  f  qui  yieoc  de  la  fiibfHcution  ^  eft  precû 

\t  le  refte  qu'pa  trouve  ea  divilant  x^  —  nxx  h-  /« 

^  =  o ,  pars  X  —  #t  =  o  î  car  en  faîfanc  la  divifion  ^ 


.©n  trouvera  que  Je      -*^^  ««* -^  "Z.^^  J  **  7  «* 
^efte  de  la  divifioir.  ^         ^^,   |     ^^^ 

kft  tf  ^ — naa  ^^fa  ^  ^;.  •  l  * 

Il  n- y.  a  qu'à  faire  plufîeurs  opérations  fcmbiables , ,  &  fe  les» 
rendre  familières ,  pour  en  vcir  laraifbn,  qui  paroît  par  Tope- 
ra tioni  même; 

Seconde  Partie  dii  ptemiec  Théorème. 

$1  fonfiihptue  une  grandeur  négative  —  zk  U  place  de  Pin- 
connue  àans  une  équation  y  lafomme  toute  connue  qui  naîtra  de 
la  fubfiitutioUyfera  precifement  le  refie  tout^nnu  qu'on  trou^ 
vera  en  divifant  la  même  équation  par  X  -4-  a^ss  o.        *  ^ 

lL.n*y  a  qu*à  faire  Toperation  pour  en  découvrir  la:^  raifon;/ 

G    O    IL   O'    L    L    A    I    K  E* 

Il  fuit  de  ce  Théorème  que  c'eft  la  même  chofe  de  fubfti^ 
tuer  une  grandeur -i»  ou  *—  ^  au  lien  de  Tinconnue  dans  une* 
équation ,  ou  de  divi&r  cette  équatiônpar  Tinconnue  moins 
Qu  plus  la  grandeur  a^èc  que  Tun  revient  à  l'autre,  puirqu*6n* 
trouve  la  même  chofe^  ce.jqiûiè  doit  entendre  dans  la  fuite; 

Théo  r  b  m*  e    IL  # 

Sremiere  Panie, 

^^9-  La  fomme  la^ute  connue  qui  vient  de  la  Jkbftitution  d*une:  gran^ 
deur  connue  pofitive  quelconque  4*  a ,  ^  la  place  de  tinconnue- 
£une  équation  y  par  exemple  x*  —  nxx  ^4  px-i-  q  =3  o ,  e^^ 
precifément  le  dernier  terme  delà  transformée  qu'ontrouveroip 
en  Juppé  faut  Xvs=  z  >h  ^^jét  mettant  z^SL^au  lieu  de  xdans 
t  équation. 

C  A.R.  cette  transformée  féroît  x^=^z^^  yax^'¥^yaaxj^  d' 

—  nxx  =  o— »;y;.  -—  xnax,j—naa' 
^px   =:  -K/^    ^pa 

•h  a     »  ^  f  ^» 

dans  laquelle  onrvoit  que  le  oemier  terme  ^' — ^aa-^pa 
Hr^>  eft  precîfément  la  fomme  qui  vient  de  la  fubftitutiôm 
de.nH  a  au  lieu  de  x ,,  dans  la  propoloe;.  : 
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Il  n-y  a  xju'àfe  rendre  cette  opération  familierepar  pltfJ 
iieurs  exemples^  pour  en  voir  la  raifon ,  qui  paroît  par  Tope- 
ration  mcnje.  ' 

Spconde  Partie  4tt  fqcond  Thec^rêmc 

f^A  fomrne  toute  connue  qui  viendroit  de  la  fuhfiitution  de  Id 
grandeur  négative  -^  sl^  au  lieu  de  x  dans  une  équation  ^  fe^* 
toit  frecifement  le  dernier  ternie  de  la  transformée  y  qif  on  troMm 
veroit  en  fupfofant  x  ==  î&  ^w-  a^  ^  en  fubjii tuant  dans  la  fro* 
fofee  z  —  ^  ai/L  lieu  de  x. 

Il  n*y  a  ^u'à  faire  Toperation  pour  en  voir  1* raîibn. 

Théorème     II  L 

%io».JLBS  tacifies  de  la  transformée  d^une  équation  quelconque ^  /jui 
vient  de  la  fuhfiitution  dez^  a = x^Àla  flau  de  l'inconnue 
X  y  font  les  racine/  mêmes  delà  frofo(ée%  mais  les  racines  fo^ 

»  j  8.  fitives  de  la  fropofée  font  diminuéei  ife  la  grandeur  a  *  dans  l/t 
transformée  y  &  îes  facines  négatives  de  la  prof  ofée  font  aug-- 

*  1%.      mente  es  de  la  même  grandeur  a  "^  dans  la  transformée. 

jtVl  N  9 1  /tippofë  que  toutes  Jes  racines  de  la  proposée  foîent 
poficives  )  le^  racines  de  là  transformée  font  toutes  les  dif- 
férences dp  la  grftodejur  a  d'avjec  chacune  des  racines  dç  la 
propofce. 
$t  j8.      Ce  Théorème  a  été  déraontré  .dafts  le  troificme  Livre,* 

t  C  O    R    O    ÎL    t  A  I    ».    JE      I. 

III.  Le  dernier  terme  de  la  transformée,  dont  on  vient  dç 
parler ,  étant  le  produit  de  toutes  les  racines  de  la  transfor- 
mée 5  &  ces  racines  étant  les  différences  de  la  graqdeur  a 
d'avec  chacune  des  racines  de  la  propofçe ,  qu'on  fuppofe 
toutes  pofîtives ,  il  eft  évident  que  le  dernier  terme  de  cette 
transformée  eft  le  produit  de  toutes  lés  différences  de  1^ 

grandeur  a  d'avec  les  racines  de  la  propofée. 

^ .     •    - 

Corollaire     IL 

t^K  JVIAis  enfubftituanc-t-^danslapropoféeâlaplacede  j(f^ 
la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme  de 
la  transformée  dont  on  vient  de  parler ,  Veft  poui'quoi'  en 
iubftituant  une  grandeur  quelconque  -f-  a  dans  une  équa- 
pion  propofée  ^  dont  i:pute$  les  racine^  font  pofîtivec ,  jà  la 

place 
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jplace  de  xr  ^  la  fomme  toute  connue  qui  vient  de  cette  fùb^ 
ftitution ,  eft  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  en- 
tre la  grandeur  iubftituée  a  ôc  les  racines  de  la  propofée. 

Ce  Corollaire,  c*eft-à-dire  que  la  fômme  toute  connue 
qui  vient  de  la  fubftitution  d'une  grandeur  connue  a^  au  lieu 
de  Tinconnue  de  Téquation ,  eft  precîfément  le  produit  de 
toutes  les  différences  qui  font  entre  ^  &  les  racines  de  la 
propofée, qu'on  fuppofe  toutes  pofitives ,  fe  peut  démontrer 
de  cette  autre  manière. 

Suppofé  que  les  racines  d'une  équation  foîent  hy  Cy  d^  aînfi 
les  équations  linéaires  dont  elle  eft  compofée,  font  x^-^b 
s=r  o ,  X  — •  r  sss  o ,  X  —  d'X=zo.  Si  on  met  une  grandeur 
connue  a  àù  lieu  de  x ,  elles  feront  changées  en  ^—  ^  =:  o , 
^  —  csssOj  a  —  d'ssf^o.  Le  produit  de  ces  trois  quantî- 
çex  a  —  h  y  a  —  Cy  a  —  dyt^  évidemment  le  même  qu'on 
trouveroit  fî  Ton  fubftitùoit-f-^  au  Heu  de  x  dans  Téquation 
compofée  x^  —  bxx^  hic.  qui  eft  le  produit  des  trois  équa<- 

•— rxx 
—  dxx 
tîons  fîmples  x  —  ^=sso,  j^  —  r  =  o,  j^  —  rf  =  o.  Mais 
il  eft  évident  que  le  produit  des  trois  quantitex  a  —  bya^^^Ci 
a  —  dy  eft  le  produit  6,^%  trois  différences, qui  font  entre  la 
|randeur  a  ôc  les  trois  racines  by  r>  d  de  la  propofée  :  donc 
u  i'on  fubftitue  une  grandeur  a  au  lieu  de  L'inconnue  d'une 
équation  dont  toutes  les  racines  font  pofîtives ,  la  fomme 
toute  connue  qui  envient,  eft  le  produit  des  differences  qui 
font  entre  a  ôc  les  racines  de  l'équation. 

I 

R    £    M    A    IL    O    U    S    S. 

S I  1^  grandeur  a  qu'on  fubftitue  â  la  place  de  l'inconnue 
dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  pofîtives,  eft 
xero,  ou  une  grandeur  moindre  que  la  plus  petite  des  raci- 
nes, il  eft  évident  que  toutes  les  différences  o  —  ^,  o  —  r, 
o  —  dy  ou  a^-^by  a — Cy  a^^dy  font  toutes  négatives, 
&  ont  les  mêmes  fîgnes  ->—  qu'ont  toutes  les  racines  dans 
les  équations  linéaires  x-— ii=:b^x*— r  =  o,x — i/«o: 
par  confequent  le  produit  de  toutes  les  différences ,  c'eft-sU 
dire  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  là  fubftîtution 
de  a  au  lieu  de  x  dans  l'équation ,  atira  le  même  figne  que 
Tome  Zp  Mm 
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le  dernier  terme  4e  r^qaacion  qui  eft  le  produit  des  racine» 

IL 
Si  h  grandeur  a  furpafle  la  première  racine  qui  eft  la 
plus  petite ,  &  q\^'elle  foit  furpailee  par  la  féconde  racine  ^ 
il  eft  évident  que  la  première  différence  4r  —  ^  eft  pofitîve^ 
&  qnp  toutes  Içs  autres  ^^  —  c^  a  —  d^  font  négatives  ;  par 
confequent le  produit dç  toutes  les  di^rences  a^-^k^a^^c^ 
a  —  dy  qui  eft  la  fomme  qui  vient  de  la  fubftitutîon  de  4  aui 
lieu  de  x  dans  l'équation ,  aura  un  figne  difièrent  de  celui 
da  dernier  terme  de  l'équation. 

.  III. 
Si  la  grandeur  a  furpa0€  les  dquK  premières  raçîpe? ,  ^ 
qu'elle  iôic  moindre  que  la  troifiéme^  il  eft  évident  que  le» 
deux  premières  difierences  4  —  ^j  a  —  Cy  feront  pofitiyçs, 
^  que  la  troifîéme  ^  t— t/  fera  négative^  ôc  les  autres  fuivan^ 
t;ps ,  fi  Téquaçion  eft  du  qufitriéme  ou  cinquième  dçgré ,  ôfç^ 
►ar  confequent  le  produit  de  toutes  les  difièrences,  qui  eft 
[a  fomme  qui  vient  de  la  fubftitution  de  a  au  lieu  de  x  dans 
Véqi,iation ,  aura  un  figoe  différent  du  précèdent  $  c'eft-i^ 
dire,  le  même  figne  que  le  dernier  çerme  de  l'équatiQn. 

CoROLItAIllE    ni.     rONDAMENTAL. 

'^3«  En  continuant  le  même  raifonnement  ^  on  verra  qu^o 

J>renant  facce(Çvement  ^r^pour  les  grandeurs  entre  lefquelles 
es  racines  d'une  équation  quelconque,  dont  toutes  les  raci-* 
nés  font  pofitives  ,  font  des  grandeurs  moyennes  ^  &  fubft!% 
tuant  fucceffivement  ces  grandeurs  a  au  lieu  de  l'inconnue 
dans  l'équation  piropofce^en  commençant  par  celle  qui  eft 
moindre  que  la  plus  petite  racine ,  les  {bmmes  toutes  con- 
nues qui  viendront  des  fubftitutions  fucceifîves,  auront  àlter^ 
native^ment  le  figne  du  dernier  terme  dej'équation  &  fon  fi* 
gne  oppofé,  c'eft-à-dirc -h  & — .dans  les  équations  des  de^ 
>  wezpairs^  comme  du  fécond,  du  quatrième,  du fixîéme,  &c. 
&c  •<-«-& -f-  dans  le$  équfitions  des  degrez  impairs.  $i  l'on  fub. 
i);itue  à  la  place  de  l'inconnue  d'une  équation ,  dont  toutes 
les  racines  font  pcfitives ,  une  grandeur  pofitive  *h  ^  ^  qui 
iurp^iTe  la  pl^s  grande  des  racines  de  ^ëq^ation,  la  ibmmç 
touçe  cor^Quequî  viendra  de  la  fubftitutÎQn  ,aura,  toujours  le 

iîgne  4-  j  caç  cçtte  i^W!f^^  eft  le  produit  4ç  toutes  les  diflfë- 
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rence$  c)[ui  font  entre  la  grandeur  fubftîtuëc  6c  toutes  les  ra^ 
cînçs  de  Tcquation  j  &  comme  cette  grandeur  eft  fuppofce 
plus  grande  que  toutes  les  racines,  toutes  ces  diiferences  au- 
ront chacune  le  figne  -♦-  j  leur  produit  aura  donc  le  ligne -♦-• 

COKOLLAXHË       IV. 

114.  IL  fuît  de  là  &  du  fécond  Théorème ,  que  fi  Pon  transforme 
une  équation  propofée ,  en  fuppofant  fon  inconnue  x  ss=  j^ 
-4-^,  &  fubftituant  ^-h^  au  heu  de  x  dans  la  propofëe, 
quand  le  figne  du  dernier  terme  de  la  transformée  iêra  le 
niême  que  celui  du  dernier  terme  dé  la  propofée,  la  gran- 
deur a^  dont  les  racines  pofitives  font  diminuées,  fera  moin« 
dre  que  la  plus  petite  racine  de  la  propofée,  ou  qu^ellc  fur.; 
paflera  un  nombre  pair  des  racines  pohtives  de  la  propofée^ 
comme  deux  ou  quatre,  &c.  Mais  fi  le  dernier  terme  de  U 
transformée  a  un  figne  différent  de  celui  du  dernier  terme  de 
la  propofée,  la  grandeur  a  furpafle  neceffairement  la  moin- 
dre racine  pofitîve  de  la.propoféej  mais  elle  en  peut  auflî  fur- 
pafler  un  nombre  impair ,  comme  trois ,  cinq ,  &c. 

Corollaire    V. 

115.  Sï  l'on  fubftîtue  fucceffivement  une  grandeur  négative --«^ 
dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  négatives  £c 
différentes ,  â  la  place  de  rinconnue,&  qu*on  commence  par 
fabftituer  une  grandeur  —  a  moindre  que  la  pkis  pletîtc  Àts 
racines  négatives.  Se  enfuice  une  grandeur  — ^a  plus, grande 
que  la  première  racine  négative,  mais  moindre  que  la  fe.^ 
i;onde ,  &  ainfi  de  fiiite ,  les  fommes  toutes  ccmnues  qui  vien^ 
dronr  des  fubfticutions  fucceffives,  auront  altern^tiTemeot 
Us  fignes  -H  &  — .  , 
.  La  démonflratîon  efl:  fi  facile  après  celle  qu'on  9  donoée 
pour  le  cas  où  les  racines  font  toutes  ppfitives,  qu'il  efl  ixuK 
tile  de  la  mettre, 

A 

T    H    E    O    R   B    M    E       I  V. 

116.  ^Vy^ND  toutes  les  racines  JHune  e/juationjontne^tivesj^ 

réelles  ^  fi t on  fuhfiitue  une  grahdeur pofitîve  quelconque  -4-  a  ^f 

'   lieu  de  r inconnue  y  tafomrhe  toute  connue^  qui  viendra  de  Ufubfii^ 

tution^  aura  toujours  lejtgne  •+•  ^  d*  quand  les  ratines  font  toutes 

fûjttives  yfitonfubfiitùe  une  grandeur  nlyitive  quelconque — a 

Mm  îj 
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au  lieu  de  Nncpnnue^  lafomme  toute  connue  qui  en  viendra ^  aura 
toujours  le  mèmefiffie  qu^avoitle  dernier  terme  de  Péquatim. 
Ce  Théorème  eft  évident  après  tout  ce  qui  précède. 

Theor-emîeV. 

1x7.  ^VAND  toutes  les  racines  d'une  équation  font  égales  ^  qu'elles 
font  en  nombre  fair^  ^  qu'elles  font  toutes  pojitives  ou  toutes 
négatives  3  ou  bien  un  nombre  pair  de  pojitives  ^(^  un  nombre 
fair  de  négatives^  fi  ton  fubfiitue  une  grandeur  a  foit  poftive^ 
foit  négative^  moindre  ouplus  qrMde  que  chaque  racine  égale ^ 
lafomme  qui  viendra  de  là  fubftitution  fera  toujours pofitive^ 

Démonstration. 
S  O I E  N  T  les  équations  linéaires  dont  Téquation  eft  corn- 

pofëe  X— ^==0,  X— ^5=îO,  X-— r^  =  o,  X  —  ^z=o, 
QU  bien  >:  —  ^=0,  x-^b'^r^o^  x-^bs=^o^  x-\-b^=iO*y 
Ci  Von  fubftitue  dans  chacune  de  ces  équations  linéaires  une 
grandeur  -h  a  moindre  ou  plus  grande  que  la  racine  b^  Ton 
aura  ^-—^3  a-'^by  a  —  b^  a — bi  ou  bien  ^ — b^a  —  b^ 
a^by  a'¥'b. 

jo.  Il  eft  évident  que  fi  a  eft  moindre  que  by  les  quatre 
grandeurs  a  —  by  a  —  b^  a  —  by  a  —  by  font  négatives  j 
ainfî  leur  produit  tout  connu  fera  pofîtif.  Si  a  furpafTe  b  y 
les  quatre  grandeurs  a  —  by  a  —  by  a  —  b,  a  —  by  font 
toutes  ppfitives,  ainfi  leur  prodirit  fera  pofîtif. 

20.  Si  a  eft  moindre  que  b,  les  deux  grandeurs  a  —  b^ 
a-^by  font  négatives;  ainfî  leur  produit  qui  eft  pofîtif, 
étant  multiplié  par  les  deux  autres  qui  font  pofitives  a^by 
a^by  donnera  un  produit  pofîtif.  Si  a  furpafle  ^^  les  quatre 
grandeurs  a-^by  a-^b^  a^by  /^-f-^,  font  pofitives,  ainfi 
leur  produit  eft  pofîtif. 

Mais  il  eft  évident  que  le  produit  des  quatre  grandeurs; 
a^-^bya^^-^by  a-^by  a, — by&c  celui  des  quatre^ — bya — b^ 
a^by  a-^by  font  precifément  les  fom mes  toutes  connues 
qui  viendroient  en  fubftituant  la  grandeur  a  au  lieu  de  x 
dans  réquatîon  compofée  des  équations  linéaires  x—^h 
s=a=o,  X — ^=0,  >:-^^=o,  x—^==o,  ou  des  équations 
linéaires  x  —  i  =  o,  x  —  ^  =  0,  x-^b^s^^o^  jif h-^  =  o ^ 
4onc,&c. 

\a  dcmonftration  fe  fera  de  la  même  manière ,  fi  Ton 
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iobftitue  la  grandeur  négative  — ^moindre  ou  plus  grande 
que  la  raciiie  égale  b. 

COKOLLAIRE, 

1 L  eft  évident  gue  ce  Théorème  eft  également  véritable 
par  raport  â  une  équation  compofée  d'un  nombre  pair  de 
racines  égales  qur  ont  un  même  figne  ^-  ou  — ,  &:  d'un 
autre  nombre  pair  d'autres  racines  égales  différentes  des 
premières  y  qui  ont  auflî  toute&le  même  figne-*-,  ou  le  même 
figne — . 

Remarques  four  le  Théorème  fuivant. 

Il 8.  i^Il  faut  remarquer  fur  les  racines  imaginaires,  dont  on 

Êarleradans  ce  Théorème,  qu'elles  font  toujours  en  nom- 
re  pair  dans  une  équation  compofée;  *  *  19; 

20.  Qu'elles  peuvent  être  de  deux  fortes,  ou  purement  *4'CM' 
imaginaires  comme  dans  ces  équations  linéaires  x^-hv^ — a^ 
=  6,  X -^  V — ^^=0  j  ou  contenir  une  partie  réelle ,  & 
l'autre  imaginaire,  comme  dans  celles-ci  x— ^h-V— ^^:=:o> 
X— ^  —  V  —  ^r=o. 

30.  Qu'étant  toujours  deux  à  deux  dans  une  équation 
compofée ,  fi  Tune  eft  purement  imaginaire,  l'autre  l'eft  auflî  : 
fi  l'une  contient  une  partie  réelle  &  l'autre  imaginaire ,  il 
faut  que  l'autre  contienne  la  même  partie  réelle  fous  le  mê- 
me figne  ^  &  la  partie  imaginaire  fous  un  figne  oppofé  ^  la 
raifon  en  efl:  qu'autrement  la  racine  Imaginaire  paroitroit  avec 
fon  figne  dans  l'équation  compofée,  où  l'on  fuppofe  qu'il  n'y 
en  paroît  aucune. 

4'*.  Dans  les  équations  où  la  racine  eft  purement  imâgi^ 
naire,  comme  dans  x-i-V  —  ab  =  o^  x  —  y/ -^ab-ss^o ;^ 
on  pourra  dire  que  la  racine  imaginaire  de  la  première  efl 
négative,  &  celle  de  la  féconde  pofitive  :  mais  dans  les  équa^ 
tions  X  —  ^H-|/— ^r  =  o,  X  —  b  —  \/— -^r=o,  on  dira 
que  les  deux  racines  font  pofitives  j  &  dans  les  deux  équa-  ^ 
tions  x-f-^-4-v^ — .^r=o,  Ar-4-^  —  V  —  ^rssco,  qu'elles    t 
font  négatives ,  ces  dénominations  étant  arbitraires. 
•    50  Une  équation  dont  les  deux  racines  font  imaginaires , 
êc  qui  a  tous  its  termes,  comme  xx  —  x^xh-^^  =5  o,  ou 

j^bc 
XX -H  2  ^x -H  ^^  sa  C)  contient  une  équation  de  deux  racines* 

'^bc 
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égales  toutes  deux  pofîtives ,  ou  toutes  deux  négatives  ^  Se 
de  plus ,  elle  a  dans  Ton  dernier  terme  tout  connu  une  &r^n- 
deur  pofitive^  outre  le  quarré  de  la  racine  égale }  ainu  Ton 
dernier  terme  -^  èi-^hlfc^  qui  eft  toujours  pofîtif  ^  furpailè 
le  dernier  terme  de  Téquation  des  deux  racines  égales  xx 
ihzbx^bb  d'une  grandeur  pofitive  -h  bc. 

TheokemeVL 

il2^.  ST  fon  fubfiHue  itne  grandeur,^  [oit  pofitive  ^foil{  négative  y  qui 
fait  moindre  que  la  fartic  réelle  des  racines  imaginaires  y  quand 
elles  en  ont  une  y  ou  qui  foi  t  plus  grande ,  ou  qui  lui  foit  égale  , 
-dans  une  équation  qui  afes  deux  racines  imaginaires  y  à  la 
flace  de  iirumnue  X ,  la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra  y 
aura  toujours  lejiffie  -4-. 

.Démonstration. 

l^  Le  Théorème  eft  évident  par  luî-même^quand  les  deux 
racines  de  l'équation  font  purement  imaginaires ,  comnoe 
dans  xx-^  bc:=iO'y  2®.  quand  les  deux  racines  imaginaires^ 
ont  une  partie  réelle  ^  qui  eft  toujours  la  même ,  &  avec  le 
même  Agne,  en  ôtant  du  dernier  terme  ta  grandeur  pofi« 
rive  qui  s*y  trouve^  &  latflant  le  quarré  pofitif  de  la  partie 
réelle,  Téquation  aura  deux  racines  égales  &  réelles ^  toutes* 
deux  avec  le  même  figne  :  donc  par  ce  qui  a  été  démontré 
pour  les  équations  des  racines  égales  en  nombre  pair  ic  avec 
le  même  figne,  en  iubfticuant.-H  ou  —  a  dans  cette  équa« 
tion ,  la  fbmme  toute  connue  qui  en  viendra  aura  le  figne  -h  j 
fc  fi  l'on  fiibftitue  la  partie  réelle,  qui  eft  la  racine  de  réqua- 
tion  qui  a  ^s  deux  racines  égales;,  k  fomme  toute  connue 
qui  en  viendra  iera  zéro  :  donc  en  y  ajoutant  la  grandeur 
pofitive  du  dernier  terme,  qui  eft  çdule  que  Téquation  a  deuC 
racines  imaginaires,  cette  fbnrme  aura  toujours  le  figne  -v-# 
CV  qu'ilfaloit  démmtret. 

C  O^K   O    L   L  A    I    IL  E      I. 

5>I  une  .équation  eft  compofée  de  quatre,  de  fix,  de  huit 
racines  imaginarres,  en  y  fubftkuant  â  la  place  de  tlntonnué 
une  grandeur  quelconque  a  pofitive  ou  négative,  la  fomme 
^uî  en  viendra  aura  toujours  le  figne -f-^  ' 
Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  du  fixiéme  Théorème 
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CorollaiileIL 

I L  n'y  a  aucune  grandeur  réelle  qui  étant  fubilituée  à*  la 
place  de  Tincoonue  d'une  équation  dont  toutes  les  racines^  - 
font  imaginaires  ^  donne  zéro  pour  la  fomme  toute  connue, . 

A 

Théorème      VIL 

130.  Si  une  équation  comfofée  a  flufieurs  racines  pofitives  (^  inéga-^ 

JeSj  &  qu*eBe  en  ait  encore  de  négatives^  qu^eUe  en  ait  menu 

encore  d'égales  en  nombre  f  air  ^  ^  quifoient  toutes  fofitives  ou 

toutes  négatives  ^  ou  quifoient  pofitives  en  nombre  pair ^df'  né^ 

gatives  en  nombre  pair}  qis  enfin  elle  en  ait  encore  (fi^on  veut} 

£ima^nairçSy  qui  font  toujours  en  nombre  pair  l  qu*onfubfiituê 

fucemvementdans  l'équation  compofee^  k  la  place  de  t  inconnue^ 

une  grandeur pofitive  a ,  i  ^.  moindre  que  la  plus  petite  des  pofiti*   . 

ves  inégales  \  x^ .  plus  grande  que  cette  première^  (^  moindre  qui 

la  féconde  racine  pofitive^  (^  ainfi de  fuite  ypar  raport  aux  feules 

pofitives  inégale  s ^U s  femmes  toutes  connuesquiviendrontdesfui^ 

fiitutions  fuccej/rves  auront  alternativement  les  figpes-^é^-^^ 

files  racines  pofitives  inégales  font  ennombre  pair  i  (jf^  altemati-- 

vement  —  é^ir^files  racines  pofitives  font  en  nombre  impair» 

Démonstration. 

\3u*o  N  conçoive  ieparément  Téquation  compofante  des 
racines  pofitives  inégales  ^  qu'on  nommera  ji ,  pour  rendre 
la  démonftration  plus  claire  j  &  feparément  Téquation  com- 
pofante des  racines  négatives  y  qu  on  nommera  B  ;  &  fepa- 
rément celle  des  racines  égales,  qu'on  nommera  C^& 
enjfîn  celle  des  racines  imaginaires,  qu'on  nommera  D.  Il 
eft  évident  par  le  troifîéme  Corollaire  fondamental  du  3  c 
Théorème,  *  quç  les  fubftitutîons  fucceflîves  des  grandeurs  a^  *  ,1  j. 
telles  qu'on  les  a  fuppofées ,  dans  l'équation  ^  à  la  place  de 
l'inconnue  x ,  donneront  fuccefltvcraent  des  fonimes  qui 
auront  alternativement  -4.  & — ,  ou  ~  &  -4-  :  Il  cft  auffi 
évident  par  les  4%  ♦  5%  *  &  6*  *  Théorèmes ,  que  les  mêmes  *  n^. 

1;randeurs  fucceffives  a  étant  fubftituécs  fucceflSvemenc  dani  *  ^^7- 
'  11.0 

es  équations  B^  C,  D^  les  ibmmes  qui  ennakrbnc  auront  ^  ■  ^* 

toqjoursle  figne-K  Ainfi  le  produit  qui  naîtra  de  la  multU 

plicatton  d'une  fomme  connue  qui  vient  de  la  fûbftitution 

de  a  dans  l'équation  ji  ^  par  le  produit  des  trois  fommes 
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connues  qui  viendront  de  la  fubfticudon  delà  même  grân- 
dejir  a  dans  les  trois  équations  B yC ^  Dy  aura  toujours  le 
même  ligne  que  celui  de  la  fomme  connue  qui  vient  de  la 
fubftitution  de  a  dans  l'équation  A  >  car  les  autres  fommes 
de  ^,  C,  Dy  ayant  toujours  -h,-  leur  produit  par  la  fomme 
connue  de  Â  aura  le  ligne  de  cette  fomme. 

Mais  il  eft  évident  que  le  produit  qui  vient  de  la  multi- 
plication des  fommes  connues  que  donnent  les  équations 
£  yC  yBy  par  la  fomme  connue  que  donne  Téquation  j4  y 
eft  la  fomme  toute  connue  qu*on  trouve  en  fubftituant  la 
même  grandeur  a  au  lieu  de  x  dans  Téquation  compofée 
des  quatre  équations  A^ByC  y  D.  Par  confequent  les  lam- 
ines toutes  connues  qui  naîtront  des  fubftitutions  fucceflî ves 
des  grandeurs  a  y  telles  qu'on  les  a  fuppofces^  dans  Téqua- 
tîon  compofée  des  quatre  A  y  JBy  Cy  Dy  au  lieu  de  Tinconnue  x, 
iauront  alternativement  -»-  &  — ,  ou  —  &-f-*  Ce  qu'il  faloit 
démontrer. 

CoROLLArUE        Ir 

S I  en  fubftituant  deux  grandeurs  polîtives  connues  -^aSc 
'^b y  Tune  après  l'autre  dans  une  équation  quelconque,  à 
la  place  de  l'inconnue  x  y  les  deux  fommes  connues  qui  en 
naîllent  ont  les  lignes  oppofex  -4*  &  — ,  ou  —  &-h,  il  eft  cer- 
tain qu'il  y  a  au  moins  une  racine  pofîtive  de  cette  équation 
entre  les  deux  grandeurs  a  &l  bj  c'eft. à-dire,  plus  grande 
que  ta  moindre  des  deux ,  &  plus  petite  que  la  plus  grande 
des  deux  grandeurs  aiscb. 

.    Il  faudroit  conclure  la  même  choie  fî  on  dîvîfoit  la  même 
équation  par  x  —  a=o^  &enfuite  par  x — ^=0,  &  que 
les  deux  divilîons  donnaflent  deux  reftes  qui  eulïent  des  fîgijes 
»  Il 8»  oppofez,  ^ 

Corollaire      II.' 

Si  l'on  fiibftituoît— ^3  —  by  Tune  après  l'autre  ^  à  la  place 
de  x^  ou  11  Ton  divifoit  l'équation  par  at^^^^sso,  &:par 
x-f-^=  o,  &  fi  les  deux  fommes  qui  naitroient  des  fubfti- 
tutions^ ou  les  deux  reftes  des  divilîons,.  avoient  des  fignes 
»iiç,  oppofez,  il  eft  certain  *  qu'il  y  auroit  au  moins  une  racine 
^^*^*  négative  entre  les  deux  grandeurs  aSc  by  phis  grande  quç 
la  moindre  des  deux^/ôt  plus  petite  que  là  plus  grande  des 
deux  grandeurs  a^b. 

COROLLAIRB 
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COKOLLAIKE       III. 

Si  l*on  transforme  une  équation  en  deux  autres,  \^.  en 
fuppolànt  rinconnue  4^  Téquation  A:  =  5;,-Hi^3&fubfticuant 
j^^  a  au  lieu  de  x  dans  Téquation  5  lo.  en  fuppofant  Tin- 
connue  X  =^  -H  ^,  &  fubftîcuant  ^-H^  au  lieu  de  x  dans 
Téquacion ,  &  que  les  deux  derniers  termes  des  transfor- 
mées ayent  deux  fignes  oppofez,  il  eft  certain  qu-Ml  y  a  au 
moins  une  des  racines  pofitives  de  Téquatîon  propofce  entre 
a  &c  i^  plus  grande  que  la  moindre  des  deux ,  &  plus  petite 
que  la  plus  grande  des  deux  grandeurs  a  èc  6.  . 

Mais  fî  J'on  fuppofe ,  lo.  x^=z^ —  a,  &c  enfuite  x  ^sssxy 
•~  ^^  6c  fi  après  avoir  fait  les  fiibftitutions  de  ;;^—  a  au  lieu 
de  j^,  &  de^  —  ^  au  lieu  de  x  dans  Téquatîon ,  il  vient  deux 
transformées  dont  les  fignes  foient  differens ,  il  eft  certain 
qu'il  y  a  au  moins  une  racine  négative  de  Téquation  entre 
les  grandeurs  ahih. 

Ces  trois  Corollaires  font  des  fuites  évidentes  des  Théo- 
rèmes pr écedens.  *  *  1 1 8 , 1 1 ^, 

COHOLLAIRE       IV.  ***^ 

V^Uand  on  peut  trouver  deux  limites  pour  chacune  des 
racines  d*une  équation  ^  c'eft-à-dire  deux  grandeurs  pour 
chaque  racine,  dont  Tune  eft  moindre  &  Tautre plu?  grande 
que  cette  racine,  il  eft  certain  que  toutes  les  racines  de  Téqua- 
tîon font  réelles  &  inégales  j  car  il  n'y  a  pas  de  limites  pour 
les  imaginaires ,  puifqu*on  a  démontré  *  que  quelque  gran-  *  12^, 
deur  qu'on  fubftitue  dans  une  équation  dont  les  racines  font 
imaginaires ,  la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  a  tou- 
jours -H  ^  &  îl  eft  évident  qu'il  n*y  a  pas  d'autres  limites  entre 
les  racines  égales  que  zéro. 

Corollaire     V. 

S I  Ton  peut  trouver  deux  limites  pour  chaque  racine  d'une 
équation,  ou  fi  Ton  trouve  les  limites  des  unes,  &  zéro  pour 
les  limites  des  autres  5  ou  fi  Ton  trouve  zéro  pour  les  limited 
de  chacune ,  toutes  les  racines  de  Téquatîon  font  réelles  j 
.car  on  ne  fçauroit  trouver  pour  les  imaginaires  des  limites 
dont  Tune  foit  moindre  &  Tautre  plus  grande  que  chaque 
racine  imaginaire  j  on  ne  fçauroit  auffi  trouver  z.ero  pour 
Tim€  I.  Nn 
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les  limices  des  racines  imaginaires  :  Âinfi  quand  on  trouve 
les  limites  de  toutes  les  racines,  ou  du  moins  zéro  pour  leurs 
limites  :  elles  font  toutes  réelles. 

première  fnffofititnL 

jL  E  5  équations  linéaires  de  toute  équation  compofëe,  dont 
toutes  les  racines  font  réelles  inégales  &  poficives ,  fbienc 
repréientées  par  x  —  i^=so,  x  —  ^  =  o,  x  —  r=o, 
X  —  1/  SB  o ,  &c.  que  ces  racines  aillent  en  augmentant 
dans  Tordre  qu'on  les  voit  ^  c'eft-i-dire ,  que  a  foit  la  plus 
petite ,  &  b  plus  grande  que  ayC  plus  grande  que  ^;  &  ainfi 
de  fuite  :  que  la  difiêrcnce  de  /^  &  de  ^  foit/^  celle  de  ^  & 
de  c  foit  g>  celle  de  ^  &  de  i  foit  b^  &  ainfi  de  fSite  j  Ton  a 
^j^f^sszb^  a-^gssiCy  a^bs=id.  Que  les  difierencés  de 
la  féconde  racine  b  d'avec  les  autres ,  foient  exprimées  pat 
les  mêmes  lettres  de  fuite  f^g,bj  &c.  aînfi  la  dinèrence  de  6 
&  de  ^  foit  /,  celle  de  *  &  de  r  foit  g,  celle  de  b  Si  de  d 
foit  by  &c.  (On  fê  fert  des  mêmes  lettres  pour  marquer  les 
différences ,  quoiqu'inégales ,  afin  de  rendre  la  choie  plus 
iiniple ^ ) ainfi  i^ ss  ^ — /,  r  =  ^-4-g,  d=b-^h.  Que  les 
différences  de  la  tr^fiéme  racine  d^avec  les  autres  foient 
aufli  marqués  par  les  mêmes  lettres/^  g^  h ,  iu:.  aind  as=e 
•-P-./,  b=^c — g,  d  =  C'¥'b.  Enfin  que  les  difierences  de 
quelle  tacine  on  voudra  de  l'équation  d'avec  les  autres  ^ 
foient  marquées  de  fuite  par  les  lettres  f^g^h^  &c. 

i<>.  Il  eft  évident  que  les  équations  linéaires  dont  l'équation 
eft  compofée  ^  peuvent  être  repréfêntées  par  des  équations 
linéaires ,  qui  auront  toutes ,  celle  des  racines  de  la  propofée 
qu'on  voudra  y  jointe  avec  les  dîâferences  qoi  font  entre  cette 
racine  &  les  autres. 


Pxemieres.         Secondcf,  Tcoifiémes.  Quacriémet.  Cinqaiémes. 

«r<^-.«  =  9=;r  —  a         ssso  sas»  —  b^f^sio  =»« —  c^  frs.  o  =«  —  J-4-/=o 
m  —  i«»o  ^x  —  4  —  f^r^<>  sspx^-i         «=o  =■* —  r-f-^=o=*  —  J-f-f  =  ® 

tt CssO    sssX a  —  ^=0    sssX'^^b g  =  0    =aP c  sOsX J^^ïssO 

;V'— <(sss«i  Tssx — '  a^^ksss  o   10JP — k  «— ïs=o  ssa'x —  #  —  AsaQsssJT  —  i  SsO» 

%•'.  Ueft  évident  que  le  produit  des  premières  équations,  ce- 
lui des  fécondes,  celui  des  troifiémes,  celui  des  quatrièmes, 
celui  des  cinquièmes,  font  tous  égaux,  &  que  les  équations 
compofëes  qui  viennent  de  ces  produits ,  font  precifément  la 
même  équation  ibus  différentes  expreffions,  comme  on  le  voir 

ici.  1 1  faut  les  former  fin  même  pour  fe  rendre  cette  formati<m 
familière. 
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Premicre  équation* 
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acxx  —  ahdx 
Oiixx  —  acdx 
bcxx  —  bcdx 
hdxx 
cdxx 

Seconde  éqmtion; 


o; 


—  fi^  -+-  }fiuex  -^  ^faax  -f-J^'    =5 


iaaxx —  44'* 
y*      —  ^axx 


)4ajp 


)«4» 


<4-  jçy     —  xax 
XX     — .  zax 


«MX4-/» 


Ttoifiéme  ^quanoa; 


—  fg»x  -H  ifgbx  —fgbb 

—  fkxx  -H  1^*  — /«*  73 
H-*j:A«»   ^%ghbx'^ghbb  =» 


^JC 


;cx 


4-ïï      ^=^   XH-/«* 


Qaatriéme  éqaition* 

4-y*î    —  î/t**  -4-  }fcCX   fc^     ssa 

4^gX^  ?^r«r-f-  ^gCCX  — g^     txa 

— •*»*  H-  ^hcxx  —  ^cx  +.  fc'    =33 

^fgxx  —  ifgcx -i^  fgcc  = 

' — /ibor  H-  zfkcx  *^ /7kc  =^ 

•—  ^A«c  •+-  ig*f jp  —  ^*f ^  =s 

~  ^kx  -\-fghc  «s 

Cinquième  équation 

^  ^^^6iixX^^^X    -+.</♦      sas  «^  _  ^ 

4-^»   — rf'dxx -h  ifddx  —  fd^    =! 

4-^*'  — igdxx-^  igddx  r-- gd*   = 

4-te»  —  ji^dîc^r-h^iWdir  — W*   = 
-{-)^*j?  —  ifgdx+'fgàdssA, 

^fhcx  -^  ifkdx-hfkdd= 

Hrgixx  —  igkdx+'gbdd^ss 


4g<y*  "H  ^ççyjg  —  4c*Jf  H"  g'  X  ' 

y^     ^CXX  4-  )CgX  —  c*  X  "+"/ 

X^      —   j^J^y    >^^t€X   ^€    X'+'g 

«x-*->g: 

ScX—fk 
ce  X—gi 


XX 


—  xcx 


XX, 


*— .  xcx 


XX     •—  xcx 


6ddxx  —  ^^x^ d*  X   ^ 

H-*  ^    —  ?^jtf  ■+-  )^  —  J/  X  "^/ 

+  Jg*     "^  ^dxx  -H  \ddx—d\  X4-* 
•4^i?    —  l^jtf  -H  ?<^^  —  d^  X+' 

XX     *—  ^i»  H"  df J  X+/X 
**     —  ^<^  -H"22[  x^gh 


Nnij 
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THEOREME        VII  L 

131.    To  VT  E  équation  comfofée  ^  dont  les  racines  font  ré e  De  s  iné- 

gales  (iffofitives^  fiut  être  connue  comme  contenant  toutes  les 

équations  faites  de  feules  racines  égales  à  ce  Se  de  fes  racines 

qu*6n  voudra ,  quifuivent. 

i^.  Une  équation  du  degré  de  la  fropope  y  par  exemple  du  4c 
degré  y  dont  toutes  les  racines  font  égales  a  celle  qu* on  voudra  des 
racines  de  la  propofée  ,  laquelle  équation  de  racines  égales  efi 
multipliée  par  P unité. 

1^.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d'un  degré 
que  la  précédente  ^  multipliée  par  chacune  des  différences  qui  efi 
entre  cette  racine  égale  (^  les  autres. 

3"*.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  £un  degré 
que  la  précédente  y  multipliée  par  chacun  des  produits  des  mêmes 
différences  multipliées  ent/eUfs  deux  à  deux. 

4**.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  £un  degré 
qUe  la  précédente  y  multipliée  par  chacun  des  produits  des  mêmes 
différences  multipliées  entr* elles  trois  à  trois. 

Et  ainfi  de  fuite ,  jufqu'k  ce  quon  foit  arrivé  k  une  équation 
linéaire  qui  a  la  même  racine  égale ,  &  laquelle  équation  linéaire 
efi  multipliée  parle  produit  des  mêmes  différences  multipliées  tou-^ 
tes  les  unes  par  les  autres. 

Ce  Théorème  eft  évident  par  la  fuppofîtion  précédente» 
Remarque  fur  cette  formation  des  équations. 

oUpposant  que  Ton  marque  chacune  des  racines  ^,  h^^i^^ 
de  la  propofée,  par  kyon  aura  l'équation  fuivante, 


**  —  ^kx' 

'  -\-(>hkxx 

—  4^^ 

^IC 

-Hx' 

—  "^kxx 

-H  ikkx 

'     h' 

-Hx» 

— -  '^kxx 

-H  -^kkx 

—  k* 

•l-x* 

—  "^kxx 

-H  ikkx 

k' 

• 

-H  XX 

—  xkx 

^kk 

^  XX  ^ 
^^  XX 

—  %kx 

I 

^  tir/" 

x±h 
x±fh 

x±_fgh 


a^^ya^j^dya-^-^idya-^idya-k-o. 

Le  premier  terme  de  Téquation  linéaire  '^fghx^fgh  x  k^ 


[ 


»3i- 


L    I   V    R.    E        V  î.  tî^ 

qui  eft  la  dernière,  a  le  figne  — ,  files  racines  font  en  nom- 
bre pair,  &  qu*on  conçoive  que  k  reprçfente  la  plus  petite 
racine  a  de  la  propofée  j  &  il  a  le  figne  -i-,  fi  les  racines  font 
en  nombre  impair. 

Le  même  premier  terme  fghx  a  un  figne  oppofé  au  pré- 
cèdent, fi  Ton  conçoit  que  k  repréfente  la  féconde  "racine  6. 
11  a  un  figne  oppofé  au  précèdent,  fi  k  repréfente  la  troi- 
fiéme  racine  c.  Il  a  un  figne  oppofé  au  précèdent ,  fi  k  re- 
prcfente  la  quatrième  racine  ^>  &  ainfi  le  terme  fghx  a  alter* 
Hâtivement  les  fignes-n  & — ,  ou  —  &-+-:,  félon  qu*on  con- 
çoit réquation  propofée  formée  fucceflîvement  par  la  pre- 
mière racine  de  la  propofée,  enfuite  par  la  féconde,  enfuite 
par  la  troifiéme,  &c. 

La  raifon  en  eft  évidente ,  fi  Ton  fait  attention  qu*îl  eft 
le  produit  de  toutes  les  différences  de  la  racine  qu'on  em^ 
ployé  dans  la  formation,  d'avec  tous  les  autres,  multiplié 
par  X. 

Seconde  fuppojition. 

S I  on  multiplie  la  ic,  la  3%  la  4^,  la  5c  équations  qui  précè- 
dent, repréfentées  par  Téquatîon  de  la  remarque  précédente, 
fi  on  multiplie,  dis-je,  feparément  chacune  de  ces  équations 
par  les  termes  d'une  progreflîon  arithnietîque  quelconque, 
en  multipliant  le  premier  terme  de  Péquation  par  le  pre- 
mier terme  de  la  progreflîon ,  le  fécond  par  le  fécond ,  & 
ainfi  de  fuite  j  il  eft  évident  que  les  termes  de  chacune  des 
équations  compofées  de  racines  égales ,  qui  font  contenues 
dans  chacune  de  ces  quatre  équations,  feront  multipliez  de 
fuite  par  les  termes  d'une  progreflîon  arithmétique* 

Théorème     IX. 

Si  on  multiplie  fepariment  de  fuite  les  termes  de  la  t^^  delà  3c, 
de  la  4c,  delà  5  c  équation  précédente  parles  termes  d'une  pro^ 
grej/ion  aHthmetiquey  les  équations  particulières  compofées  de 
racines  égales^  contenues  dans  chacune  de  ces  équations  y  auront 
encore  après  la  multiplication  une  de  leurs  racines  égales ,  ex- 
cepté la  feule  équation  lijieajre. 

C*E s  T-à-dîre,  après  avoir  multiplié,  par  exemple,  la  fé- 
conde équation  par  les  termes  de  la  progreflîon  arithméti- 
que ,  le  produit  de  l'équation  de  quatre  racines  égales ,  celui 

Nn  iij 
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de  réquacion  de  trois  racines  égales,  celui  de  l'cquation  de 
deux  racines  égales,  tous  ces  produits  auront  encore  tous  la 
racine  égale  commune  ;  il  n'y  aura  d'excepté  que  le  lèul  pro- 
duit de  réquation  linéaire,  qui  n'aura  plus  unefacine  corn* 
mune  avec  les  autres. 
Ce  Théorème  a  été  démontré  dans  la  dernière  Seâioa 
*74.  du  quatrième  Livre,  * 

CoKOLLAtHE      L 

^33'  Si  après  avoir  multiplié  celle  qu'on  voudra  de  la  i«,  3^^ 
4%  5 s  équation  précédente,  par  une  progreffion  arithmeti^ 
que,  on  lubftitue  à  la  place  de  l'inconnue  dans  le  produit, 
k  racine  égale,  fçavoir  a  dans  le  produit  de  la  i^ ,  6  dans 
celui  de  la  3^,  r  dans  celui  de  la  4^,^  dans  celui  de  la  5% 
toutes  les  quantitez  du  produit  fe  détruiront  par  des  figne» 
Oppofex,  excepte  les  feules  quantitez  du  produit  de  l'cqua-r 
don  linéaire. 

Car  en  fubftituant  en  d^  équations  une  racine  de  ces 
équations,  à  la  place  de  l'inconnue ,  tous  les  produits  fè  dé^ 

•  j I.   truifent  par  des  lignes  oppofez^ * 

COKOLLAIKE       II. 

134.  Si  on  multiplie  feparément  la  ic,  la  3*,  la  4«,  la  ye 
équation  précédente,  par  les  termes  d'une  progreffion  arith^ 
metique  qui  va  en  diminuant,  &  qu'on  fubftitue  dans  le  pro« 
duit  la  racine  égale  de  cette  équation  ,  fçavoir  a  dans  le 
premier  produit,  i  dans  le  fécond*  c  dans  le  troifiéme,  d 
dans  le  quatrième,  d  la  place  de  l'inconnue  j  il  eft  évident 
que  parmi  les  deux  quantitez  du  produit  de  l'équation  li- 
néaire ,  qui  rcftent  fèules  ^  la  première  eft  la  plus  grande. 

Car  elles  font  toutes  deux  la  même  quantité  fouis  difle- 
rens  fîgnes,  fç^zvoirfgha  dans  le  produit  de  la  fcconde  ^fght 
dans  le  produit  de  la  troiCiéme  ^  fghc  dans  celui* de  la  qua- 
triéme ,  fghd  dans  celui  de  la  cinquième  :  mais  la  première 
de  ces  deux  quantitez  égales  eft  multipliée,  parlafuppofî- 
tion ,  par  un  plus  grand  terme  de  la  progrçffion  arithméti- 
que, &  la  féconde  par  un  moindre }.  par  confequent  la  pre-. 
miere  eft  la  plus  grande. 
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COK.OLLAIK.£       III. 

155.  13' O  u  il  fuit  que  le  iîgne  de  la  première  des  deux  quatu 
ticez  de  réquacion  linéaire  eft  celui  de  la  fomme  toute  con^ 
nue  qui  demeure  après  la  fubftitution. 

a 

COKOLLAI&E      IV. 

*3^*  Si  on  multiplie  fèparément  la  féconde  équation  précé- 
dente^ la  3e,  la  4c  &  la  y%  par  la  progreffion  arithmétique 
4^3,2, 1,0,  de  manière  que  le  dernier  terme  foît  multiplié 
par  zeroj  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  fî  on  multiplie  fe- 

{)aFémenc  chaque  terme  de  ces  équations  par  T^poiant  de 
'inconnue  de  ce  terme,  &  le  dernier  terme  par  zéro  j  &  fi 
après  avoir  divifé  chaque  produit  par  Tinconnue  x ,  on  fub- 
ftitue  dans  le  produit  de  k  féconde  la  première  racine  a  au 
lieu  de  l'inconnue,  la  fomme  toute  connue  qui  reftera,  fera 
— )^A  ;  c*cft-à-dîre ,  le  produit  de  toutes  les  différences  qui 
font  entre  la  première  racine  a  &  toutes  les  autres  racines» 
Si  on  fubflitue  b  dans  le  produit  de  la  sroifiéme,  la  fonîme 
toute  connue  fera-^/gi&  ;  c'eft-à-dire,  le  produit  de  toutes 
les  difïèrences  qui  font  entre  la  féconde  racine  b  &c  toutes  les 
autres  racines.  Si  on  fubftitue  c  dans  le  produit  de  la  qua- 
trième, la  fqmme  fera  -^fgh  y  c*eft-à-dire,  le  produit  de  tou- 
tes les  diflfercnces  qui  font  entre  la  troifiéme  racine  c  & 
toutes  les  autres  racines.  Enfin  fî  on  fubftitue  d  dans  le  pro« 
duitdela  cinquième,  la  fomme  fera^/gy^s  c^eft-â-dire,  le 
produit  de  toutes  les  diÔerences  qui  font  entre  la  quatrième 
racine  d  &  toutes  les  autres  racines,  . 

Pour  faire  la  démonftration  de  ce  Corollaire,  il  n^y  a  quU 
en  faire  Toperation. 

Seconde  éqaiûoth 


— fa^    +•  ifàxx  —  xf4$ax  H-^^   =a     a-»  «>     —  taxx  -4-  \aax  — "1?  V  —  / 
—  ^*'    4-  »«*«  —  3^«««  -H  ^4^  aa      H-  x^     —  %axx   -h  %aax  —  4<  X  —  S 


fcr*    4-  ^htxx  —  jkaax  +  ^^   =3      •^  j^»    —  ^axx  «f-  ^aax  — ■  gS  )(  —  k 


-f-^Jo*  —  3^kax  •+•  giaaasa  ■+•«»       — •  ^    -4~^  X  +gk 
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Produit  des  termes  de  l'équation  précédente  par  les  ccrnsfS  de  la  progreflioA 

arithmétique. 

—  uax^  +•  iiaaxx  —  4a^x   H-  o  =  ^^  —  iiox^  -4-  itaaxte  —  4alx-4^o  X    * 
*^  j/jf*    •+-  6faxx  —  ^faax  H-  o  5=         4-  ^jr^      —  éaxx     H-  %adx  —  o  X  — / 


—  }S^^   "i"  ^S^^^  —  ^gaax  -+-  o  =        -f-  5 jc<      —  6axx     4^  ^4tfjp  —  o  X  —  S 


^ifgxx. —  zfgax-ho=a  +  ixx      —  itf*  4-  o  X  +■  yJT 

•+-  2./A«Jv  -—  ifhax  -f-  p  =a  -f-  ixx      —  lax  4-  o  X  •+"/* 

i-J-  xjfAw  —  %gMx  -f-  o  =»  -f-  »ar«      —  xax  4-  o  X  -+-^# 


Divifant  cous  les  termçs  par  ^x^  i^  fubfticuapc  4- ^  an 
lieu  de  X ,  Ton  trouve 


^  ^fa0  ^  éfaa     —  j/îui  =4-  ^tf4   —  64Hr  -t-  )^      X  —  / 

^^  j^r^^  -I-  ^g44    —  j^tftf  ç;s       -I-  \aa  —  ^g4  -f-  ^tf4      X  —  S 

^  ^iaa  4-  6haa    —  3AW  5=       +•  54a  —  ^aa  H-  >4j      X  -^  * 

4-  lyffcf    _  ifha  sa  4-   x4    —   la    '  X  +•/* 

Hh  *£*4    —  if  A4  =;3  Hh  *4    —  14       X  +  f^ 

--/£;♦  ^  •+-!.      X— J&* 

'  Il  eft  évident  qu^cous  leS  termes  fe  dctruîfent  par  des  fi- 
gnes  oppofçx ,  &  qa*il  ne  refte  que  le  produit  des  trois  diflfe- 
rences  -^fgh. 

Il  eft  auffi  évident  qu*cn  faifant  une  opération  femblabiû 
pour  la  troifîcme  équation ,  on  trouvera  le  feul  refte  -ï-f^h. 

Pour  la  quatrième  on  trouvera  — fgh. 

Pour  Ja  cinquième  on  trouvera  -^^h. 

Enfin  il  eft  évident  que  ce  Corollaire  convient  aux  équa- 
tions de  tous  les  degrez,*  &  l*on  n'en  a  pris  une  du  quatrième 
que.  pour  faire  concevoir  plus  clairement  ce  Corollaire  par 
làîi  exemple. 

Mais  il  eft  évident  que  s'il  y  a  des  racines  égales  dans  la 
propofée,  la  différence  qui  eft  entre  les  racines  égales  étant 
zéro  ^  &  le  produit  de  zéro  par  les  autres  différences  étant 
auffi  zéro,  il  eft,  dis- je,  évident  qu'en  fubftituant  chacune 
des  racines  égales  dan,5  le  produit^  la  fomme  toute  connue 
fera  zéro  j  ainfi  la  racine  égale  étant  fubftîtuèe  dans  le  pro- 
duit, eft  elle-même  une  racine  de  Téquatiôn  que  forme  le 
produit  )  puîfqu'étant  fubftitiièç  dans  le  produit  à  la  place 

* ji.de  riocQOjjue ,  ellç  le  rend  égal  à  zéro,* 

■ 

COJIOLLAIRE  V: 


Livre     Vï.  tSj 

É  ^ 

Corollaire  V.  fondamental. 

137.  S I  on  multiplie  tous  les  termes  d'une  équation  quelconque , 
de  quelque  degré  qu'elle  puîfïè  être,  dont  toutes  les  racines 
font  réelles,  pofîtives  &  inégales ,  chacun  par  le  nombre  qui 
eft  rçxpofant  du  degré  qu*a  l'inconnue  dans  ce  terme ,  &  le 
dernier  terme  par  zéro  3  &  fi  après  avoir  divifé  tous  les  ter^ 
mes  par  l'inconnue  x  ^  Ton  fubftitue  dans  le  produit  à  la  place 
de  rinconnue ,  i<>.  la  première ,  c'eft-à-dire ,  la  plus  petite  ra-» 
cine  de  l'équation  propofée^la  fomme  toute  connue  qui  en 
viendra  étant  preciiëment  le  produit  de  toutes  les  dijÊFérerices 
qui  font  entre  la  plus  petite  racine  &:  chacune  des  autres  raU 
cînes ,  il  s'enfuît  que  fi  l'équation  eft  d'un  degré  impair ,  par 
exemple  du  5*  degré,  il  y  aura  un  nombre  pair  de  difierep- 
ces,  par  exemple  quatre  différences  j  &  comme  elles  ont  cha- 
cune le  fîgne — ,  leur  produit  aura  le  fîgne-n.  Si  l'çquatioa 
eft  d'un  degré  pair,  comme  du  quatrième,  il  y  aura  un  noin-i 
bre  impair  de  différences,  ainfî  leur  produit  ^ura*—, 

1^.  Si  on  fiibftîtuela  féconde  racine,  la  fomme  toute  con*^ 
nue  étant  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  féconde  racine  &  les  autres,  la  différence  qui  eft  entre 
la  féconde  racine  &  la  preriiiere  ayant  le  figne -+-, .&  cha- 
cune des  autres  le  figne — ,  leur  produit  aura  lé  figne  op^ 
pofé  à  celui  du  produit  précédente 

3®.  Si  on  fubititue  la  troifiéme  racine  dans  le  même  pro* 
duit,  les  différences  de  cette  troifiéme  racine  d'avec  la  pre- 
mière &  la  féconde  ayant  chacune  le  figne  -h,  &  chacune 
des  autres  différences  ayant  le  figne  —,  leur  produit' aura 
un  fîgne  oppofé  au  précèdent. 

D'où  Ton  voit  que  la  fubftîtutîon  des  racines  de  l'équatiori 
iuccelEvement  les  unes  après  les  autres  dans  le  pro^duîc  de 
l'équation  multipliée  par  la  progreiîîôn  arifchmetiqtre,  don- 
oera  pour  les  fommes  .toutes  .connues  qui  ep  viendront ,  les 
fignes  alternatifs  -4-  &  —  dans  les  équations  des  degrez  im- 
pairs ,  &  —  &  -+.  dans  celles  des  degrex  pairs. 

Ce  Corollaire  eft  une  ifuîte  évidente  de  celui  qui  précède. 

C   O    H'O   L    L  A   I   K   E      VI. 

ï  3  8.  M  A I  s  lorfaue  des  grandeurs  étant  fubftituées  feparémcnc 
de  fuite  i  Ui  place  de  rinconnue  dans  une^  équation ,  les  fonï. 
Tmt  7.  O  o  ^ 
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mes  coûtes  connues  qui  viennent  de  ces  fubditutions ,  ont 
alternativement  les  fignes  -4-  &  1 — ,  ou  —  &  -v-  ^  ces  gran- 
deurs font  les  limites  des  racines  de  cette  équation  par  le 
troifîéme  Corollaire  du  troifîéme Théorème: Donc  les  ra- 
cines  d'une  équation ,  dont  toutes  les  racines  font  réelles  y 
pofîtîves  &  inégales,  font  les  limites  de  l'équation  nouvelle 
qui  vient  de  la  multiplication  de  chaque  terme  de  la  pre- 
mière par  le  nombre  qui  eft  Texpofànt  de  L'inconnue  de  ce 
ternie  ^  &  de  fon  dernier  terme  par  zéro. 

COHOLLAIRE   VII.   QJJI    EST    FONDAMENTAL» 

:î39-  Mi  A 1  S  les  racines  d'une  première  équation  ne  fçauroîene 
être  les  limites  des  racines  d'une  féconde  ^  que  les  racines 
de  la  féconde  ne  foient  auffi  les  limites  des  racines  de  la 
première^  par  confequent  fî  on  multiplie  les  termes  d'une 
équation  quelconque^  dont  toutes  les  racines  font  réelles^ 
pofîtives  &  inégales,  chacun  par  le  nombre  qui  eft  Tëxpo* 
iant  de  Tinconnue  de  ce  terme ,  &  le  dernier  terme  par 
zéro,  les  racines  de  Téquation  qui  vient  de  cette  multipli- 
cation, font  les  limites  des  racines  de  Téquation  propofcej 


5 


r 


r  ! 

0. 


4JC  — j«x*  -+-  ipxx  — qx 


par  exemple  fuppofant  que  x* 

représente  une  équation 

dont  toutes  les  racines 

font   réelles ,   pofîtives 

&  inégales ,  fî  on  muL  ou  4^'  —  3  nxx  -4-  ipx    —  ^  =t  o , 

tîplie  chaque  terme  par  l'expofant  du  degré  de  Pinconnue 

de  ce  terme,  &  le  dernier  terme  par  zéro,  Pon  aura  4X* 

—  3»x'  -f-  ifxx  —  ^x  =  o  j  ou  bien  dîvifânt  par  x,  4x^ 

—  3»xx-f-  ipx  — f  t=o  j,  les  racines  de  cette  dernière 
équation  font  les  limites  des  racines  de  la  propofëe* 

Ce  Corollaire  eft  évident  par  ce  qui  précède. 
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réelles^ 
des  limites 


C   o    &    o    L    L   A    I    K    £      VIII: 

I.  QUand  les  racines  dé  la  propofëe  font  toutes 
pofitives  6ç  inégales ,  les  racines  de  Téquadon  de 
qui  vient  de  la  multiplication  de  la  propofée  par  les  termes 
de  la  progreflîon  arithmétique,,  font  auflî  toutes  réelles,^ 
pofîtives  &  inégales  ^  puifque  toutes  les  fubftîtutions  des 
jracines  de  la  propofée  à  la  place  de  Tinconnue ,  donnent 
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des  fommes  fiicceffives  qui  ont  alternativement  les  fîgnes  -f- 
& — ,  ou —  &-H.    ' 

Corollaire     IX. 

141.  "  A  R  confequent  s*il  y  a  des  racines  égales  dans  réquatîon 
idts  liiliitès,  îî  y  a  ncceflàiremeht  des  racines  égales  dans  la 
propofée':  Et  comme  Ton  a  démontre  dans  la'  dernière 
Seâion  du  4^  Livre,  *  que  quand  on  multiplie  les  termei  ^74^ 
d'une  équation  propofée  qui  a  des  racines  égales,  par  les 
termes  d'une  progreffion  arithmétique ,  Téquation  qui  en 
vient  a  autant  de  racines  égales  moins  une  que  la  propofée  j 
il  eft  certain  que  quand  Téquarion  des  limites  a  des  racines 
égales,  Péquation  propofée  a  les  mêmes  racines  égales^  6q 
une  de  plus. 

Corollaire     X. 

;i42«  S  *I  L  y  a  des  racines  imaginaires  dans  l'équation  des  limL 
tes,  il  eft  certain  qu'il  y  a  le  même  nombre  de  racines  ima- 
ginaires (  qui  font  toujours  deux  à  deux }  dans  la  propofée. 

Car  fi  la  propofée  avoit  toutes  fes  racines  réelles ,  il  eft 
évident  que  Téquation  des  limites  les  auroit  auflî  toutes 
réelles ,  puifque  fî  les  racines  de  la  propofée  étoient  toutes 
réelles,  pofitives  &  inégales,  les  racines  de  Téquation  des 
limites  feroient  aufS  toutes  réelles,  pofitives  &  inégales  par 
le  huitième  Corollaire  j  fî  U  propofée  avoit  toutes  fes  ra^. 
cines  égales,  toutes  les  racines  de  Téquation  d^s  limites  fe- 
roient auffi  égales  &  réelles ,  par  le  neuvième  Corollaire  j 
fi  les  racines  de  la  propofée  etoient  en  partie  égales ,  &  en 
partie  inégales,  on  prouveroit  toujours  par  les  Corollaires 
précedens,  qu'étant  fubftîtuées  par  ordre  dans  Téquation 
des  limites,  elles  donneroient  de  fuite  des  fommes  toutes 
connues  qui  auroient  ^-  &  — ,  ou  —  &-♦-,  ou  zéro ,  comme 
on  le  verra  clairement  dans  les  remarques  fuivantes  j  ce  qui 
ne  peut  convenir  qu'à  une  équation  dont  toutes  les  racines 
font  réelles  j  par  confequent  s'il  y  a  des  racines  imaginaires 
dans  l'équation  des  limites,  il  faut  qu'il  y  ait  le  même  nom- 
bre de  racines  imaginaires  dans  la  propofée.  Ce  qu*il  faUit 
démontrer.  ^ 


Ooi] 


i^x  Analyse     demonthe's. 

R  £  M  A   R.  Q^U   1   s^ 

L 

143^  QUa.i$[,d  on  multiplie  une  cquadoa  quelconque 

comme  .  .  •     jc^   — »x*    -h^x'     — ^xx  -4-rx  — ^ /asso , 

par    ,  .  .  •  •      j 4  3. 1         1.0^ 

l*on.  trouye       yx^ — 4gx^H- 3^x^  — iqxx-^rx  —  0  =  o^ 
qui  fe  réduit  à  Jx*  —  4»x'  -4-  3^xx  —  xqx   -h  r  =  o  5 
Ton  peut  toujours  fuppofer  que  le  produit  qui  vient  de  lu 
multiplication  eft  une  équation.. 

Car  rinconnue  x  du  produit  pouvant  être  confîderée 


à  zéro ,  en  mppôfant  que  x  repréfente  dans  le  produit  ces- 
^aleursUà:^  il  eft  évident  que' le  produit  peut  être  fuppofd 
^gal  à  zèrov 

IL 

D*où  Von  voit  que  les  valeurs  de  x  dans  le  produit ,  c'eft- 
àdire  y  que  les  racines  du  produit  Tupoofé  égal  à  zéro ,  ne 
font  pas  les  racines  de  Téquation  propoiee^  mais  elles  en  font 
différentes,  à  moins  qu'il  n'y  eût  des  racines  égales  dans  la 
propofée ,  qui  demeureroient  encore  toutes  dans  le  produir^. 
excepté  une  feule»  » 

I  I  I. 

Il  eft  évident  que  les  termes  de  la  propofee  ayant  alter:* 
nativement  h-  &  — ,  les  termes  du  produit,  qui  eft  Téquai. 
tion. des  limites,  ont  aufli  alternativement  -^  &:  —  ^  par  con^ 
fequent  toutes  les  racines  de  Téquation  des  limites  lont  aufll 
pofitives. 

L'équation  des  limites  fe  peut  toujours  dWiièt  par  rîncon^ 
nue ,  parceque  le  dernier  terme  de  la  propofëe  eft  multi- 
plié .par  zéro. 

Ainfi  Téquation-  des  limites  a  zéro  pour  une  de  (es  racf- 

!s  y  mais  elle  a  pour  fes  racines  réelles  une  racine  de  moinsf 

que  la  propofée ,  étant  moindre  d'un  degré ,  &  fon  dernier 

terme  tout  connu  a  toujours  un  fîgne  diiSferent  de  celui  du 

dernier  terme  de  la  propofée. 


nés 
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V. 

exemple 
égales  5  fi 

Ton  fubflîtue  fa  première  racine,  c'eft-à-dire  la  plus  petite, 
dans  Ton  équation  des  limites,,  à  la  place  de  Tmconnue ,  la 
femme  toute  connue  qui  en  viendra  étant  le  produft  des 
dïfFerences  qui  font  entre  la  première  rgcine  de  la  propofée 
&  les  autres,  chacune  de  ces  differences  ayant  le  fîgne — , 
&  étant  quatre  dans  notre  exemple ,  leur  produit  aura  le 
ligne -H,  qureft  celui  du  dernier  terme  de  l'équation  des 
lîmities. 

Si  ort  fuBftîtue  la  féconde  racine  de  la  propofée  dans  Pé- 
quation  des  limites,  comme  il  n*y  aura  plus  que  trois  diâè- 
xences  qui  ayent  chacune  le  fîgne  — ,  le  produit  des  diflfe- 
xences  qui  font  entité  là.  féconde  racine  de  la  propofée  &  les 
autres ,  aura  le  fiene  -*-,  c'eft-à-dire  le  fîgne  oppofé  au  pré- 
cèdent ;  ainfî  la  fomme  toute-  connue  qui  viendra  de  la  ruly» 
ftitution  aura  le  fîgne  — ; 

On  verra  par  un  fëmblable  raifonnement  que  là  fubflîtu- 
don  de  la  troifîéme  racine  de  la  propofëe  dans  Péquatîon 
des  limites ,  donnera  le  fîgne  h*  ^  la.  fubflitudbn  dâ  la  qùa* 
triéme  donnera  le  fîgne —; 

£t  enfin  la  fubftitution  de  la  cinquième  donnera  le  fîgne  -h. 

Cela  fait  voir  que  la  première  racine  de  la  propofée  eflplus 
petite  que  la  première  racine  de  Téquation  des  limites. 

Que  la  féconde  racine  de  la  propofée  furpafle  la  première 
tacine  de  Téquacion  dés  limites ,.  mais  elle  efl  moindre  que 
la  féconde. 

Que  la  troifleifte  racine  de  la  propofée  efl  entre  la  féconde 
ic  la  troifîéme  racine  de  Téquatiori  des  limites. 

Que  la  quatrième  racine  de  la  pi'opofée  efl  entre  la  troi- 
fîéme &  la  quatrième  de  Pëquation  des  limites ,  qui  efl:  fa  plus 
grande  Se  dernière  racine. 

Enfin  que  là  cinquième  racine  de  la  propofée  furpaflè  fa 
quatrième  de  Téquatibn  des  limites. 

V  r. 

D'où  l*on  voit  que  la  première  racine  réelle  de  réquatibit 
écs  limites,  efl  plus  grande  que  la  première  racine  de  la  pro- 
pofée, &  moindre  qiie  là  féconde  racine  de  la  propofée. 

Oo  u)< 
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Que  la  féconde  radoe  de  réquation  des  limites  eft  encre 
la  fécondé  &  la  troiftéme  racine  de  la  propofée. 

Que  la  troifiéme  racine  de  Téquation  des  limites  eft  entre 
la  troifiéme  &  la  quatrième  racine  de  la  propofce. 
'     Enfin  que  la  quatrième  &  dernière  racine  de  Téquatioti 
des  limites ,  eft  entre  la  quatrième  &  la  cinquième  ou  der- 
rière racine  de  la  propofée. 

VIT. 

Par  confequent  les  racines  de  Tèquation  des  limites  étant 
prifes  de  fuite,  font  des  grandeurs  moyennes  entre  les  racines 
de  la  propofée,  &  font  par  confequent  les  limites  des  rad- 
nés  de  la  propofée  qui  font  entre  la  première  &  la  dernière. 

VIIL 
Mais  zéro  étant toujours  moindre  que  la  plus  petite  des 
racines  de  la  propofée ,  &  le  plus  grand  coëficîent  négatif  de 
la  propofée^  rendu  pofitif ,  &  augmenté  d'une  grandeur  ar- 
bitraire comme  de  l'unité,  étant  toujours  une  quantité  plus 
*47«  grande  que  la  plus  grande  des  racines  pofitives ,  *  il  eft  évi- 
dent qu*en  ajoutant  zéro,  &  ce  plus  grand  coëficîent  ainfî 
augmenté ,  aux  racines  de  Téquation  des  limites ,  Ton  aura 
deux  limites  pour  chacune  des  racines  delà  propofée. 

IX. 

J^our  les  racines  égales. 

Quand  il  y  a  des  racines  égales  dans  la  propoiee,  il  peut 
arriver  trois  cas  j  car  ou  bien ,  i  «.  les  racines  égales  peuvent 
être  moindres  que  chacune  des  racines  inégales  ^  lo.  ou  être 
plus  grandes^  30.  ou  bien  elles  peuvent  être  plus  grandes 
que  quelques  racines  inégales ,  &  moindres  que  les  autres } 
par  exemple  fi  Ton  fuppofè  deux  racines  égales  dans  une 
équation  du  fixiéme  degré,  elles  peuvent  être,  i®.  moindres 
que  \e%  quatre  inégales  5  2^.  ou  plus  grandes  j  30.  ou  bien  il 

{>eut  y  avoir  quelques  racines  inégales  moindres  que  les  éga« 
es,  &  les  autres  inégales  feront  plus  grandes. 

Premier.     Cas. 

L'Equation  des  limites  ayant  une  des  deux  racines 
égales  de  la  propofée  du  fixiéme  degré ,  la  fubftitutîon  de 
chacune  des  racines  égales  dans  Téquation  des  limites  a  U 
place  de  Tinconnue,  donnera  zéro. 
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La  fubftitution  de  la  première^  c'eft-à-dire  de  la  plus  petite 
des  quatre  racines  inégales  de  la  propofée  dans  Téquation 
des  limites,  donnera  poiir  la  fomme  toute  connue  le  pro- 
duit des  différences  qui  font  entre  cette  première  racine  & 
toutes  les  autres ,  &  comme  il  y  a  trois  racines  plus  grandes^ 
il  y  aura  trois  diflferences  qui  auront  chacune  le  figne  —  ^ 
ainfî  te  produit  aura  le  figne  — . 

La  fubftitution  de  la  ieconde  racine  inégale  de  la  pi'o* 
pofée,  dans  Téquation  des  limites,  donnera  pour  la  fomme 
toute  connue  le  produit  des  difièrences  qui  font  entre  la  fe^ 
conde  racine  inégale  de  la  propofée  &c  toutes  les  autres  ^  & 
comme  il  y  en  a  deux  plus  grandes  que  la  féconde,  il  n'y 
aura  que  deux  difièrences  qui  ayent  chacune  le  figne  —  ^ 
ainfi  le  produit  aura  le  figne  -h. 

::  Par  un  femblable  raifbnnement  on  verra  que  la  fubflitutipn 
de  la  troifiéme  racine  inégale  de  la  propofée  dans  réquatign 
des  limites,  donnera  une  fomme  qui  aura  le  figne -^-^  &  que 
la  fubftitution  de  la  quatrième  ou  dernière  racine  inégale  de 
la  propofée,  donnera  une  fomme  qui  aura  le  figne -h. 

D^où  il  fuît,  i''.  que  la  quatrième  racine  inégalé  de  la 
propofée  furpaflè  la  plus  grande  racine  de  l'équation  des 
limites  3  que  la  troifiénre  racine  inégale  de  la  propofée  eft 
moindre  que  la  plus  grande  ou  cinquième  racine  de  Téqua^ 
tion  des  limites ,  mais  elle  en  furpaflè  ta  quatrième  -,  que  la 
féconde  racine  inégale  de  la  propofée  eft  moindre  que  la 
quatrième  racine  de  Téquatron  des  limites,  mais  die  en  fùr^ 
pafïè  la  troifiéme  j  enfin  que  là  première  ou  plus  petite  raci. 
XkC  inégale  de  la  proposée  eft  moindre  que  la  troifiéme  racine 
de  Péquatîon  des  limites ,  maïs  qu'elle  furpaflè  la  féconde , 
c'eft-â.dîre,  celle  qui  eft  immédiatement  plus  grande  que 
la  racJrie  égale  commune  aux  deux  équations. 
.  1?.  Par  cpnfequént  la  3%  4^  &  5*  ràcîhc  de  Tèquation  des 
limites ,  ont  chacune  deux  limites ,  elles  font  par  confèquent 
réelles  5  la  première  Teft  auffi;  étant  la  racine  égale  de  la  pro- 
pofée :  La  féconde  racine  de  Tèquation  des  limites  eft  donc 
auffi  une  grandeur  réelle,  putfque  les  racines  imaginaires  fonc 
touîoijrs  deux  à  deux.  •     *  ' 

s"*.  Il  eft  donc  évident  que  ta  féconde  racine  de  rèquatîbii 
dès  limites  eft  moindre  qiie  la  prcsmiere  racine  inégale  de  la 
propofée.  ^  \ 
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Que  la  troifîéme  radne  de  rëquacion  des  limites  furpafle 
la  première  racine  inégale  de  la  propofée,  &  eft  moindre 
qjiie  la  féconde. 

Que  la  quatrième  racine  de  Téquation  des  limites  furpafle 
)a  féconde  racine  inégak  xie  la  propofée  ^  &  eft  moindre 
que  la  troifîéme. 

Enfin  que  la  ^cinquième  racine  de  l'équation  des  limites 
furpafle  la  trpifiéme  racine  inégale,  &  eft  moindre  que  la» 
quatrième  ou  plus  grande  racine  inégale  de  la  propoiee. 
.  4?.  Par  comequent  les  racines  xie  l'équation  des  limites 
étant  fubftituées  defuite  dans  la  propofée,  la  première  don-^ 
nera  zeroj  &  les  autres  donni^ront  des  fômnxes  qui  auront 
alternativement  les  fignes  -♦-  &-«— ,  ou  -^  &  -+- ,  &  Ton  aura 
deux  limites  de  chacune  des  racines  inégales  de  la  propo^ 
fée,  en  prenant  pour  dernière  limite  le  plus  grand  coëficient 
oégatir  de  la  propofée  augmenté  de  l'unité. 

Second    Cas. 

iS  I  I^^  deux  racines  égales  font  les  plus  grandes ,  6c  qu^on 
fubftitue  la  première  on  la  plus  petite  racine  de  la  propofée 
dans  l'équation  des  limites,  à  la  place  de  l'inconnue,  on  trou- 
vera  en  raifbnnant  comme  dans  le  premier  cas,  qu'elle  don* 
nera  une  fomme  toute  connue  qui  aura  le  figne  — ,  cettç 
£:>mme  étant  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre 
la  première  racine  de  la  propofée  ôc  les  cinq  autres ,  &  qui 
ont  chacune  le  figne  — . 

La  fubièitjiition  de  la  féconde  racine  inégale  de  la  propo^; 
fée  dans  l'équation  des  limités ,  donnera  une  fomme  qui  aura 
le  figne  -+-. 

La  fubftitution  de  la  troifîéme  donnera  une  fomme  qui 
aura  le  figne  — ^. 

"  La  fubftitutLon  de  la  quatrième ,  qui  eft  la  plus  grande 
jradne  inégale,  donnera  une  fomme  qui  aura  le  figne-*H. 

La  fubftitujtîon  de  la  cinquième  &  {Ixiéme^  qui  font  les  raà 
cincs  égales,  donnera  zéro.  

D'oà  il  fuit  i^.  que  la  premierp  ou  plus  petite  radne  de 
la  propofée  eft  moindre  que  la  plus  petite  racine  de  l'équa^: 
don. des  limites. 

4.'  La.iècôoide  radne <le  la  propofée  eAjmoyenne  entre  I4 
ciQmçtç  $c  la  féconde  racine  dç  l'équation  des  limites* 


L  I  V  H  1     VI.  297 

Et  aînfi  de  fuice  jufqu'à  la  quatrième  &  plus  grande  racine 
inégale  de  la  propofée,  qui  eft  moyenne  entre  la  troifiéme 
&  la  quatrième  racine  de  Téquation  des  limites  ;  &  les  deux 
racines  égales  de  la  propofée ,  qui  font  la  cinquième  6c  la  fi. 
xiéme,  (ont  chacune  égale  à  la  cinquième  racine  de  Téqua^ 
don  des  limites. 

lo.  Par  confequent  la  première ,  la  féconde  &  la  troifiéme 
racine  de  Téquation  des  limitles  y  ont  chacune  deux  limites  ^ 
ainfi  elles  font  réelles. 

La  cinquième  eft  aufiî  une  grandeur  réelle ,  puifque  c'eft 
la  racine,  égale  de  la  propofée. 

La  quatrième  racine  de  Tèquation  des  limites  efl:  donc 
àuffi  réelle  ;  puifque  les  racines  imaginaires  ne  peuvent  être 
que  deux  à  deux. 

3  o,  La  première  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moyen- 
ne entre  la  première  racine  de  la  propofée  &  la  féconde  ra- 
cine. 

La  féconde  racine  de  Tèquation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  féconde  &  la  troifiéme  racine  de  la  propofée. 

La  troifiéme  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  troifiéme  &  la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

Enfin  la  quatrième  racine  de  l'équation  des  limites  fur- 
pafiè  la  quatrième  &  plus  grande  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée. 

Ain  fi  prenant  zéro  pour  la  moindre  des  limites  de  la  pra« 

Îiofée ,  &  f ubftituant  de  fuite  dans  la  propofée  à  la  place  de 
'inconnue )  zéro,  la  première,  la  féconde,  la  troifiéme,  la 
quatrième  racine  de  l'équation  des  limites,  les  fommes  toutes 
connues  qui  en  viendront  auront  alternativement  —  &  -h» 
ou  -H  &  — }  &  l'on  aura  deux  limites  pour  chacune  des  ra*;^ 
cines  inégales  de  la  propofée. 

TuoisiEME    Cas. 

L  O  R  s  Qjj*  I  L  y  a  des  racines  inégales  dans  la  propofée  r 
moindi'es que  les  racines  égales,  par  exemple  deux,  &  qu'il 
y  a  encore  d'autres  racines  inégales  plus  grandes  que  les 
racines  égales ,  par  exemple  deux ,  il  eft  toujours  évident 
qu'en  fubfKtnant  la  première,  c'efl-à-dire  la  plus  petite  des 
racines  inégales  de  la  propofée ,  à  la  place  de  l'inconnue 
dans  l'équation  des  limites ,  la  fomme  toute  connue  qui 
Tome  J.  Pp 
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en  viendra, aura  le  figne  —  j  puifqu'elle  eft  le  produit  des 
cinq  différences  qui  font  encre  la  première  racine  &  les  cin(|^ 
autres  de  la  propofée  y  lefquelles  diâTerences  ont  chacune  le 
figne  — . 

Si  on  fubfticue  la  féconde  racine  incgale  de  la  propofée ,. 
la  fomme  qui  en  viendra  aura  le  figne  -h,  étant  le  produit 
des  cinq  différences^  qui  font  ebtr c  la  féconde  racine  &  tou- 
tes  les  autres,  defquelles  différences  la  premierea  le  figne -^^. 
&  chaque  autre  le  figne  — . 

Si  on  fubftitue  U  troidéme  Se  la  quatrième  racine  de  la 
propofée ,  elles  donneront  zéro  j  parceque  ce  font  le$  dcaX. 
racines  égalts. 

Si  on  lubftitue  la  cinquième  racine  de  la  propofëe,  qui 
eft  la  troifiéme  des  inégales  ,  la  fomme  ^ura  le  figne— -^ 

{)arcequ*elle  eft  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre 
a  cinquième  racine  delà  propofée  &  toutes  les  autres  ^  donc 
une  feule  a  le  figne  — ,  &  touces  les  autres  le  figne  -h. 

Enfin  fi  on  fubftitue  là  fixiéme  racine  de  la  propofée ,  qui 
eft  la  quatrième  des  inégales,  la  fomme  aura  le  figne -i-. 

D'où  il  fuit,  i^.  que  la  première  ou  la  plus  petite  des  ra- 
cines de  la  propofée  eft  moindre  que  la  première  racine  de 
l'équation  des  limites. 

La  féconde  racine  de  la  propofée  furpaflè  la  première 
racine  de  Tèquation  des  limites  ^  &  elle  eft  moindre  que  la 
féconde. 

La  troifiéme  &  U  quatrième  racine  de  la  propofée  font 
égales  à  la  troifiéme  de  réquacion  des  limites  -,  puifqu'elles 
dronnent  zéro. 

La  cinquième  racine  de  la  propofée  furpaflè  la  quatrième . 
racine  de  rèquatîon  des  limites  ,  mais  elle  eft  moindre  que 
la  cinquième. 

Enfin  la  fixiéme  racine  de  la  propofée  furpaflè  la  cmquiè- 
me  &  plus  grande  racine  de  l'équarion  des  limites. 

i^  Par  confèquenc  la  première  racine  de  Téquation  des 
limites  a  deux  limites  j  la  troifiéme  eft  la  racine  égale  corn* 
mune  aux  deux  équations. 

La  cinquième  racine  de  Tèquarion  des  limites  a  deux  li^. 
mites ,  qui  font  la  cinquième  &  fixiéme  racine  de  la  propofée.. 

Ces  croîs  racines  de  Tèquatîoni  des  limites  font  donc 
îcellcs.  . 
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La  fëconde  &  la  quatrième  le  font  aùffi,  cat  il  eft  împoflî- 
fcle  qu'elles  foienc  imaginaires ,  étant  impoffible  qu'il  y  ait 
une  grandeur  réelle  entre  deux  racines  imaginaires,  qui  don- 
ne zéro  j  &  la  troiiîéme  &. quatrième  racine  de  la  propofée 
donnent  zéro  ^  &  font  entre  la  féconde  .&  la  quatrième  ra- 
cine de  l'équation  des  limites. 

Ainfî  toutes  les  racines  de  l'équation  des  limites  ibnt 
réelles! 

3®.  La  première  ou  plus  petite  racine  de  l'équation  des 
limites  e(l  donc  moyenne  entre,  la  première  &la  leconde  ra- 
cine de  la  propofée.  "  "  " 

La  féconde  racine  de  l'équadon  des  limites  furpa0e  la 
-féconde  racine  de  la  propofée. 

Ainfî  en  prenant  zéro  pour  la  moindre  limite  de  la  pre- 
mière racine  de  la  propofée,  l'on  a  les  limites  de  la  première 
&  de  la  féconde  racine  inégale  de  la  propofée.    .  . 

La  troiHéme  racine  de  l'éqûatidn  d^s  limitas  eft  la  troi- 
iîéme &  la  quatrième  de  la  propofée* 

La  quatrième  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moindre 
que  la  cinquième  racine  de  la  propofée^ 

La  cinquième  racine  de  l'équiation  des  limites  êft' moyen- 
ne entre  la  cinquième  &  la  fîxièfne racine  de  la  propofée. 

Ainfî  en  prenant  le  plus  grand  coèficîent  négatif  de  la 
propofée  augmenté  de  l'unité ,  l'on  aura  toutes  les  limites 
des  racines  de  la  propofëe. 

A. 

«  .     <  t  *     .•     .   ' 

P9ur  ks  racines  imaginair^u.     .; 

Xl  eft  donc  évident  qiie  quand  toutes  les  racines  4*uûe 
éqoadon  propofée  font  réelles  &  pofîjtiVes^  routes  les  raci- 
nes de  rëquation  des  limites  le  fpntauffi:  Par  çonfeauent  s'fl 
*y  a  des  racines  imaginaires  dans  réquatioti  des  limites,  qui 
ne  peuvent  4tre  qufc  deux  I  dçux,;il  y  a  àjitant  de  racines 
imaginaires  dans  la  propofée.  !       v     -  :  ^^  ^^ 

Mais  il  faut  remarquer  que  quand  toutes  lés  racines  "c^e 
réquation  dés  limites  font  réelles,  V;e  r^*éft  pas  une  marque 
'afTurée  qu'il  n*y  ait  jpqint  de  racines  imaginaires  dans làpr^ 
'  pofée ,  comme  on  le  voit  dans  cet'exénnple/         .    / 
i     Soit  l'équation  du  fécond  dfegrc  xx  —  ^ax  '^awssÇy 
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donc  deux  racines  font  imaginaires  :  qu'on  la  multiplie  par 
l'équation  linéaire  x  —^  a  —  gsso^  le  produit  eft  une 
équation  du  troîfîéme  degré  x'  —  3^xa:  -♦-  3^^x  —  ^*  »  o  ^ 

dont  deux  racines  font  ima«      '^gxx    -h  tagx aag 

gînaires.     Qu'on  multiplie  '^ff^     —  ^J7 

chaque   terme  du  produit  ff^ 

par  rexpofantdu  degré  de 

l'inconnue  de  ce  terme,  &  le    3         ^  ^ 

dernier  terme  par  zéro  -,  on         J      T 

aura  réquation  des  limites ,     3-^  ""  ^^-^-^  •*"  5^^^  =^  ^  > 

qui  étant  di vîfée  par  jx,  don-  ~  ^S-^'^  "^  ^^^ 

ne  l'équation  du  2«  degré,  "•"//•^ 

qui  eft  l'équation  des  limites,    j^J^Z^T^J^hh^J" 

dans  laquelle ,  fi  Ton  fuppofe         ^_^^    -^-^z 

que  le  dernier  terme  -^^^  '        .+.1/^ 

^  ^  ^g  ^.  i  jgr  eft  moindre  ^^ 

que  le  quarré  de  la  moitié  du  coëfîcient  «^  1^  ..  1  g  du  i© 
terme ,  qui  eft  -h  i^^  h-  f  4g  h^  y  eg ,  ou  qu'il  lui  eft  égal  j  il 
eft  certain  que  les  deux  racines  de  cette  équation  du  ^cond 
degré,  qui  eft  l'équation  des  limites,  feront  toutes  deux 
réelles  &  pofîtives  :  Mais  il  eft  évident  que  le  dernier  terme 
-¥-aa -^-fag-^jff^  fera  moindre  que  aa-^^  ag^^  gg, 
^Vj/fcfï  moindre  que  ^^gg=rjg* 

Ainfi ,  dans  ce  cas  l'équation  des  limites  aura  toutes  fes 
racines  réelles ,  6c  cependant  Téquation  propofée  aura  deux 
de  Ces  racines  imaginaires* 

En  voici  un  exemple  en  nombres.  Soitj^j^ —  éx^^  9  ^^?9 


o. 


dont  les  racines  font  imaginaires.  Qu'on 
la  multiplie  par  Téquation  linéaire    .    .    ; 


I 

9    =8  0, 


on  aura  Téquationdu  y  degré  j^ — ijxx  •+•  6^  —  90 
dont  deux  racines  font  îmagi- 
naîres^.  Qu*on  là  multiplie  par  ,^        ^     *^* 

la  progrefGon  arithmétique, 


on  aura  le  produit   .  .  •  .  .     3^'  —  $oxx  -H  64JC     aas  o , 

qui  étant  divîfépar  jx^  fc  ré- > — ". -^ -. 

duît  â     .     . XX  '^  lox  -H  II  j-     =0, 

dont  les  deux  racines  font  réelles ,  Tune  étant  xa»  j  -h  V3  f  > 
&  Tautre  étant  ;tf  s=?  j  —  v'3 1. 
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COKOLLAIRE       XL 

144.  A  P  «^  E  S  les  remarques  précédentes,  il  eft  évident  qu*en 
prenant  zéro  pour  la  plus  petite  des  limites  des  racines  d'une 
équation  quelconque ,  dont  tous  les  termes  ont  alternative, 
ment -H  & — ,  &  le  plus  grand  coëfîcient  négatif  de  cette 


les  limites  des  racines  de  la  propofée ,  deux  limites  pour 
chacune. 

Zéro  &  la  première  racine  de  Téquation  des  limites ,  fèronc 
les  limites  de  la  première  racine  de  la  propofée. 

La  première  &  la  féconde  racine  de  Téquation  des  limites, 
feront  les  limites  de  la  féconde  racine  de  la  propofée. 

La  féconde  &  la  troifiéme  racine  de  Téquation  des  limites , 
feront  les  limites  de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée. 

Et  ainfi  de  fuite  jufqu'â  la  dernière  racine  de  Téquation  des 
limites  ^  cette  dernière  racine  èc  le  plus  grand  coëfîcient  né- 
;atif  de  la  propofée^  augmenté  de  l'unité  ou  d*un  autre  nonu 
»re,  feront  les  limites  de  la  dernière  racine  delà  propofée. 

Ainfi  zéro  étant  fubftitué  à  la  place  de  l'inconnue  dans  la 
propofée ,  la  fbmme  toute  connue  qui  en  viendra  fera  le  der- 
nier  terme  de  la  propofée,  avec  fon  figne  qui  efl  -f-  dans  les 
équations  des  degrez  pairs ,  &  — >  dans  les  équations  des  de. 
grez  impairs. 

La  première  racine  de  Téquation  des  limites  étant  enfuite 
fubflituée  dans  la  propofée  à  la  place  de  l'inconnue,  lafbm* 
me  aura  un  figne  oppofé  au  précèdent. 

La  féconde  racine  de  l'équation  des  limites  étant  enfuite 
fubftituée  dans  la  propofée ,  la  fbmme  toute  connue  aura  un 
iigne  oppofé  au  précèdent ,  &  ainfi  de  fuite. 

»  * 

Corollaire    XI  L 

145.  L  Ors  c^u'u  n  e  des  racines  de  l'équation  des  limites  étant 
fubftîtuée  dans  la  propofée,  donne  zéro,  il  y  a  deux  racines 
.égales  dans  la  propofée. 

Si  plufieurs  racines  différentes  de  l'équation  des  limites'*, 
étant  fubflituées ,  donnent  zéro,  il  y  à  deux  fois  autant  de 
racines  égales ,  deux  à  deux ,  dans  la  propofée.  *  *  74- 

Ppiij 


/ 
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C  O  R  O  L  L  A  I  R  £      X  I  I  L 

146.  L  O  R  S  Qjj*u  N  E  des  racines  de  Téquarion  des  limites  étant 
fubftituée  dans  la  propofée  à  la  place  de  linconnue^la  foniT 
me  qui  en  vient  n*a  pas  le  figne  qu'elle  devrok  avoir,  &  n'eft 
pas  zéro ,  il  y  a  deux  racines  imaginaires  dans  la  propofée. 

Si  plufieurs  racines  de  l'équation  des  limites  étant  fubftii 
tuées  dans  la  propofée ,  les  (bmmes  qui  en  viennent  n'ont 
pas  le  (îgne  qu'elles  devroient  avoir,  (î  les  racines  de  la  pro* 
pofée  étoient  toutes  réelles,  ou  ne  font  pas  zéro,  il  y  aura 
deux  fois  autant  de  racines  imaginaires  dans  la  propofée  ; 

3ae  Ton  trouvera  de  fois  des  fîgnes  contraires  â  ceux  qu*oa 
evroît  trouver,  - 

,  Ainfi  fi  l'on  trouve  deux  fois  que  les  racines  de  l'équatîoa 
des  limites  étant  fubftituées  dans  la  propofée,  donnent  dei 
iignes  contraires  à  ceux  qu'elles  devroient  donner ,  il  y  a 
quatre  racines  imaginaires  dans  la  propofée* 

Corollaire    XIV. 

147.  L*E<5^ATiOM  des  limites  pouvant  elle-même  être  con* 
fiderée  comme  une  équation  principale ,  Ci  on  en  mukiplie 
chaque  terme  par  l'expofant  du  degré  de  l'inconnue  de  ce 
terme,  ficle  dernier  terme  par  xero,  le  produit  fera  fou 
t^quation  des  limites ,  à  qui  il  faudra  appliquer  tout  ce  qu'on 
a.  dit  de  l'équation  des  limites  :  Et  fi  on  continue  de  multi:. 
plier  chaque  terme  de  cette  nouvelle  équatiœi  des  limites 
par  Texpofant  do  deghé  dé  l'inconnue  de  ce  terme ,  &  le 
dernier  terme  par  zéro  ^  on  aura  Péquation  des  limites  de 
l'équation  précédente  )  en  continuant  cette  opération  juf- 
tpi'â  ce  qu'on  (bit  arrivé  à  une  équation  linéaire,  l'on  aura 
coures  les  limites  des  naines  de  toutes  ces  équations  des 
limites^ 
Car  la  racine  de  Téquatiofi  linéaire  avec  zéro  &  le  plus 

Srand  coëficient  négatif  de  Téquation  des  limites  du  fécond 
egré ,  augmente  ac  l'unité^  feront  les  limites  des  racines 
de  cette  équation  du  fécond  de;gré. 

Les  racines  de  celle-ci  avec  zéro  &  le  pîns  grand  côëfi* 
xjent  négatif  de  l'équation,  du  rroifîéme  degré ,  augmenté 
de  l^unité ,  feront  les  limites  de  l'équation  éts  limites  du 
troifiéme  degr«  j  âcainfi  de  fuite  jufqu'4  Inéquation  propofét. 


im 
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p^  ron  explique  la  méthode  de  tronquer  les  limites  de^ 
racines  d'une  équation  numérique  quelconque. 

PROBLÈME      L 

I48.  TROVT^ER  les  limites  par  ordre  de  toutes  les  racines  d!une 
équation  numérique  quelconque. 

O  N  fuppofe  que  Téquation  eft  fans  fraâ:ions ,  que  fon  pre- 
mier cerme  n'a  pas  d'autre  coëficient  que  l'unité ,  &  que  tous 
Ç&%  termes  ont  alternativement  les  fignes-n  & — »  On  a  vu  dans 
le  troîfiéme  Livre  les  moyens  de  lui  donner  ces  préparations; 
.  I**.  Il  faut  multiplier  chaque  terme  de  Inéquation  propo- 
fée  par  le  nombre  qui  eft  Texpofant  du  degré  de  l'inconnue 
de  ce  terme,  &  multiplier  le  dernier  terme  par  zéro.  Il  fauc 
dîvifer  le  produit  par  l'inconnue  linéaire ,  &  il  fera  l'équa- 
tion des  bmites  de  la  propofée,  moindre  d'un  degré  que  la 
propofée ,  &  dont  toutes  les  racines  prîfes  de  fuite  feront  les 
limites  des  racines  de  la  propofée.  Ii  faut  multiplier  chaque 
terme  de  cette  première  équation  des  limites  par  l'expofantf 
du  degré  de  l'inconnue  de  ce  terme ,  &  le  dernier  terme 
par  zéro  j  8c  le  produit  étant  diviie  par  deux  fois  l'inconnue 
(car  on  trouvera  que  tous  les  termes  fe peuvent  divifer  pa^ 
%x) fera  la  féconde  équation  des  limites,  dont  les  racines 
feront  les  limites  de  la  précédente.  Il  faut  multiplier  chaque 
terme  de  cette  féconde  équation  des  limites  par  Texpofanc 
du  degré  de  l'inconnue ,  &  le  dernier  terme  par  zéro  ^  fie 
pârcequ^on  trouvera  que  chaque  terme  fe  peut  divifèr  par  '^x, 
il  faut  divifer  le  produit  par  3x9  &  l'on  tiura  la  troifiéme 
équation  des  limites ,  dont  les  racines  feront  les  limites  de 
la  précédente.  On  continuera  d'opérer  de  cette  manière 
jufqu'â  ce  qu'on  foit  arrivé  à  une  équation  linéaire  j  ce  fera 
la  aerniere  équation  des  limites. 

20.  IL  faudra  prendre  zéro  pour  la  moindre  limite  de  Té- 
quation  du  fécond  degré  j  la  racine  de  l'équation  linéaire 
pour  la  féconde  limite  ^  &  le  plus  grand  coëfîcient  négatif 
augmenté  de  Tunité  ou  d'un  nombre  arbitraire ,  pour  la  trou 
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ficme  &  plus  grande  limite  de  la  même  équation  du  fécond 
d^gré  i  &  Ton  aura  ainû  toutes  les  limites  des  racines  de  Te- 
quafion  du  fécond  degré. 

Il  faudra  prendre  pour  les  lîmj tes  des  racines  de  Téquation 
du  troifiéme  degré,  zéro,  les  deux  racines  de  Téquation  du 
fécond  degré ,  &  le  plus  grand  coëficient  négatif  de  Téqua^ 
tion  du  troifiéme  degré ,  augmenté  de  Tunité  5  &  Ton  aura 
ainfi  toutes  les  limites  des  racines  de  Téquation  du  troifiéme 
degré ,  deux  limites  pour  chacune. 

Il  faudra  prendre  de  même  zéro ,  les  racines  de  l'équation 
du  troifiéme  degré ,  &  le  plus  grand  coëficient  négatif  de 
Téquation  du  quatrième  degré,  augmenté  de  Tunité  ou  d'un 
^utre  nombre,  pour  les  limites  de  Téquation  des  limites  du 
quatrième  degré  3  &  Ton  aura  ainfi  deux  limites  pour  cha^ 
que  racine  de  cette  équation. 

Il  faudra  fairç  la  ixi.êmc  choie  pour  les  équations  fuivan- 
tes  jufqu*àla  propofée,  dont  zéro,  les  racines  de  la  première 
équation  des  limites,  &  le  plus  grand  coëficient  négatif  de 
la  propofée ,  augmenté  de  Tunité  ou  d'un  autre  nombre , 
feront  les  limites ,  &  il  y  en  aura  deux  pour  chacune  des  ra^ 
cines  de  la  propofée. 

On  enfeignera  dans  laSeûion  fuivante  la  manière  de  trouver 
chaque  racine  d'une  équation,  lorfqu'on  en  a  les  deux  limites» 

pour  Us  racines  égales. 

Q  U  A  N  D  une  des  racines  d'une  des  équations  des  limites 
étant  fubfjbituée  dans  toutes  les  équations  qui  la  précèdent, 
donne  zéro  au  lieu  de  donner  une  tomme  qui  ait  le  4-  ou  le  —, 
qu^elle  dojt  avoir,  il  y  a  dans  ce  cas  des  racines  égales  dans 
la  propofée^  Voici  la  manière  d'en  déterminer  le  nombre. 

Si  une  feule  des  racines  de  la  première  équation  des  limi-* 
tt%  étant  fubftituée  àvf^s  la  propofée,  donne  zéro ,  il  y  a  deux 
racines  égales  dans  la  propofée. 

Si  deux  racines  étoient  égales  dans  la  première  équation 
des  limites,  &  donnoient  zéro  étant  &il>ftituées  dans  la  pro- 
pofée ,  il  y  auroit  trois  racines  égales  dans  la  propofée  j  & 
ainfi  de  fuite. 

Si  deux  racines  4e  l'équation  des  limites ,  quoiqu'inéga!«s 
e^tr'^lles ,  étoient  auffi  \ts  racines  de  la  propofée ,  elle  duroic 
quatrç  racines  égaies,  deux  à  deu^. 

Si 
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-  Si  une  des  racines  de  la  féconde  équation  des  limites  écanc 
iubfticuée  dans  la  première  équation  des  limite5,&  dans  la  pro- 
pofée,  donne  zéro,  il  y  a  trois  racines  égales  dans  la  propofée* 
S'il  y  avoit  deux  racines  égales  dans  la  féconde  équation 
des  limites,  &:  qu'elles  donnaflènt^zero  étant  fubfliituées  dans 
les  précédentes,  il  y  auroit  quatre  racines  égales  dans  la  pro- 
polée  j  fc  ainfî  de  fuite. 

Si  une  des  racines  de  la  troifiéme  équation  des  limites  étant 
fubfUtuée  dans  la  féconde ,  &  dans  les  précédentes ,  donne 
zéro  /il  y  a  quatre  racines  égales  dans  la  propofée  ;  &  ainft 
des  autres  qui  fuivent  la  troiiiéme  équation  des  limites,  juf. 
qu'à  Téquation  linéaire ,  dont  la  racine  étant  fubftituée  dans 
l'équation  des  limites  du  fécond  degré  &;  dans  les  autres  qui 
la  précèdent ,  fi  elle  donne  zéro ,  toutes  les  racines  de  la  pro- 
pofée  feront  égales. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  des  racines  égales  eft  une  fuite 
évidente  de  ce  qu'on  en  a  démontré  dans  la  dernière  SecStion 
du  quatrième  Livre. 

.Quand  on  trouve  par  la  méthode  de  ce  Problême,  que  1^ 
propofée  coiftient  des  racines  égales,  le  plus  court  eft  de  dir 
vifer  la  propofée  par  l'équation  compofée  de  toutes  les  raci* 
nés  égales,  &  l'on  aura  un  quotient  qui  contiendra  les  feules 
racines  inégales  de  la  propofée,  dont  on  trouvera  les  limites 
par  le  premier  article. 

•  *  •         *       , 

Pour  les  racines  imaginaires. 

QÛ  A  N  D  une  racine  d'une  des  équations  des  limites  étanç 
fubftituée  â  la  place  de  l'inconnue  dans  l'équation  qui  là 

{>récede  immédiatement,  &  dont  ks  racines  font  les  limites , 
.a  fomme  qui  en  vient  n'a  pas  le  figne-n  o» — ,  qu'elle  de- 
yrpit  avoir  fî  les  racines  étoient  toutes  réelles  &  inégales , 
&  que  cette  fomme  n'eft  pas  zéro  j  dans  ce  cas  il  y  a  deux 
racines  imaginaires  dans  l'équation  qui  la  précède,  &  dans 
toutes  les  autres  équations  des  limites  qui  la  précèdent,  juC 
qu'à  la  propofée,  qui  a  auffi  deux  racines  imaginaires.  « 

Si  deux  racines  d'une  desi  équations  des .  limitjes  ne  don- 

noient  dan£  celle  qui  la  précède  immédiatement^  ni  le  fîgne 

qu'elles  doivent  doi^ner^  ni  zéro,  il  y  auroit  quatre  racines 

imaginaires  dans  la  propofée  5  &  aiofi  de  fuite. 

Les  autres  racines  réelles  de  l'équation  qui  précède  n'au*, 

Tome  J.  Qjq 
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roient  ^  moms  leurs  limites ,  il  y  en  auroic  deux  font  cha- 

cane ,  en  prenant  zéro  pour  la  moindre ,  le  plus  grand  coë* 

ficient  négatif  augmente  de  i'unitc,  pour  la  plus  grande^  fie 

les  autres  racines  de  Téquation  des  limites  ^  dont  on  parle , 

pour  les  limites  moyennes^ 

Toute  cette  méthode  eft  une  fuite  évidente  de  tout  ce  qui 

précède. 

jéffUcathn  dm  Prohlèmi  à  dès  exemples. 

P  O  u  R  trouver  les  limites  des  racines  de  Téqûation  du 
troifiéme  degré  •    .  x*    —  i  i4jifx-H3744x — 30140=0^^ 
le.  On  multipliera  fes 
termes  par   .    •     .      5  2 1 oj 

on  dîvitera le  produit  jx*  —  i  i»xx  -*-  }744x    =  o^ 

{^ar  X  ^  &  Ton  aura 
^équation  des  limites  3xx  —  ii8x  •^•3  744      =s  o. 
On  multipliera  fes  * 

termes  par    »    .     •      1  i  c> 


4iL  Ton  aura  le  pro- 
duit   .     •     .     •     .    ^xx— ii8x=o^        • 
qui  étant  divtfè  par 
<jc^  donnera  .     jf  — 38      «=o, 

^î  eft  la  dernière  équation  des  limites^  ou  Téquation 
des  limites.. 

îo.  Pour  avoir  à  pre(ent  les  limites  ^  Ton  ôtera  le  cogficîent 
du  premier  terme  de  Téquation  des  limites  du  fécond  degré 
3XJC  —  xxîx -♦-  3744  =» o ,  ce qtiî  fe  fera  ici  en  divii^it 
chaque  renne  par  3,  &  Ton  aura  xx  — -^  'jéx  -h  i  148  as  o^ 
pour  Téquation  des  irmîtes  du  fécond  degré. 

Zéro  &:  la  racine  +  3  8  de  Téquation  linéaire,  feront  les  lii^ 
mîtes  de  la  i**  radne  de  Téquation  xk  ~76x  -^  1 148  sss  o- 

4-'  3  8  fit  •+•  77,  qui  eflle  plus  grand  cogficîent  négatif  de 
cette  équation  augmenté  de  Tunité  ^  feront  les  limites  de  £i 
feconde  racine.  ' 

Atnfi enfùbIHtuaM 2ero ^m  lieu  de x  dans Tcquation xk 
— *7<5ir-f-  T248ssas6^  Ponauta-i»- 114?^ 

En  fiibftituant  la  feconde  limite  5  8 ,  on  «ra  —  i  jé?. 

En  fbbfKtuant  la  troifiéme  Hmite  ^  77,  on  au»  -h  r  3  2  5^ 

Et  Too  trouvera  par  ks  méthodes  de  la  Seâcion  fuivante^ 
que  les  deux  radootes  de  xx  ^^j^x^  1 148  «so,  font  7J^.b^.\^^ 
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^  Aîivfi  xero  &  14  font  les  limites  de  la  première  racine  dé. 
k  propofée  x' —  i  i4xx -^^y^^jc  —  30240  ==  o,  c'eft-â- 
dire ,  la  première  racine  de  la  prbpolëe  eft  entre  wrc  &  24 . 
&  en  fubftituanc  xero  au  lieu  de  l'inconnue  x  dans  la  prdpc^ 
ice ,  la  femme  toute  connue  qui  en  viendra,  aura  le  ligne  -«• 
êfi  (tibftituant  14 ,  la  fomme  aura  -t-. 

14  &  5  z  ipnc  les  limites  de  la  féconde  racine  de  ht  pra. 
poice  )  ôc  en  iubfticuant  5 1 ,  la  fomme  aura  — .  ^ 

Enfin  5  x  &  le  plus  çraoïd  coeficient  négatif  de  la  propo. 
iëe,  augmenté  de  funitc,  qui  efl  30141 ,  font  les  limites  de 
k  troifîéme  racine  de  k  propofée }  &  en  fubfti tuant  3  0241  * 
k  fomme  qui  en  viendra  aura  -4-. 

L*on  a  donc  les  limites  de  toutes  les  racines  de  lapropo* 
*^ ,  deux  limites  pour  chacune  j  ce  quUlfaloit  trouver. 


Second  exemple  oà  il  y  à  des  racines  égale  s. 

Po u  n  trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équatioa 
du  troifîcme  degré  .  .  x'  — ^oxx  ^  liZx —  864s=:o  * 
T^.  on  multipliera  fès  •  ^ 

termes  par    .♦  ...      3  il  i  o, 

&  Pon  aura  k  première 


^^ation  des  l^îœs . .  ^x^  — ;.  6oxx  ^  i%Zx  =  6 ^ 

qui  étant  dîvifée  par  x^ 

donnera    .    .    .    ^  .  3xx -— 6ox    h*  188  ssO) 

multipliant'cette  équa*. 

don  par      .-.%.%  «  o 

l*on  aura  la  dernière  ■ 


^m^m^f^mt 


l 


équation  des  limites  • .  6xx^  «^  4ox  ^x  o , 
ui  étant  dî vi  fée  par  6x,  , 

e  réduit  à  Téquatioii 
Hneaire x  —  lo     «=sso.  ♦ 

20.  Pour  avoir  Içs  limiees  de  l'éqtiaiMn  du  lècoad  degré  3j^j« 
—  60X  -4-288=0,  on  dîviferà  fes  termes  par  3 ,  te  Pou 
aura  xx  -*-2  0x-i-9és=o  pour  la  première  éqnadoa 
^Qs  limites.  Les  limites  de  k  première  racine  de  jiix  -—  tok 
•if  9^  ss=  o,  font  xero-te  k  racine  10  de  la  dernière  équa- 
tion des  limites.  Les  limites  de  k  féconde  radae  de  xm 
^-^  20X  ^-96s=o,  font  10  &  fou  plus  ^gcanid  coOficieiit 
négatif  augmenté  de  Tamté ,  qui  eft  x  t .-  Gn  trouvera  ^r 
U$  méthodesde  k  Se&ion  fuivMifie ,  que  tes  racinei de k^ 

05  ij 
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première  équation  des  limites  xx  —  zox-«-96s=so>  (ont  S 
&  II. 

Ainfî  o^  %;  12,  865,  (ont  les  limites  des  racines  de  la. 
propofée  :  mais  parcequ'on  trouve  que  1 2  écant  fubftituë 
dans  la  propofée  â  la  place  de  x^  la  fomme  qui  en  vient  eft 
lero,  &  qu*ainfî  12  ea  efl:  une  racine  j  la  propofée  a  deux 
racines  égales  12,  12,  &  il  ne  lui  refte  plus  qu'une  racine 
inégale ,  dont  les  limites  font  o  &  8. 

Mais  le  plus  court  eft  de  divifêr  la  propofée  par  Téqua- 
tion  compofée  des  deutx  racines  égales  1 2  £c  1 2  ^  qui  eft  xx 
—  24X H-  144  =  o,  &  le  quotient  x  ^ —  6  =  o^  contiendra 
la  racine  inégale.  • 

Troijiéme  exemple  ou  il  y  a  des  racines  imapnaîreu 

P  O  u  R  trouver  \^%  limites  des  racines  de  cette  équation 

du  quatrième  degré  x^ — 7(îx'-*-i872xx  —  I5t29x-i-35i36ss50^ 

i©.  on  multipliera  it% 

termes  par     .     .     .4         ^2  i  o, 

&  Ton  aura  la   x'*    •  

équation  des  limites  4;^*— 2  2  8;^-*-3744xjç— ijii-oxssso, 

qui  fë  réduit  en  di- 

vifantpar4xà  .  .  .  x'  —  57ArAf-h9}6x     — 3780  =^0,     . 

On  multipliera  cette 

équation  par    •    .   •  5  t  i  o  ^ 

&  on  aura  la  féconde : \ ^ 


équation  des  limites  3x'  — ii4xx«t-93éx  =  o, 

qui  étant  diviiee  par 

5x,fe  réduit  à  •  .  .  xx  — 5*x    -h  311      =  o^ 

On  multipliera  cette 

équation  par   ...  1  i  o  ^ 

&  on  aura  la  dernière  • ■■ 


équation  des  limités  zxx  «^^  3  8x  &=»  o  ^ 

qui  étant  dî vîfée  par 

ax;»  fe  réduit  à  Téqua- 

tioii  linéaire    »    .  .    x  -^  15»    s=sa. 

2^.  Pour  avoir  les  limites  àts  deux  racines  de  l'équatioQ 
<ies  limites  du  xt  degré  xx  —  38x-4-3^iia=o^on  prendra 
zéro  pour  première  limite^  la  racine  19  de  Téquation  linéaire 
des  limites  x^-~  i^ssso,  pour  ièconde  limite  y  &  le  plus 
grand  cocficient  négatif  de  Téquation  xx — 58x-h3ix8»% 
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augmenté  de  runité,  qui  eft  39,  pour  la  troifiéme  limice. 
Ainfi  les  trois  limites  feront  o^  19,  39. 

On  trquvera  par  les  méthodes  de  la  Seâion  fuivante,  en 
Te  fervant  de  ces  limites ,  que  les  deux  racines  de  la  féconde 
équation  des  limites  xx — 3  8;^ •+-  3 11  =  0,  font  1 1  &  1 6. 

Ainfî  les  limites  de  la  première  équation  des  limites  x^ 
-!— J7xx-H95^x — 3780  =  0,  feront  p,  11,  ^6, 3781,  par 
Iç  moyen :defquella5  on  trouvera, que  les  racines  de  la  pre* 
miere  équation  des  limites  x'^^-rl  J^^i^  9  3  6x  —  3  78  o  =3  p, 
font  6,  2ri,  50. 

Par  confequenc  les  ^Hmites  des  racines  de  la  propofée  x^ 
—  76;(f'4-  i87ixAr — 1.5110x4-3  5i3<>=^o,fonc  0^$, zr,3o, 
15  m.  Ce quUlfaloit  trouver.  „  .     .      ^ 

En  fubftituant  zéro  dans  la  propofëe  au  lieu  de  Xy  la  fonu» 
me  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme ,  &  elle 
.aleiîgne*^. 

£n  lubftituant  la  féconde  limite  6,  la  fomme  a  le  ligne  — » 

£n  fubftituant  la  troifiéme  limite  21'^  la  fomme  a  le 
figne-i-» 

£n  fubftituant  la  quatrième  limite  30,  la  fomme  qui  de» 
yroit  avoir  le  figne — ,  a  encore  le  fîgne-H.  Ç'eft  une  mar- 
que  certaine  qu'il  y  a  deux  racines  imaginaires  dans  la  pro^ 
pofée,  &  deux  racines  réelles ,  dont  on  trouvera  parles  mé- 
thodes delà  Seâion  fuivante^  que  la  première  eft  4 ,  &  que  la 
ieconde  eft  incommenfurable  y  plus  grande  que^  8  ^  &  moin* 
dreque  9. 

R  E  M  A  n  (i^M  .1^ 

Jr  O  u  BL  faire  concevoir  clairement  1^  méthode  du  pro- 
olême ,  on  a  choifi  des  exemples  dont  les  équations  des  lU 
mites  enflent  cts  deux  cpnditions  :  1  ^.  qu^elles  ie  trouvaflènc 
fans  fraâions,  le  coëfîcient  de  leur  premier  terme  étant  un 
divifeur  exaâ  de  tous  les  autres  termes  :  2?.  que  toutes  les 
.xiaicines  des  équations,  des  limites  fiiflènt^  çQipmenfurablâS. 
0uând  ces  deux  conditions  ne  fe  trouvent  pas  ^  qui  eft  le 
^as  le  plus  ordinaire^  on  verra  âla.fm  delà  Sedion  fuivantie 
Je  moyen  de  qrouver^  nonobft^nc  cela  >  les  limites  qu'oxi 
cherche;  .  ♦ 


>  •  'M 


:    • 


SL^H 
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P  R  O  B  L  ÉM  E     IL 

149-  Q^ANl^  an  a  les  limites  des  racines  iûne  éatiatieHx  trouver 
/!f/  limites  des  racines  de  toute  équation  en  laquelle  on  trans^ 
formera  là  première. 

M 

pAn  exempfle o<i ^l'équation x^'--'U4xx-^^y4^--^<>i4<f 
dbso,  dont  on  cônnoîc  le$  limites  o^  14,  ^  t,  14141  -,  on  veoe 
k  triùsfonner  ta.  unie  ûaCte ,  fbic  en  (kppoÊinc  par  exem- 
ple j<    —  loiBssy^  qui  fe  réduit  à  x=st  y    4-  la, 
où*    \+.  tosst^  xssty    —10, 

ou  lO  —  jf    aaj'  ***si<>— 7,  . 

ou  lOJ?  «=a/  Jf**ïo» 

ouX  ««;r  x^ioy, 

ou  ennn  de  quelqu^âutre  cnaniere  qu'on  vendra.  Subftituant 
enfuite  la  valeur  de  x  prife  dans  quelqu'une  de  ces  équations 
t&x  eft  linéaire ,  au  iîeu  de  x  dans  k  propofée,  l'équation 
quï  en  nattf  a  ïbm  ia  transformée. 

Pour  avoir  les  limites  des  racines  de  la  transformée ,  il 
faut  fubûituer  les  limites  lûcceflîvement  à  la  place  de  A^dans 
réquation  où  x  eft  linéaire ,  &  qui  a  fervi  à  faire  la  transfbr. 
înàtion  'y  &  les  valeurs  de  y  tontes  connues  qui  viendront  dé 
ct%  fubfîitutîons ,  feront  Tes  limites  des  racines  de  la  transi 
formée)  par  exempte  en  fubftituant  0  â  la  place  de  x  dans 
Véquâtibn  x—  1 0  =szy^  on  aura  0  ^-  10  s=^  i  ainiî  la  pre- 
mière limite  de  la  transformée  fera  -7. 10. 

En  fubftifuanc  .14  v  ^^  ^^^^  ^<^  feçoqde  limite  14  •—  i  o 


««4  «y.  , 

En  fubftituant  j  » ,  on  aura  5  z  -«-  î  0  ^5=  41  fet/,  ainii  k 
^ïol^éme  Hmite^de  la  transformée  fera  41. 

11  en  eft  àt  même  des  autres  transformations. 

- .    i  ■         ,''.'■....'. 

H  É  M  o  V  s  T  1.  A.  T  .1  OU. . 

;ï  t  éft  évident  par  la  transformation ,  *  que  les  racfnj»  de  la 
transformée  foiit  les  racines  mêmes  de  là  propofôc,  dimî- 
«tiéèS  ôu  augmentées  de  la  grandeur  connue  10,  ou  de  telle 
antoè  qtfbtt  voudra ,  ou  multipliées  ou  divifèes  par  cette 
même  grindeur,  &c.  Par  conséquent  fi  Ton  diminue,  on  fi 
l'on  augmente ,  ou  fi  l'on  multiplie ,  ou  fi  l'on  divife ,  &c. 
chaque  iioiite  de  lia  propofée  de  la  même  manière ,  il  eft 
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Tifîble  que  les  grandeurs  qui  en  viendront^  feront  les  Iknices 
des  racines  de  la  transformée ,  ceft  à^dire^  ces  racines  feront 
des  grandeurs  moyennes  entre  ces  limites» 

Mais  en  fubftttuant  chaque  limite  des  racines  de  la  pf o- 
pofée  à  la  place  de  x  ^  dans  Tcquation  qui  a  ièrvi  i  la  trans- 
formation, dans  laquelle  équation  x  eft  linéaire  ^  il  eft  évi^  ' 
4ent  que  ies  limites  de  la  propofée  font  diminuées  ou  aue.. 
mentées  de  la  grandeur,  par  exemple  i  o,  dont  les  racines  de 
ia  propoiee  {ont  diminuées  00  augmentées  dans  la  trans^ 
formée  5  ou  bien  qa^elles  ibnt  multipliées  ou  diviiees,  &a 
par  la  même  grandeur  i  o ,  par  laquelle  les  racines  de  la. 
propofée.  font  multipliées  ou  divifces,  &c.  dans  la  Iransfor- 
mée.  Les  grandeurs  qu'on  trouve  par  ce  Problême  font  donc 
les  limites  de  la  transformée» 

CoHOLLAtllE. 

S I  l'on  transforme  une  équation  propofèe  x'— 114x^3  &c* 
tn  une  autre  dont  ies  racines  ibient  celles  de  la  propofèe^ 
<liminuées  chacune  d^une  des  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée^ par  exemple  de  24,  ^ui  e&  la  plus  petite  des  deux: 
limites  de  la  féconde  racine  de  la  propofée  ^  en  fuppoiant 
X  —  i4=/î  il  eft  évident. que  la  plus  petite  des  deujc  lîmL 
tes  de  la  féconde  racine  de  ta  transformée  &ra  zéro  j  la  fe- 
.  coode  limite  fera  la  difièrence  qui  eA  etitre  la  Hmite  14  &  la 
fimite  finvante  51  ^  c^eft*à.dire  fa  féconde  limite  kr^  2^  j  fie 
les  limitef  deis  racines,  ûii  van  tes  delà  trajâsfocmiée^  fi  elle  ££i 
a  plufieurs,  feront  les  dif&rences  qui  fe  trouvent  encre  la 
Hmite  14  8c  chacune  des  limites  Clivantes  de  k  propoiiicL    ; 

R  E  M  A  K.  au  i  Sr 

i 

QUa  k  d  on  trouve  par  le  Problème  précèdent  tmegranu 
deur  négative  pour  la  preniiei|  limite  aela  première  râdne 
d'urfe  transformée)  comme  bPa  trouvé  la  grandeur  séga^ 
tîve  -«  I  o^  il  faut  prendre  zéro  pour  première  Umke^  f* 
première  racine  de  la  transformée:,  Se  non  pas  la  ^tandeor 
négative  •— *  1  o  :  Cek  eft  pkw  commode  dans  la  pratique. 

Quand  toutes  les  racines  d'âne  équation  font  po^tîiim^ 
ou  toutes  négatives  U  réettes. comme  leco^ideatidp  lecoad 


:3  ri  Analyse     d  i  m  o  n  t  r  e*£. 

cerme  cri  cft  la  fomme,  fi  Ton  prend  le  tiers  de  ce  coëficîent, 
fi  elle  eft  du  troificme  degré,  le  quart  fi  elle  eft  du  4e  degré , 
&  ainfi  de  fuite  ^  cette  grandeur  fera  une  limite  moyenne,  au 
moins  entre  la  plus  petite  &  la  plus  grande  des  racines. 

Ainfi  la  plus  petite  des  racines  eft  entre  zéro  &  cette  lu 
inite  moyenne  5  &  la  plus  grande  des  racines  eft  entre  cette 
•limite  moyenne  &  le  plus  grand  coëficient  négatif  de  lapro- 
pofée,  augmenté  de  l'unité  ou  d'un  autre  nombre. 

On  pourra  trouver  la  plus  petite  &  la  plus  grande  racinç 
de  la  propofée  en  fe  ièrvant  de  ces  limites  par  les  méthodes 
de  la  Seâioa  fuivante. 

m 

Avertissement. 

C  Eux  qui  commencent  &  ceux  qui  ne  fçavent  pas  le  calcul 
des  difierences,  doivent  paflër  à  la  Se^ion  fiiivante. 

A 

'  ,  T    H    E   O    H   E   M    E      X. 

150.  LjES  racines  de  F  équation  des  limites  formée  par  la  méthode 

du  premier  Problème  y  font  les  véritables  limites  des  racines  de 

la  propope  dont  e Se  eft  t équation  des  limites  ^  c^eft-k  dire^  eSes 

,  font  les  véritables  limites  moyennes  entre  la  plus  petite  ^  la 

plus  yrarUe  racine  de  la  propofée. 

♦  *  .      .  ,  ^ 

POtJiL  bien  entendre  ceTheorême,  il  faut  remarquer,  \^. 
que  dans  iine  équation  propofée  comme  xx  —  yéxH- 1 148 
ss  o,  dont  ie&  racines  ibnt  24  &  52 ,  toutes  les  grandeurs 
qui  font  entre  24^  5  k ,  ^comme  25,  2  6, 2  7,  28,  &c.  font  des 
graàdeurs  moyennes,  ou  des  limites. entre  la.  preoiierera^ 
cine  24  &  la  féconde  racine  J  2  j  &  que  la  fubftitution  de 
chacune  de  ces  grandeurs  à  la  place  de  x  dans  la  propofée^ 
donnera  différentes  fommes  toutes  connues,  dont  chacune 
aura  toujoursle  nuême  figée  r4-*  !  •  :  .  :  -  ^  :»  '  - 
'  2^.  Que  les  fommes  toutêu:onnues  qui  naifièot  de  la  fub* 
ftitution  dcf4-  2  5,  2é  27,  &ciidnt  toujours  en  augnientant^ 
c'eft-à-dîre,  celle  qui  vient  de  la  fubftitution  de  .2  5  eft  moinw 
drc  que  celle  qui  vient  de  la  fubftittitidn  de  26,  &  celle. ci 
moindre  que  celle  qui  vient  de  la  fubftitirtiop.de  27  5  & 
elles  vont  ainfi  en  augmentant  jufqu'â  la  fubftitution  de  la 
limite  38  trouvée  par  te,  premier  Prbblêrofc^iîwi  donne  une 
ibmme  qui  eft  la  plus  grande  de  toujtes». 
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Et  fubftîtuant  enfuice  3  9,40, 41, 41  &  les  autres  nombres 
fuivanS)  les  fommes  toute$  connues  quinaifTent  des  fubfti- 
tucions  vont  en  diminuant,  celle  qui  vient  de  la  fubftitation 
de  39  étant  plus  grande  que  celle  qui  vient  de  la  fubftita- 
.tîon  de  40^  &  celle-ci  plus  grande  que  celle  qui  vient  de  la 
fubftitution  de  41 ,  Ôc  ainfi  de  fuite  jufqu'à  la  fubftitution  d€ 
la  racine  jz  qui  donne  zéro. 

Or  j'appelle  la  véritable  limite  la  grandeur  38,  qui  efl: 
celle  de  toutes  les  limites  qui  font  entre  la  racine  14  &  la 
racine  51 ,  qui  étant  fubflituée  dans  la  propofée  ^  donne  1^ 
plus  grande  fomme  toute  connue ,  les  autres  limites  don- 
nant chacune  de  moindres  fommes  toutes  connues  :  Et  je  dis 
que  les  limites  qu'on  trouve  par  le  Problème,  c*eft-à-dire 
ks  racines  de  l'équation  des  limites-,  font  1^  véritables  IL- 
mîtes  moyennes  des  racines  de  la  propofée  entre  la  première 
&  la  dernière  racine  de  la  propofée  j  c'eft:^à.dire,  qu'étant 
fubftituées  dans  la  proposée,  les  fommes  toutes  connues'<juî 
en  viennent ,  font  plus  grandes  que  celles  qui  viennent  de  U 
fubftîtution  des  autres  limites,  qui  ne  font  pas  celles  que  j'ap- 
pelle les  véritables,  &  iefquelles  véritables  limites  fe  troo- 
vent  par'le  premier  Problême. 

Pour  le  démontrer,  i^.  il  faut  fuppofer  dans  le  fecond 
membre  d'une  équation  propofée  ,  comme  ;t'  -^  i  i^x 
-4- 3 744V — 30240=3:0,  dont  les  racines  font  ix,'4i,  60, 
au  lieu  de  zéro,  une  grandeur  indéterminfie^j  &  l'on  aura 
jtf '  — - 1. 1 4XAr 4- 3 744Jtf. —  30140=!^. 

i".  Il  faut  concevoir  diftindemenjc  q«e  x  rèpréfentant  tctos 
les  nombres  imaginables  qu'on  peut  fubdituer  à  fa  place  dans 
le  premier  membre,  v  repréfente  toutes  les  fommes  connues 
<]ui  naîtront  de  la  fuDftitution  de  chacune  de  ces  grandeurs 
à  laplace.de  x,  . 

Ec  pour  concevoir  diftinûement  tputes  cz^  grandeurs  quie 
réoriente  ^j  il  faut  commencer  par  1^  fubftitution  de  zéro 
à  la  place  de  x;  &  allant  fuccçffivement  par  ordre,  il  faut 
concevoir  qu'on  fubftitue  à  la  place  de  x,  après  la  fubftitu- 
tion de  zéro,  un  nombre  fi  petit  qu'il  diffère  de  zéro  moins 
Qu'aucune  grandeur  donnée ,  quelque  pçtîte  .qu'elle  puifle 
être ,  &  cette  grandeur  moindre  qu'aucune  grandeur  don- 
née ,  eft  ce  qu'on  appelle  une  grandeur  infiniment  petite  ^  ou 
une  différence. 

Tome  I.  Rr 


5  14'  Analysedemontk  e'e. 

Il  faat  enfiiice  concevoir  qu'on  iûbftitue  après  la  grattdeur 
précédente  line  autre  grandeur  plus  grande ,  nnais  qui  ne 
furpafle  la  précédente  que  d'une  grandeur  inéninoient  petî« 
te  y  ou  d\ine  diâêrence. 

Concevant  ainfi  de  fuite  qu'on  fubftitue  des  grandeurs 
par  ordre  qui  ne  fe  furpaâent  que  d'une  grandeur  infiniment 
petite  y  on  concevra  en  même  temps  que  les  iommes  toutes 
connues  qui  naiÛent  par  ordre  de  ces  fubftitutions  y  vont 
toujours  en  diminuant ,  &  font  repréfèntces  par  y  y  &  que 
le  premier  V  (urpaffê  le  iecond  d'une  grandeur,  infiniment 
petite,  le  iecond  furpaâe  le  troifiéme  d'une  grandeur  infi-. 
nnnent  petite ,  &  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  que  concevant 
que  la  première  racine  delà  propofëe  x^-— .  i  i4jcx4^5744Ar 
*—  3  0140  =/9  qui  e(t  I  £ ,  étant  fubftituée  à  la  place  de  k, 
la  (omme  toute  connue  qui  en  vient  eft  zéro  j  ainfi  ^  repré- 
jfente  alors  zéro ,  &  n'£ft  aocune  grandeur  réelle. 

Continuant  de  concevoir  qu'on  fubftitâe  à  la  place  de  x 
tm  nombre  qui  furpafie  la  première  racine  1 1  d'une  gran- 
deur infiniment  petite,  &  enfuite  une  autre  qui  fiirpafie  le 
précèdent  <i*une  diâer^nce,  &  aînfi  de  fiiîte,  on  .concevra 
en  même  temps  que  y^  qui  eft  toujours  égale  à  chaque 
fomn^e  toute  connue  qui  vient  de  chacune  de  ces  fubfti- 
tutions ,  devienr  encore  une  grandeur  réelle  qui  va  en  atig- 
.mentadif  d'une  grandeur  infiniment  petîtse ,  jufqu*à  ce  que 
concevant  qu'on  fubftitue  la  première  limite  qui  eft  14,  ^ 
devient  la  plus  grande  ibmtne  toute  connue  que  putfient 
donner  les  fiibftitutions  fucceffives  de  chacun  de  tous  \^s 
membres  qui  font  entre  la  première  racine  i  f  &  la  (econde 
racine  42. 

Et  concevant  qu^on 'fiibftitue  enfirîte  une  grandeur  qui 
furpafie  la  véritable  limite  24  d'une  différence ,  &  enfuite 
une  autre  qui  fur pafle  la  préccàente  d'une  diflference ,  &  ainfi 
de  fuite  ^y  rewéfentera  les  Sommes  toutes  connues  qui  naîf- 
fent  de  ces  lubftitutions ,  qui  vont  en  <iiminuant  ^  &  dont 
chacune  furpafie  celîe  qui  la  fuît  d^me  diflference,  jufquU 
ce  que  concevant  que  l^on  fiibftitue  à  la  place  de  x  la  féconde 
racitie  41 ,  Ton  conçoive  en  naéme  temps  qiwe  la  fbmme 
toute  connue  qui  naît  de  cette  fubflacutîon  eft  zéro ,  êc 
qu'ainfi  y  f^réîènte  alors  zéro ,  &  n!eft  aecune  ^juantité 
réelle. 
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On  continuera  le  même  raironnemeoc  fur  les  fubftirudons 

des  grandeurs  qui  font  entre  la  féconde  racine  41  &;  la  trxu^ 

*  iîéme  racine  éo^  &  fur  les  fommes  repréfëntées  par  jr  qui  en 

naîtront  5  &  ainti  de  fuite  dans  les  équations  des  degrez  plus 

élevez  5  &  enfïiice 

3'',  On  remarquera  que  dans  les  fubftitutions  des  grandeurs 
qui  font  entre  deux  racines  de  la  propofée  ^  par  exemple 
des  grandeurs  qui  font  entre  la  première  racine  i  z  &  la. 
féconde  4»,  à  la  place  de  x^  les  j^,  c'eft  â^dire  les  grandeurs 
oue  reprcfente  y,  vont  toujours  en  augmentant  d'une  dif- 
férence jufqu'à  la  fubfticûtion  de  la. véritable  limite  ^4. 

Que  dans  la  fubftitution  de  14^  l'augmentation  ceficv 
c*eft-l-dire  qu'elle  eft  nulle  ou  égale  à  zéro,  &  qu'atnit  U 
différence  de  ^  eft  nulle  dans  cette  fubftitution,  * 

Et  qu'enfin  dans  là  fubftitutiori  des  grandeurs  fuîvantes  y 
jufqu'à  celle  de  la  racine  41,  au  lieu  d'augmentation ,  c'êft 
une  diminution,  &  les j^  vont  en  diminuant  jufqu'à  ce  qu'ils 
deviehnent  zéro  dans  la  fubftitution  de  là  féconde  racine  4,1. 

D'où  il  fuit ,  pour  la  démonftration  du  i  o«  Théorème^ 
que  lorfque  l'augmentation  ou  la  difference  de  y  eft  égale 
à  zéro  3  alors  la  valeur  de  x  eft  celle  oui  étant  {ubftituée  â 
la  place  dans  la  propofée  ^  donne  une  iomme  qui  eft  la  plus 
grande  de  toutes  celles  que  donne  la  fubftitution  des  autres 
grandeurs  moyennes  entre  deux  racines  ,&  que  cette  valeur 
de  X  eft  la  véritable  limite  entre  ces  deux  racines. 

Pour  trouver  donc  les  véritables  limites  des  racines ,  il 
ne  faut  que  prendre  la  grandeur  qui  exprime  la  diflFbrence 
de  y  ^  la  lUppofer  égale  a  zéro ,  &  les  racines  de  l'équation 

3m  naîtra  de  cette  fubftitution ,  c'eft-à-dire  les  valeurs  de  x 
ans  cette  équation ,  feront  les  véritables  limites  des  racines 
de  la  propofëfe. 

Or  le  calcul  des  différences  apprend  que  pour  prendre 
la  différence  de  x'  —  1 1  ^.xx  -h  3  744^  -^3  o  240  =/ > 
il  faut  multiplier  3  i  i  o, 

chaque  terme • ^— — 

par  l'expofant     3 xxdx  —  1  i%xdx -h. 3 744^  =  dy 
de  fbn  inconnue  ^  &  par  la  dîfferencielle  dx  i  qu'il  faut  mul- 
tiplier le  dernier  terme  par  zéro ,  &  écrire  au  fécond  mem- 
bre dy  au  lieu  de  j^,  &  divîfer  chaque  terme  par  ^^  8c  roo 

aura  la  différence  3 xxdx  —  1 1 8xi/x  -t-  3  744^-^ = ^• 

Rr  ij 


y 


\. 


yt€  Analyse   demontr e^e. 

Il  faut  enfuite  fuppofèr  ^  =  o>  &  l'on  aura  ^xxdx: 
—  z  1 8xe/x  -H  3  744^x  =  o. 

Il  faut  divifer  chaque  terme  par  dx^  &  Ton  aura  Téqua- 
tion  }xx — 12Ïa;h-3744=oj  ou  divifancpar  3  ,  xx — j6x 
^  1 248  =3 o,  dont  les  racines  étant  fui>ftituées  dans  la  pro- 
pofée  â  la  place  de  x,  les  fom«nes  toutes  connues  qui  en 
naîtront^  feront  plus  grandes  que  toutes  celles  que  pour- 
ront donner  les  lubftitutions  des  autres  grandeurs  moyen- 
nes entse  les  racines  de  la  propofce.  • 

Par  conféquent  les  racines  de  Téquatiori  des  limites ,  qui 
eft  la  même  que  celle  qu'on  vient  de  trouver,  font  les  vé- 
ritables limites  des  racines  de  la  propofce.  Or  ^u'îl  falû/t 
Jémontren 


CoR.OLLAIIU£      L 


I J I •   Si  1*^1^  conçoit  dans  x'  —  i  i4xx-f- 5 744X. —  3 0 240  =/, 
quej^  repréfente  les  plus  grandes  fommes  toutes  connues 
que. donnent  les  fubftîtutions  fucceflîves  aies  véritables  limL 
tes  des  racines  de  la  propofce,  c'eff-à^dire,  par  ce  dfxîéme 
Théorème ,  les  fommes  que  donnent  les  fupftîtutions  fuc- 
ceflîves des  racmes  de  Téquation  des  limites  xx  —  yéx. 
-^  1 148  =  o  i  &  qu'on  tranfpofe  y  dans  le  premier  mem- 
bre  i  l6s  racines  de  Tcquation  des  limites  xx  —  ^Gx^i  248 
=  o ,  feront  des  racines  exades  de  TéqAiation  x'  —  11 4xx 
•♦-3744X  —  30240 — j^*=o.j  car  les  racines .24  &  52  de 
Téquation  des  limites,  étant  fubftîtuées  Tune  après  l'autre 
dans  réquation  x^ —  i i4xxh- 3744X  —  30240  — j^  =  o,. 
la  fomme  qui  viendra  de  la  it^  fubftîtution  fera  4-77765 
hiy  repréfentant  cette  même  fomme  là,  Ton  aura -h  7776 
^—  7776  =  0,  ainfî  la  première  racine  24  de  Téquation  des 
limites  étant  fubftiruce  à  la  place  de.  x  dans  l'équation  x' 
— •  1 14XX-H  3744X —  3aft40 — ^s=o,  donne zeroj  24  eft 
donc  une  racine^e  cette  équation.  La  fômme  qui  viendra 
delà  fubftitutîonde  5  2  fera —  3260J  ôc^  repréfentant  cette 
même  fomme,  — y  fera  égal  a  -h  32003  aîniî  Ton  aura 
••~  3  ïoo  -V-  3  200  =  o.  La  féconde  racine  5,2  de  Pcquatîjpn 
^es  limites  étant  fubftituée  à  la  pFace  de  x  dans  x^ —  1 14XX 
4-  3  744X  -r  3  o  2.40  —y  =  o ,  donnant  zéro  ^  efl  donc  une 
racine  dtf  cette  équation,, 
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COHOLLAIJIE       IL 

152.  O*  O  u  il  fuît  crue  chaque  équation  linéaire  comme  x— 24 
t=  o ,  X  — ^  5  2  =^  o ,  dont  le  premier  terme  eft  w,  &  le  feconè 
Tune  des  racines  de  l'équation  des  limites,  eft  un  dîvifeur 
exaft  de  PéquatÎQn  x^ —  r  i^xx  :4-  3744^  —  30240  — j[ 
=3  0,  &  de  réquation  des  limites  xx  —  yèx  4-  1 248  =:  o  ^ 
en  fuppofant  que^  repféfente  par  raport  à  x —  24  =  0; 
la  fomme  route  connue -+-  7776^  que  donne  la  fubftitutiort 
de  24  à  la  place  de  x  dans  la  propofée ,»  &  que  j^  repréfentd 
par  raport  à  x —  52=50,  la  fomme  tou'^e  connue  —  3 200 
que  donne  la  fubftitation  de  5  2  à  li  pla<;e  de  x  dans  la  prou 
pofée^  ' 

COHOLLAIILE       II  r. 

*53*  AP^^fiS  avoir  tranfpofé  j/  du  fécond  membre  daw  le  prei 
mier  membre  d'une  éq^iation^v-^  —  i  lJ^.xx  -4-  3  744x»^  3.o'240 

B=:0,  (î  on  k  divife  par  (on  équation  des  limites  xx-^^jix 
-H  1 248  =  o ,  &  après  être  arrivé  à  un  refte  où  x  ait  ua 
degré  de  moins  que  dansle  divifeor  xAr^i— yéx-H  1 248  =  0^ 
on  divife  ce  diviieur  par  ce  premier  refte*,  &  qu'on  continue 
Ja  méthode  de  chercher  le  plus  grand  diviieur  commuQ-^ 
jufqifà ce qu*onfoit arrivé  àun refte'^^ — 4576^-»- 24-883200 
===  o,  dians  lequel  a:  ne  fe  trouve  plus,  &qui  n'a  d'inconnue 
quejA^  &  qu'on  fuppofè  cereftej/jr — ^ 4576^ -h  248852106 
égal  à  zéro ,  &  le  dernier  dîvifeur  oir  x  eft  Imeaire  aiaflî:  égaf 
à  zéro,  qui  eft  —  392^: -h  17184— ^==0,  oU'-**39'2x 

—  ^7 1 84  -f-jr  ==  o.  Il  fuît  du  Corollaire  précèdent  que  lé 
refte ,  ou  l'équation  yy  —  4-5 T^y  -*^  248^8  3  200=0 ,  (  qui  fera 
toujours  du  même  degré  que  Téquation  des  Ifmites ,  comme 
l'opération  le  démontre ,  )  aura  pour  fes  racines ,  ou  pouï 
les  valeurs  dé  y^  les  fommei  toutes  connues  que  donnent  le» 
fubftitutfons  fucceffives  des  racines  de  ^équation  des  limite* 
â  la  place  de  x  dans  la  propofée,  qui  font,  ici  -t-  7776  Se 

—  3  zoo  j  &  en  mettant  uicceflîvem^ftit  ces  valeurç  de^  dans 
le  dernier  dîvifeur  où  x  eft  linéaire.  ç*eft  à-dire  dans  391;^ 
■:-—  1 7 1 84  =  o  ,.Ton'  aura  les  deux  équations  linéaires  jc — 24- 

mizo^  'X  — 5-2  s»o»V  qiÀ  <.i!bnt  le*  dîwîieurj  communs  auç 


a 
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équations  x*  — - 1  t^ycx  •+-  3 744X  —  302 40 =0,  où ^  reprc- 

fente  fucccffivement  14-7776  &  — 5100,  &  xx-^-jCk 
«H  X  14s  fcss  o  9  &  qui  contiennent  les  racines  de  l'équation 
des  limites  xx  —  76^  •+•  1 14a  s=  o. 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  du  précèdent  &  de 
la  méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de 
deux  équations  :  car  les  racines  do^yy  —  4  J  7 6;^ -h  148  8  3  2  00 
«KO,  font  telles  3  qu^étant  fubftituées  a  la  place  dej^  dans 
le  dernier  divifeur  où^j^  eu  lineairc^,  qui  eft  39  2x — 171 84 

SEso,&Mans  x*— 114x4: 4- 3744X  — 30240  =  0,  réqua- 

tîon  linéaire  eft  changée  en  deux  autres,  qui  divifènt  exacte- 
ment Téquatîon  des  limites ,  &  qui  par  conféquent  en  con- 
ciennénilés  radnes^  Sexes  mêmes  équations  linéaires  divi« 
fent  auft  exaâement  y  *- 1  i^ycx-^  3  744^ — .3  o 240  =»  o , 

cà  l*on  fuppoiè  âla  placi:  de^,  fcs  deux  valeurs  -h  777^  * 
•^3*00. 

CojlolLAikk     IV. 

Pôinr  Us  Tdcms  èytlts. 

X  54*  S  O  1 T  une  .équation  qui  a  des  ratines  égales  x^  -^  1 6x' 
-«-  7  2XX  -^  64X  4-  I  ^  a*s  o ,  donr  Téquatian  des  limites  eft 
V  —  î  %xx  -H  3  4«  —  1 6  =51  o  j  qu'on  mette  j^  à  la  place  de 
^ero^f conformément  âla  fuppofîticm  du  2^  Corollaire  qui 
préccdej  l'on  aura  x^ — ^^x^^'^^xx — é4x-i-ié==y.  Lw 
racines  de  Téquation  des  limites  étant  fubftituées  fuccefliye- 
ment  à  la  place  de  x  dans  cette  équation  ^  le<  fbmmes  toutes 

?  f  f  2.  connues  qui  en  viendront  iferont  les  valeurs  de  ^'^  ^  par  con- 
féquent les  ratines  égales  étant  communes  à  la  propofée  Ôc 
i  réquation  des  limites ^  il  y  aura  tout  autant  de  valeurs  de/ 
«pâlies  à  zcr<9 ,  qu'il  y  aura  de  ces  racines  communes. 

CôHOLtAIÎlBV. 

^i  tonûtnt  une  méthode  four  tannotire  quand  eme  équation 

frofope  a  des  racines  égales^ 

455.  D*0  u  il  fuit  fc  du  troifîéme  Corollaire,  que  fi  Ton  tranU 
T^oky  dans  le  fv&c^et  nietnike  j  ^'on  ^^ï<h&  enfuie  le 
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plus  grand  divifeur  commtin  dejc*—  i6j^'-4^  yij^X' 
4-  i6  =  o,  &  de  rcquatîon  àQs  Jihîije^  V »-  f^xx 


3*9 


.*^  ré  s=  o ,  le  qu'on  continue  l'opération  jufqu'à  ce  qu*on 
fofc  arrivé  i  un  refte  oh  x  nQ  ùs  trouve  plus ,  &  qui  n'ait 
pour  inconnue  que^^  en  TuppoTanc  ce  refte  égal  d  zeroj  il 
y  aura  autant  de  y  égau:(  à  zéro  dans  Téquation  de  ce 
refte,  qu'il  y  a  cfc  racines  communes  i la propofée  x^  —  i6x^ 
H-  7ia;jc  —  6^  -H  ï  6  =  o  ,  &  à  l'équation  i^s  lîmites  x^ 
—^i^xx^^éx  —  1 6  =:  o ,  ce  qui  marquera  qu'il  y  a  des 
racines  égales  dans  la  propofée 3  c'eft-à-dîïe,  v  auroit  trois 
dîmenfîons  dans  l'équation  faite  du  reftô,  fi  les  quatre  ra- 
cines de  la  propofée  étoient  inégales^  mais  au  lieu  d^  cela ,  y 
n'a«ra  que  deux  dîmenfîons ,  s'il  y  a  une  racine  commune 
â  la  propofée  &  à  l'équation  Aqs  limites  5  y  n'aura  qu'une 
dimenfîon  dans  l'équation  du  refte,  s'il  y  a  deux  racines  com- 
munes ^  &  j^  fe  trouvera  entièrement  égale  à  zéro  dans  i'é  J 
iquation  faite  dju  refte,  fi  cputes les  Ksuçm^$ de  l'équ^on di^s- 
limites  font  aufli  les  racines  d^  la  propof^  ^  &  que  les  quatre 
racines  de  la  propofëe  foient  égales. 

Dans  cet  exemiple  on  trouve  pour  refte  jf  —  .144  =?  o ,  ce 
qui  fait  connoitre  qu'il  y  a  deux  iracines  communes  â  }a  prou 
pofée  &  à  Ion  équation  àts  limités,  &  que  la  propofée  çoq^ 
tient  par  conféqueot  des  racines  égales.         • 

lyoCi  l'on  voit  que  pour  cornioïtre  fi  uije  équation  pro;. 
|)ofée  contient  des  racines  égales  ,^  il  n'y  a  qu'à  ajouter  —y 
à  fon  dernier  terme,  &  enfuîte  chercher  Ic^plus  grajnd  di- 
^ifeur  commun  de  cette  équation  &  de  fon  équation  des  li« 
mîtes  j  &  continuer  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  ait  im  réfl^ 
qui  n'ait  <{\tty  pour  inconnue,  &  ftippofer  ce  refte  égal  à 
zéro.  Si  l'iiiconnue  y  çft  au  même  ^egré  dans  cette  <^ua« 
tîon ,  qu'eft  x  dans  réquation  des  limites  y  c'eft  une  marque 
<}u^l  n'y  a  pas  de  racines  égales  dans  la  propofée  :  SI  Fihcôn- 
«ue  ^  eft  à  un  degré  moindre  dans  cette  équation  du  refte 
que  celui  de  x  dans  l'équation  des  limites ,  c'd):  une  n^^Ç 
^'îl  y  a  dts  racines  égales  dans  la  propofée. 


yio 
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S  E  C  T  I  O  N      III. 

Oà  fo^  explique  différentes  méthodes  pour  tr9Ufver 
les  racines  d'une  équation  lorj/^on  a  deux  limites 

pour  chacune* 

P  R  O  B  L  É  ME     III. 

'  J^*  f^JJ^^^^'^  ^  ^^^^  liT^ites  £une  racine  £um  èquatUn  nur 
merique  ^  îune.  moindre  ^  P  autre  plus  grande  que  cette  racU 
ne  y  ou  y  ce  qui  r  envient  au  mente,  lorfquela  fubfiitution  de  l'uni 
'^  en  fuite  de  l*  autre  à  la  place  M  r  inconnue,  donne  des  fom^ 
mes  toutes  connues  dont  les  fiyfies  font  differens  5  trouver  £ette 
racine  quand  elle  ejl  commenfuraBle  ;  en  trouver  une  valeur 
approchée  quand  elle  efi  incommenfurable  î  ^  continuer  l'ap^ 
proximation  tant  qtêon  voudra.  .       , 

Paîmibre     Méthode     par     substitution 

ou      PAR.      DIVISION. 

jÇ)  K  appliquera  la  méthode  a  un  exemple  en  renonçant 
jpoùr  la  rendre  plus  claire* 

Il  faut  trpuver  les  racines  de  xxr^j6x^i  248  ==  o  5  les 
limites  de"la  plus  petite  font  zéro  &  385  la  première  étant 
fubilituée  donne  +.  &  la  ièconde  donne  -^  &  les  limites  de 
la  plus  grande  font  38  &  77  ^  la  première  étant  fubftituée 
dQî^!e-—,:&r la  féconde  donne -H, 

i^.  On  prendra  la  dij9ference  des  deux  limites ,  &  Ton  ajou- 
tera la  moitié  de  cette  differçpcc ,  jprifes  en  nombres  entiers  ^ 
pL  la  moindre  limite ,  ce  qui  donnera  un^  fomme  •,  aind  la  dif« 
ferencç  dç«  deuçc  limites  zéro  Çc  3  8  ck  la  première  racine , 
<eft  3 8  ,  dpnt  la  moitié  eft  1 9,  &  1^  foipme  dçJa moindre  lî.p 
mitp,zerQ&:  de  cette  moitié,  eft  1 9,  JLa  diâerence<les  deiux  lit. 

3ûj:ps.5,8-;^  77eft  39^  4<^Gt  lia  moitié  eft  19  ou  ;^o  ;  on  preui^ 
ra  laquelle  on. voudra^  quand  la  diâèrence  eft  un  nombre 
impair  :  on  ajou£ei:a  cette  n^oitié  à  la  moindre  limitp  3  S,  &  1% . 
ibmme  fera  57  ou  5.?,  il  n'importe  pas  laquelle  on  prerine. 

%^..  On  fubftituera  la  fomme  qu'on  vient  de  trouver  â  la 
place  de  Pinconnue  x  dans  la  propofée  ^  aiûfî  on  fubftituera 
H- 19  pour  la  première  racine  ^  &  hk  57  pour  la  féconde  j 

ou  m 
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^ett,  €Q  qui  revient  au  même»  on  diviferâ  Téquadon  pfotid- 
^cper  l*équatian  linéaire  x  moins  cette  fomrtiê^c*eft-à.(nrjî 
par  X  —  1 9  =  o ,  pour  trouver  la  première  racine  ^  &  |)âJ: 
j^ —  57  =  0,  pour  trouver  la  feconciér  On  remarquera  fè 
•Agnç  de  la  (bmitie  «oute  connue  qui  vietadht' de  la  fnbitK- 
tucion ,  ou  du  refte  qui  viendrar  de  h  div^fion ,  ^tc  i*ft  eff  dsttl 
forme  au  fîgneqtte  dok  donner  là  pi^émitte  JhnM^^b^fà 
•celui  que  dok  donner  la  féconde  Kmitej  par  exe^^ 
•éubIKtuant  19,  en  trouve  le  fisne-i-  coinforme àà  fighè  qâ^ 
odomie  la  n^oindre  limiteizero  ^s^dedx  limîtesr  o^  ^^ât  fà 
prefntere  racine^  en  fiibftîmiant'57;  on  trouve  Ifefigne  4î 
conforme  au  Hgne  que  donne  la  plus  grande  Umice  77  déi 
^te^x  lîmïteiâ  y9  &  77  dé  Fa  féconde' râcme.  - 

jo*  Ott  laiflèra  à  prefent  comme  inutite  celle* des  deu* 
Umkesi  d?lBne^  racine  dont  la  grandeur,  fubftîtuiée  à  lî  plid^ 
dex^a  donné  le  fîgnê,  &  on  prendra  ceh*  grïmfde\fr 
l^lftce  pouptere  uiie  dlês- limites  de  h  raehïe  qu'on  cHètëhe^ 
avea  I^auere  limite  dâmt  la  grandjeur  fûbfHtàde  ii'4  j^is  dohtoe 

lefigne.  .  ".,'..;/'  _•/, 

Dans  notre  exemple  en  cfecrchantla  première"  ratînV  dfe 
la,  propofée  dont  zéro &- 38  flint  les  BmîtesvU^gTaiodeur  i^ 
a^anf^dtcmiiélè-fignedela  momdrelîmitezero,  c'cflr-à  dîriî'+^ 
^  litt^kezerô^fërardefbrmaîs^înutTferpour  bouVer4k  ptê^îére 
Mcihe^onpreiidra*$fapkcelkgtanf^  t^  qui^a  dbibilélk 
mâtae!  ffgneH- de  là  première  linrijDe  ^era,  &  là  ffecbnde  11- 

On*  tr<Hi^  dè^raêh^  en- cHwcBant  la*  fëcodM^ 
la  grandeur  57  étant  fubAitûée  à  la  place  de  x^  dotitïtlé 
figne  H-  de  la  plus  ^andç.  des  ^eux-Jimices  )  8  &  77  de  la 
ieconde  racine  ^  aimi  il  fEut  laiJder  la  plus  grai^de  iinuté  jjç 
comroe-imitilf  y.&fp^rendre'â^Tà  placeïajgrrawdedrj^  p^ourt* 
plfis^raiide^IyAPMte^,  'Sî^là  pïus^petîte-3S  dfemcurelfr  mêwe.     ' 

I!  aut  à^prèfent  chercher  »:premieréfkti 
«lire  Jès  nouyeMes4}nnte%iy  6t-yS'y,iclk  féton décent rel^s; 
iitnkef  }%  St  57-, en  fiiffknt  tine-operatiôff  fëmfclâBfe  â'cdïei 
dti  premier  &  •  dtt  »  fécond '  article*;  c'êfl^à^dîre  efir  pf  ettarff  ;' 
pour-trouvéï^là^valetird^Iâ  prcnrière  taiiiile, 'ïâ'moitfé  ide  1^ 
cfiftSten€e'de'çe«'déttx*Hmitçrl9  &  }*;4iq'ûèWc'mf6îtfé  c(t^9i 
l^)o»tai»4ila^meihdrê4imite  19,' ce  quîdbttrté*^ 

H's  ^  fobftië«ttiic<ene'grândéttr  ï^drlâ^^àt^y  14" 

Tûmel.  si 


p>è>po'f^e:,&  ,copi)ti)elafpnime  qui  en  vient  ak- le  figoe.-«>y 
.qui  éfl;  oeJTui,  qixé  fipnnç  la  fiibftiujtipn.de  k  plus  grande 
limite,  il  faut  laifter  la  limite  38  comme  inutile, &  mettre 
^  h.  place  a8  pouf  la  plus  grande  limité  de  la  première  jra- 
iàoe ,  jdppt  la  pli^pçt^çs, limite  fera,  f  9  4  *^  continuer  l^oper*. 
HR^  ej^'jajûucaiit  ;ra  mo^ié  en  npmbrcs  entiers  de  la  difiè=^ 
yeçije  j».^;<léùx"%rAi^s M^^ites  ^9  &  2»,laqoelle  moitié 
pft  j  bù^i^j au. plu^ petite  limite  19,  cequidronneiralafdm. 
;me  24 ,t;5ctubjt^Uâpt  cette  grandeur  14  àla  place  dexdans 
J^  pf opo'fee^  It^omme  oti  trouye.qi^c  la  fomniç  qvi.eo  vienc 
eft . zéro, Jji'gr^aç^ur,  146^^      plus  petite  .r4iciae  delà  pro- 


Ori  cÉerchéra  la  féconde  racîne^commc  ba  $t  fàitla.prc- 

çiî.ere,^  ça  pr^naiu  9.  qui.eltlarmom^  de  la  diflfercnçe  ly 

jui  fe  trQuyè  entre  les. deu:f  derpderes  limites,  38  &  57 delà 

_t^cphde  racine  de  la  propoipe;  &:  ajoutant  jcejie,  cnoitic  9.  à 

a  [môînfijje  lîinite  ,.la  ip^^î^e  iera^  47 ,  qpî  çtaut  iîibftiméc 

5  Ifi  Jplape*  de  yif/daiis:  Iji  propoféC;^^  4<?^?  :lç  fig«e  —  con- 
forme à  celui  qui  vïeht  de  la  TubUitution  de  la  moipdre  li^ 
jnite  5.&.  On  laiflè^a^k  limite  3 S  comme  inutile^  &  on  pren^ 

draà  fap4ce^47>'j5tift  plus grjapdelinaite- fera  çaçore  j7^ 
âîniî  lçs;dçux  Utoites  4^  la  féconde  racine  fèfioçt:  47  6c  î7* 
pn,  prendra  5^  ^^çft  w.  moicic  cxaûp  4e  leur  différence  ^ 
qui  eft  ro ,  on  rajouterai  la  moindre  limite  47,  &  la  fomme 
fçra  5^ }  on iubfticuer^  ^  z  à  la  place  de  j^  dans  la  propofécv 

6  Ton  trouvera  que  la  fomme  qui  en  vient  eft  zeroj  ce  qui 
i^ra  vpir  que  k  grandeur  ,511  eft'U  Içconde^roiciiip  de  la  pro. 


•'     '       '  '•'.'  ^  '   •IL'''e'm  'X'r  q^u  e.  .' 

19m  '  •»  '*'-  s  I.^^»<^  t«*^**^ 

L  eft  yinble  qu'en  cherchant  une  racine ,  par  cette  mc< 
tliode  ^  entre  deux  {imites,  entr^  leiquelle^  cetfe  racine  çft 
tjne  graiideur  moyenne,  on  atigmeiite  â  chaque  opération 
I,à  pliis  pbpté  linuce,  ou  r.on  diimlnve  ia  plu;  grainde  ^  ç'eib^ 
pourquoi  on  arrive  enfin  a  trouver  la  racine  même  ^  quand 
elle  eft  cpmmenfiirable.  Mais  quand  en  fuiyant  la  méthode^ 
o^  arrive  à  deux  limites  \  l'une  moindrç,  ^l'autre  plus  grande 
que  la  racine ,  ou  qui  donnent  par  leur  fubftituFion  des  fiehes- 
dijferens ,  xjuî  ne:difKreût  entr'ellqs  que  de  Tunité ,  il  eft. 
certain  que  la  racine  eft  uc^  on  fuppofe. 


4  <* 
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l*équarion  fans  fradions,%&  que ib«  premier,  term?  h'a  pas 
d'autre  coëficieht  querunité  yainfîfa  racine  étant  entre  detf? 
iiombrésqul  lïe  dîi9ferent  que  (îe^ruriité,  elle'ne  peut'pas  être 
un  nombre  entier  5  &  on  a  démontré  ^  qu'une  fradion  ne  *  14, 
peut  pas  être  la  racine  d'une  telle  équation. 

*  Continuation  de  U  fremieré  méthode.  . 

O.        .        .        .    '  >.{  . 

N  continuera  d'augnaenter  par  là  méthode  la  moin« 
dre  limite,  &  de  diminuer  la. plus  gracide limite  delà  racine 
qu'on  cherche ,  jufqu'à  ce  qu'on  trouve  une  grandeur  qui 
étant  fubftituée  à  la  place  de  l'inconnue,  donne  zero$  du, 
quand  la  racine  eft  ic^cop^meniùrablé,  jufqu'i  ce  qu'on  ait 
trouvé  deux  limites,  l'une  moindre  que la'racinê,.&  l'autre 
plus  grande^  qui  ne  diffèrent  entr'elles  que  de  Punité  ^  &: 
alors  la  moindre  limite  fera  la.  valeur  approchée  de  la  racine, 
lus  petipe  quç  la  rapine,  jSc  k.plus  grande  Hmite  fera  la  va^{ 
ei;ir  approchée  plus  grande  qiiejâ  racine/^  &I'une  âCtPautre' 
valeur  approchée  ne  dififèr^ent  pas  de:  la.  racine  exaâre  dé  lUi«: 

nité  entière.  > 

Pour  continuer  l'approximation ,  on  fe  fèrvîra  ordinal*: 
rement  de  la  troifiénie  méthode  qui  fuit,  comme  étant  ia. 

{)>lus  courte,  mais  on  le  pourr?,  faire  auili: par  cette  première, < 
e  calcul  en  fera  un  p^u  plus  tong,  oci  prendra  4*)  ^l^i  ^  la' 
moitié  de  la  diSerence  des  deux  dernières  limites,  qui  ne 
différent  entr'elles  que  de  l'unité ,  &  on  l'ajoutera  â  la  moin- 
dre des  deux  dernières  limites  ^  on  fubilitueca  cette  gran-i 
deur  i  la  place  de  rincpnnue>,  ^  on  Ja  prendra  au  lieu  dela^ 
limite  djont  elle  donnera  le  fîgne.  Ensuite  on  prendra  la  s^Ui 
tîé  de  la  différence  qui  eft  entre  cette  nouvelle  limite  & 
l'autre  limite  qui  eft  demeurée ,  on  ajoutera  cette  moitié/ 
à  la  moindre  de  ces  deux  limites,  &  la  fomAe  fera  la  gran* 
deur  qu'il  faut  fubftituer  à'  la  place  de  l'inconnue;  dans  la* 
propoiee,  &  on  prendra  cette  grandeur  au  lieii  de  la  lidiite^ 
dont  elle  donnera  le  fîgne.'  -^  •    !-  } 

On  continuera  ainfî  de  drouver  des  vajeurs  qui  appro-  ' 
chent  de  plus  en  plus  à  Tinfîni  de  la  racine  exade ,  qu'on'  ne  * 
pput  pas  trouver  aucremenc  y  puifqu'eile  eft  incomtnenftu 
râblé.  ,:;.,. 

Sfîj 


\ 


3Z4  Anazt-sepemontu  e*e. 

'         VMéiÊt^U  pi  Ut  MCinés  f0nt  incoitmenJurahUs. 

POuK  trouver  les  racines  de  Téquacian  xx^^xox^^^ 
=  o^  dont  îa  première  a  pour  limites  zéro  &  lo^  fa  féconde 
10  &  1 1  :  I^  on  prendra  ia  moitié  de  fa  diÔèrence des IiaU« 
tes  zéro  &  lo,  laquelle  moitié  eft  j,  on  l^a joutera  à  tero^ 
&  la  fomme  ièra  5  ^  on  fubflituera  5  à  la  place  de  x  dans  la 
propofée,  &  Ton  trouvera  ht  fomme  toute  connue -~io^: 
amn  5  donnant  le  figue -^  de  lir:p)0s  grande  dfesdôux  Umu 
tes  o  £c  rcî^  on  piiendra  5  pour  la  plu»  grande  (imite  au  lieu 
de  I  o,  &  zéro  denieurera  pour  la  moîfirdre  liitike. 
^  On  prendra  iaptus  graod't  moitié'  t^  n^rïvbres  efttlen  dcf 
b  différence  des  limices^^  «31  &  5 ,  ^ete«  moitié  eft  jf  ^^  <yfr  ti 
^rbftitùeta  à  la  place  ée  ;»^  &  dite  doH^r»^  14  ^  afinfi  5 
donnancle  figne  de  la  ftioiiui^e  ^Icfs  Atxk%  limites  titity^  5^ 
qn:  prendra  5  pour  lia.  imMidrc  limite  an  tîeu  de  ^erc^^.êe  \% 
phis  grande  fera  5  j  an  aj^iKM^  r^^  quieH  la  moitié  de  la; 
ibfierehce  de  ces  deux  limiter  5  fe  5 ,  âi  k  plb^  |>eeite  5  ^  ,&^ 
00' fu&fticiiera  Ja:  ibnutie.  4  att-  lieu  de  jt^  de  Patt  trotitefa 
qu'elle  dpnne  la  ibmme  -h  i  >  qui  a  le  même  figne  h-  que 
dètmè  la  moindre  liinke. 

.  L'ois  a  dcmc  les  deux  linw<94^  f  )  qc»  ne  diJf&reiK  que 
4e  Tunîté.,  .dksor  l'une.  ddt»ve-^  &  Tautre-*^}  ainfi  la  pre- 
mière racipe  de  ku  pvopofée  eft  f^lu$.  grande'  que  4  ^  éd  moin* 
drc  que  f ,  â(  elle  eft  iircommenfiirabre. 

Porar  ea  trotiirer  la^  vakur  en  ît^^Aon^  qui  en  âpproeBe 
tant  qji'on.  vcodra  ^  on  prendrs^^.  qui  eft  la  moitié  de  là  dif- 
fcieuce^  1  des  deux  ttniice^  4  &  5^^ ,  otf  ra/oaret^  à  1^  moindre 

lîmiiffc  '4v  K  Pa  fofnme  fèrtt  4  i  ±:s^f  j  ou  f&blKtuefatf  à  ïa 
place  de  X  dans  la  propofée^  &  on  troruvera  la  fomràe  toute 
connue  -^  4  j  >  qui  a  le  figne  — que  donne  la  plus  grande 
jSti  deux  limites  4  &  5^  aîniî  oxt  prendra  4x^1^^  ^^^ 
de  5,.£c  tes  deux  limites  ou  valeurs  approchées  delà  pre- 
mière racine  feront  4  &  4 1.  On  prendra  ^  qw  eft' la  rtvoiticr 
de  lât  diflerence^  de  ees  deux^  Hnïites  4^  4  Ivcnrapouteta 
cette  mokie  ^  è  la  plto  petite  4^  Ai  la  fontane  ^<i^^st±ii  kta 
la  grafidew  c|u'€n  fblrfUeittr^  i  kt  phcce  de  x  ddn^la  plopor. 
fée,  &  on  trouvera  la  fomme—  i  fl,  qui  a  le  (îgneqtte 
donne  la  plus  grande  des  deux  limites  4,4^}  ^infi on  pren^ 
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^rs  4  f  «u  Ifett  dQ  la  pki8  grande  limkc  ^  It  4  dèmearèrar 
^r  k  plus  petite. 

moîtîë  de  la  dîfferetice  dés  dCttx  derdîeres  liifakèS  4 ,  4 1 ,  i 

la  moitidre  4  ^  te  i'ôù  fubftituef à  là  fôrtimé  4 1  =t:  ^  à  la 

place  d«  X  dans  la  pro&ofëé ,.  &  Ton  trouvera  là  fommé 
'T-^^t  qjuii  û  encore  le  ugne  qpe  dohne  la  plus  grande  IK 
mité  4  ^  y.  afnii  on  prendra  4 1  pour  la  plhs  grande  limite  ^^ 
au  Heu  de  4 ^  ^  fc  4  demeurera  la  moindre  limite«  .    . 

Pour  continuer  l'approximadon ,  on  ajoutera  -^ ,  qui  eflr 

k  moitié  de  la  difietenÊe  des  ddbjt  liMtèi  4 ,  4^ ^  à  la  mdiiiJ 

dfé  Itmke  4,  et  dn  fubflîruera  la  fortviiie  4  jr  i=ï^  f|ri*l^ 
l^lacé  de  j^^lans  la  propofée,  de  on  trouvera  la  Ibmme  toûté 

connue  -h  ^^  qui  à  le  méifié  fighe  que  donne  la  (ubftîtutibù; 
de  la  moindre  limite  4  ^  ainiî  4  -^  fera  unô  valeur  ap|^o^ 
çhée  de  la  première  racine  moindre  que  la  première  racine^ 
fc  4|  fera  une  valeur  approchée  de  la  même  rac^^e  pfuft 
grande  que  eetce  racine  ^  qui  eft  en tre  4  ^.  St  4 1^ 

On  peut  continuer  l'approximation  iiinfini  rnt^    Pap^* 

'  proximaciun  qja'on  vient  de  £aùreibfSt  poul^  faire  coneevoifî' 

m  méthode.  ^ 

2j9.  -  On  appliquera  la  même  métficnjè  i  la  recBéixhe  de  I» 
kccfndQ racine  delà propofëe^ don£ les  limites  font  ix}( &  ir  ^^ 
&  après  avoir  trouvé  qca'elle  e£b  entre  17  &  ré^  6n  concL; 
Queni  rappràximaiion  en  fraiâiDfis ,  en  ajoutant  la  moindre 
Ùmite  f  5 ,  la  moitié  de  là  différence  qiii  eft  entre  i^  &  1 6v 
c'tft.i-dire  |^  y^  &  ém  fobfliruera  k  fbmme  1 5  ^i  la  piaee  de  ir- 
dans  k  propo£te  ^ te  ter efte  éoitoîse  dans  rapprdxtWtiènr de* 
k  première  racine. 

Cette  preniîère  méefaode^eft  évidente  iaprèir  tout  ce  qui 
précède  ^  puifqu'élle  enieft'une  fixise  «oceuaire y  te  elle  n^ff 
pas  befbiii  de  démonftraâon.  > 

Seconde  metiodi  par  U  moyen  do  ÏÀ  trànsformafioi^y  qiU  fcrt^  \ 

étr  diminuer^  à  augmenter  Us  racines.  .        -   '   '  > 

1 57.  PÔ  tr  ïc  reiïdreia  n>eehôd'e  plus» facile  à  ewtftidre,  «h  J*à^ 
pliquer a  è  un  exemple  en^  l*éfiùricaïifc ,  &  l*on  fera  en  mbtxAf 

«MMt^  M»«aifi3«ietftei^  ^  <- 

c  /•  ••• 

&1  Uj; 


/ 

/ 


1x6  Analyse     demq^nthe'e. 

Soif  l-éi|Ufittion  xx — yéx-i-  1 148  =  0,  doncil  £iat  trou- 
ver la  plus  petite  racine  par  cette  méthode  j  les  limites  ide 
U  ffremiere  racine  font  la  plus  petite  1 9^  qui  étant  fubftituéé 
à  la  place  de  x^  donne  une  fbmme  toute  connue  qui  aie 
figne  -H  3  la  plus  grande  3  8 ,  qui  étant  fubftituéé  a  la  place 
de  X,  donxie  une  lomme.quî  a  le  fighe  — . 

Il  faut  commencer  par  la  moindre  limite  19,  iç  fuppôfer 
•1-  19  -♦-uneîndctermmée/s=x3&  fubftttuer-i- 19 -♦-/«=: x 
à  k  place  de  x  dans  la  propose ,  comme  on  le  voit  dans 
l'exemple  figuré  ^  k  dernier  terme  de  la  transformée  qui  ea 
viendra 9  aura  toujours  le  même  figne  que  donne  la  moindre 
lii^ite  j  dans  notre  exemple  il  a  le  ligne -«-. 
f  is.     r    II  eft  évident  *  que  par  cette  première  transformation, 
Vx>n  diminue  la  première  &  plus  petite  racine  dpnt  on  fait, 
la  recherche,  de  la  grandeur  1 9  ,  ainfi  on  la  peut  déjà  con-; 
cèvoîr  comme  partagée  en  deux  parties ,  dont  Tpne  eft  la 
moindre  limite  1 9 ,  6c  l'autre  eft  la  plus  petite  racine  dfc  la 
transformée,  dont  il  faut  continuer  la  recherche.  Ileftdè^ 
jliênie  évident  qu*ôtant  la  moindre  limite  19  de  la  plus^ 
grande  3  8 ,  la  différence  1 9  furpaflë  la  première  racine  de  la 
transformée ,  puifqiië  38  furpaflë  la  première  racine  de  la 
propofée  ^  ainu  il.faut.  prendre  la  moitié  en  entiers  9  ou  10, 
il  n'importe  pas  laquell^e ,  de  la  différence  1 9 ,  &  fuppôfer 
Oëttë  moitié  9  tf-  une  nouvelle  indéterminée  g,  égale  à  la 
première  indéterminée  /,  &i  fubftituer  f4-9-i-g=/à  la 
place  de/  dans  la  première  transformée. 
;  La  fëcoûde  transformée  qui  vient  de  cette  fubftitution  ^ 
f  ^  ^yant  le  figne  — ^  au  dernier  terme ,  on  eft  afluré  *  que  la  pre- 
mière racine  de  la  première  transformée  eft  deveoue  néga- 
tive^dansia  féconde,  &;  qu'ainli  on  Ta  trop  diminuée  en  la 
diminuant  de  9, 

On  fçait  donc  déjà  que  la  première  racine  de  la  propofce 
oft  pliis  petite  que  i.9;-ir;9.c=:?:aj8,  &  que  la  grandçur  dont 
elle  eft  plus  petite  que  z8 ,  eft  jnoiadre  que, 9.  C!eft  pour* 
quoi  il  raut  diminujsr  la  première  racine  de  la  féconde  trans- 
formée qu!  eft  négative^  d-une  grandeur  moindre  que  9$ 
c'eft  à^dire,  il  faut  prendre  là  nfioîtiè  de  9  en  entiers  qui 
eft  4",  1^  rendre -négiative,  fuppo/çr  -:-.  4^  upe  nouvçlle  in- 
d«JCçrmîwée  h,  égaler  à  l'indéterminée  g,  &  fobftîtuer  —  4 

•h  A  =ç  g  à  la  pUfiç  de  g  daJBs  U  ^coode  traaîfQrméç  ;  Eç 


comme  Ton  trouve  que  le  dernier  terme  de/k  trtiificme 
transfoirmée  gui  vient  de  cetee.  fubftitution ,  eft  zéro  •  il  ëft 
évident*  que  la  grandeur  4  eft  juftement  celle  dont  k  pre-  * ,, 
miere  racine  de  Ja.feconde  traiisformée  avoit  été  trop  di- 
4r>inuàe ,  &  qui  étoit  devenue  négative  par  cette  diminu- 
tion j  &  qu'ainfi  4  eft. la:  grandeur  qufil  éauc  ôterf  de^  1^ 
ppur  avoir  la  raciiie  qu'on  cherche,  qui  eft  par  confeqnenc 
-1^  -l-.jL — :  4SW  24>  Ct  qu'il faUit  trouver. 


Exemple  fiytrê  four  trouver  la  flus  petite  racine  de  F  équation 

■    XX — 76X  Hr  1 148  ===  o^  dont  la  moindre  limite  eft  i  »  qui 

hani  fubfiituêe  àU  place  de  x,  donne  une  Comme  àui  a% 

ppe  -f-,  &  dont  U  plus  grande  limite  eft  38 ,  qui  donne  t» 

-   figne-^,  .      .  ' 

EQ^UATIQN      PR,0  POSEE, 
-  '76X  HH  1 148 


XX 


o* 


Il  faut  commencer  par  la  moindre  limite  19 ,  &  ibpjJol 


i  9  H-/: 


XJf  i 

1x48 


Il  faut  ôter  la  moindre  Iimiitel/»w»wf;r 


19  delà  plus  grande  38,  & 
prendre  la  moitié  en  entîeft, 
qui  eft  9,  de  la  difièrençequî 
eft  19,  gçfuppofer 


transfor- 
mée 


1 

*• 


361 

I44JL 

1148 


76/ .  a 


^*-^ 


38/ 
165 


i(Î5— 38/^.jgj- 


«rrr. 


9  ayant  donné  au  dwnfer  Seconde^ 
term©  derW  trànsforn^ée  le  trant/ori 
iigne — de  la  plus  grande  li- 
mite 38  ,  il  faut  prendre  la 
moitié  de9  en  entiers,qui  eft 
4 ,  &  lui  donner  le  figne — , 
^ttppofer:.   . 


.81 

341 

i6j 


i8g 
■5^ 


— i 


af 


9^-.,<j^-4.gg 


(' 


tJ 


4  •••  *  a*g 


lOg 


lé 

80 
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«ft  :tqrç)i,  la  racine  cft  cQm-\mé^       \ 
toeofuca^le ,  &  die  eft  égaie  à  la  fomme  des  geandeun  cofw 
Jlittes  des.  éf|uattc(fi&  lineatres  qui  ont  fervi  aux  crans^bi^ma- 

'  '  £<x  <it{QioAi^nt  là  precmere  racine  de  la  pri^ofée  par  1^ 
transformations,  on  diminue ayffi  laièco^de)  ainfi  ep  ajou- 
tant la  ç^rejpiere  racine  14  à  la  racine  18  delà  dernière  trans- 
formée;  qiiî  .è(tlin<^alre,  la  fomme  ji  eft  inféconde  ra<;îné 


la  propoCee  ;' dont  cependant  on  va  faire  ^  Recherche 
'^ir  k  métho'^e  \  pbur'la  falre^miéux  tçM^çevoîr. 
'  On  trouvera  doiic  de  même  que  la  féconde  racme  dk  jx  j 
on  en  voit  les  opérations  dans  l'exemple  figuré. 

7»tf«r  trouver  ta  fUts  ^a^^  ratine  deTCC  -7-  76X  -t- 1 148  =  o , 
Jont  U  flus  petiteHimiie  eft  38,  qui îtdni  fubftituit  dotme  le 


O  Nvfiîppofera  ^  ^î  -f-f^  x 


.     KX 

:76x 


V   •   — 


7^/ 


4pn.  qt;çrala  njpîndre  lîmîtc,:?rf^i>r? 
58  delàplusgratide  77^&  oxLtr^nfffr- 
prendra  la  moitié  en  eiitiers 
1 9  de  la  difierence 39,  «  on 


a 


i**B«M«i 


■WMIa 


W^#, 


1^6^  -irff 


l^»^J«*/ 


»  >    o 


« 


/  f 


19  donnant  au  der/ûçT 
plus  grancle  li^ 


ne  4-  ae  la  plus  eran^ 


196 


*•- 


mite  77,  on  prendra  e^  en- 
tiers U  moitié  9  de  i^,  & 
icm  fuppofera. 


I 


ij6<j-#*:38g-^SS-: 


<  ^  •  '  * 


v.  . 


k^.  ■  •  • 


-i 
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•—  9  donnanc  au  dernier 
ternie  de  la  tranfofmée  le 
figne  —  de  la  moindre  lîmî- 
ce ,  on  prendra  en  entiers  la 
moitié  i^  de  9,  6c  on  fuppo- 
fera 


Troifiéme 
transfcr-- 


met. 


i6 
8o 
96 


2U 
xoi 


V  m 


Etant  arrivé  à  une  transfor- 
mée dont  le  dernier  terme 


4*  trans- 
formée. 


o^iSi^a 


€ft  zéro ,  la  racine  qu'on  cherche  eft  commenfurable ,  &  elle 
eft  égale  à  la  fomme  des  grandeurs  connues  des  équations  li-. 
neaires  qui  ont  fervi  aux  transformations  j  ainfi  la  plus  gran- 
de racine  de  la  propofée  eftx=s-H38-Hr9  —  9-1-4  =  5  î% 
Ce  qu'il  faloit  trouver. 

Continuation  de  la  méthode  quand  la  racine  qtion  cherche 

eft  incommenfurable. 

1.0  n  s  qjj'e  n  cherchant  une  racine  par  cette  méthode; 
on  arrive  à  une  transforn>ation  où  l*on  eft  obh'gé  pour  con. 
tinuer^de  prendre  la  moitié  de  l'unité,  la  racine  qu'on  cher^ 
cbe  eft  incommenfurable ,  n'étant  pas  un  nombre  entier  / 
puîfqu'on  trouveroit  une  transformée  dont  le  dernier  terme 
leroit  zéro  j  c'eft  à-dire ,  on  trouveroit  la  racine  exadement, 
il  elle  étoit  un  nombre  entier  ^  elle  ne  peut  pas  être  auflî  une 
fraâion ,  "^^  car  on  fuppofe  la  propofée  ians  fraâions ,  &  que 
fon  premier  terme  n'a  pas  d'autre  coëfîcient  que  l'unitd 
Dans  ce  cas  la  fbmme  de  toutes  les  quantitez  connues  des 
équations  linéaires  qui  ont  fervi  aux  transformations ,  éft 
la  valeur  approchée  en  nombres  entiers  de  la  racine  qu'on 
cherche. 

On  continuera  tant  qu'on  voudra  l'approximation  en  pre« 
nan£{^,c'eft.i-dire  la  moitié  de  Tunité  précédée  du  figne«H 
ou  — ,  felon  que  le  dernier  terme  de  la  dernière  transfor- 
mée aura  le  (igné  de  la  moindre  ou  de  la  plus  grande  limi- 
te, c'eft-â-dire  •«•  dans  le  premier  cas ,  &  •«-«  dans  le  fécond  | 
Tm$  I.  Tt 


m 
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&  on  fuppofera  -h  ou  -—  |  -*-  une  nouvelle  indécerminée^ 
égale  à  rindérerminée  de  la  dernière  transformée  ,  &  le 
refte  comme  dans  l'exemple  £guré  qui  fuit. 


f 


£X£MPL£        FICUKE 

pour  trouver  la  plus  grande  racine  de  xx  —  20X-4-<55=aBO, 
^    dont  la  moindre  limite  eji  \o,  qui  étant  fubfiituie  k  la  place 

de  X ,  donne  le  fyie  —  y^  la  plus  grande  efi  xi  ^  qui  donne 

le  fiyie^. 

O  N  ftippofèra -H  I  o -h/ssss  X 
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6î 


On  ôtera  la  moindre  limite 
10  de  la  plus  grande  1 1 ,  on 
prendra  la  moitié  en  entiers 
é  du  refte  1 1 ,  &  on  fuppofera 


Pr^miereK 

trunsfor* 

mée. 


g=/ 


35 


Le  dernier  terme  de  cette  Seconde 

transformée  ayant  le  (IgncH-  transfir- 

de  la  plus  grande  limite ,  le  mée^ 

oombre  6  eft  trop  grand ,  il  . 
faut  en  prendre  ù  moitié  3 , 
^  fuppoiçr 


■r*" 


3 


S 


I 
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']^e  dernier  terme  de  cette 
jrransformée  ayant  le  figne 
*^  de  la  moindre  limite .  on 
ôtera  3  de  6^  &  on  prendra 
la  moitié  du  reilc  3  en  en^ 
tiers  ^  qui  efl:  z ,  &  on  fuppo- 
Yera 


Troifiéme 

trxmsfor^ 

mie. 


^  ft  4->i 


^ 


I 


z6 


200  —  20^ 
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»é4-éj&-Hi&À 


4 

I  z 
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Le  dcraîer  terme  ayant  le  j 
figne  -— de  la  moiqdre  limi- 
te y  on  Qtera  i  du  refte  pré 
cèdent  3 ,  il  reftera  i  ,dont  il . 
faut  prendre  la  moitié  |,  & 
fuppofer 


VI; 

Quatrié^ 
me  trans-' 

formée^ 


J3X 


k  = 


Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  figne  — ,  il  faut  ôter 
I du  dernier  refte  i, &  pren- 
dre  la  moitié  du  refte  f^  la- 
quelle eft  ^ ,  &  fuppofer 


104.  10/ -h 


n 


il 

—  ^i-HlJ&H 

-*-    10/ 

=  -+-  î  -H  loyfc 

—  10 
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CinqMie^ 
me  tranS' 


i  4-  / 


Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  figne — ,  il  faut  ôter 
I  du  dernier  refte  {,  il  refte. 
ira  ^ ,  dont  il  faut  prendre  la 
moitié  i ,  &  fuppofer 


8 


m 


l 


Sixième 
transfor- 


ynee»' 


II 

ni/ 


4i-^.ii;&»HAÀ 
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I  I 
4     ■ 

4i 
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Le  dernier  terme  j^y an t  en  Septième 
core  le  figne  —  de  la  moin^  transfâr^ 
dre  limite^  la  fomme  de  tou-  mee. 
tes  les  grandeurs  connues  àts  équations  linéaires  qui  ono 
fcrvî  aux  transformations  y  eft  une  valeur  approchée  moin-»' 
dre  qiie  la  racine  qu^on  cherche  j  ainfî  4-  i  o  -h  6  —  3  -*-  2; 
-i-  -^  -*-  ^  H»  |:i=  I  y  -♦-  -jy  eft  une  valeur  approchée  moindre^- 
que  la  racine  qu*on  cherche ,  qui  eft  moyenne  entre  r  j.  ^: 
&  ji6»  On  peut  continuer  l'approximation  tant  qu'on  vou- 
dra, en  ôtant  |  du  dernier  refte  ^,  &  prenant.!*  moitié  dut. 
left^  \^  laquelle  moitié  eft  -^ ,  &  fuppofant  -^  ^  -4*-»  »  »,  &6ir 


■■M  ** 

Te  ij 
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Quand  zéro  eft  une  des  liraîces  de  la  racine  qu*on  cherche  J 


propoj 
les  exemples  pr^cedens. 

Par  exemple  fi  Ton  cherche  la  première  racine  de  xx 
.jt.  jox  -+-  ^5  =o,  dont  la  moindre  limice  eft  zéro,  qui 
étant  fijbftîtuée  à  la  place  de  Pinconnue,  donne  -♦-,  &  la 
plus  grande  limite  eft  lo ,  qui  étant  fubftîtuce  donne  — ,  il 
faut  prendre  la  moitié  de  lo  qui  eft  5 ,  &  fuppofer  m-  5  m-/ 
s=  X ,  &  faire  Toperation  comme  dans  les  exemples  pré^ 
cedens. 

Cçttç  fecoûdç  méthode  eft  démontrée  par  les  raîfbnne* 
mem  qu'on  a  faits  en  l^'énon^ant. 

Troifiéme  méthode  par  le  moyen  de  la  transformation ,  qui  fert 

À  multiplier  les  racines  d'une  équation. 

Avertissement, 

Ï58-  CEt  T  E  méthode  fert  à  trouver  une  valeur  approchée 
d'une  racine  d'une  équation  qui  en  diffère  moins  que  de  — , 
Oïl  108  >  ou  i^^,  ou  ,-^^,  &  ainfi  à  llnfini. 

On  peut  rappliquer  immédiatement  à  la  recherche  d'une 
racine  donc  on  a  deux  limites,  l'une  moindre  &  l'autre  plus 
grande  que  cette  racine  :  mais  pour  éviter  la  longueur  du 
calcul,  il  eft  mieux  de  trouver  par  la  première  méthode^ 
avant  de  fe  fervir  de  cette  troifiéme ,  deux  valeurs  en  entiers 
approchées  de  la  racine,  qui  ne  différent  entr'elles  que  de 
runité ,  &  il  faut  enfuite  (e  fervir  de  cette  troifiéme  méthode 
pour  trouver  des  valeurs  en  frayions  décimales  qui  appro. 
chent  tant  qu^on  voudra  de  la  racine. 

I^  Il  faut  mettre  un  zéro  devant  le  coëficjlpnt  du  fecond 
terme,  c'eft-à-dire,  multiplier  ce  coëficient  par  10,  fi  Ton 
veut  une  valeur  approchée  qui  ne  diffère  de  la  racine  que 
de  î~V^l  faut  mettre  deux  zéros,  fi  Ton  veut  une  valeur  qui 
ne  diffère  que  de  j^-  ^  il  faut  mettre  trois  zéros  ^  fi  Ton  veut 
une  valeur  qui  ne  diffère  quç  de  ^^o^fl^^^^^^^à^foitt. 

Il  f^ut  mettre  devant  le  coëficient  du  troifiéme  terme 
deux  fois  autant  de  zéros  qu*on  en  a  mis  au  fecond  terme  j 
devant  celui  du  quatrième  xerme  >  trois  fois  autant  de  zéros  y 


Livré      VI;  ^jj 

devant  le  coëficicot  du  cînauîcme  terme^  quatre  fois  iautant 
de  zéros  qu'on  en  a  mis  au  lecond  terme ,  &  ainfi  de  faite. 

Par  exemple  fi  Ton  a  mis  deux  zéros  au  fécond  terme ,  il 
en  faut  mettre  deux  fois  deux ,  c*eft-à-dire ,  quatre  zéros  aa 
troifîcme  ^  trois  fois  deux ,  c*eft-à-dire  fix  zéros  au  quatrième 
terme  ^  &  ainfi  de  fuite. 

lo.  Il  faut  mettre  devant  chacune  des  deux  limites  autant 
de  zéros  qu*on  en  a  mis  au  fécond  terme.  . 

3 ^.  Il  faut  enfuite par  ia  première  méthode,  trouver  deux 
valeurs  approchées  de  la  racine  qu'on  cherche,  qui  ne  difù 
ferent  entr'elles  que  de  Tunité. 

4^.  Enfin  il  faut  écrire  chaque  valeur  fur  une  ligne  pour 
les  numérateurs ,  &  écrire  au-deflbus  de  chacune  pour  dénd< 
minateur,  Tunité  avec  autant  de  zéros  qu'on  en  a  mis  au  fè^ 
cond  terme.  Ces  deux  fradions  font  les  valeurs  approchées 
qu'on  cherchoit. 

Exemple. 

Po  u  a.  trouver  une  valeur  approchée  de  la  plus  petite 
racine  de  xx —  ioxh-  6j  =o,  qui  n'en  diffère  pas  de  ^^^ 
dont  on  a  par  la  première  méthode  les  deux  limites  appro. 
chées  en  entiers  4  &  5,  qui  ne  diffèrent  entr'elles  que  de 
l'unité  j   1  o.  On  mettra  trois  zéros  au  fécond  terme ,  &  fix 
au  troifiéme  .  &  l'on  aura  la  transformée  xx —  loooo;^ 
4-  650000005=0 ,  dont  les  racines  font  celles  de  la  pro*^ 
pofée,  multiplîées  chacune  par  lôoo.  2^.  On  mettra  amane 
de  zéros  devant  chacune  des  limites  4  &  5 ,  qu'on  en  a  mis 
au  fécond  terme,  &  l'on  aura  4000,  &  5000  pour  les  li- 
mites de  la  transformée.  3®.  On  cherchera  par  la  première 
méthode  deux  valeurs  approchées  en  entiers^  qui  ne  diffè- 
tcnt  entr'elles  que  de  l'unité ,  de  la  première  racine  de  la' 
transformée ,  dont  la  moindre  limite  eft  4000, qui  donne-*-, 
&  la  plus  grande  5000,  qui  donne  — ,  &  l'on  trouvera  que 
ces  valeurs  font  4094  &  409  j.  4*^.  il  faut  écrire  ces  valeuri|; 
en  fradion,  &  leur  donner  1000  pour  dénominateur,  8c 

l'on  aura  ^%^  &  4||i  pour  les  valeurs  approchées  de;  la' 
première  racine  de  la  propofcc  xx  —  zox -4-65  =  0,  dont 
k  première  f°>|  eft  moindre  que  cette  racine,  &ia  fecondd 
fHf  eft  j4u«  grande  j  &  l'une  &  l'autre  n'en  différent  pas 
deiôfe.  Tt  iij 


■  i  " 


:    il  eft  fi  facile -^'appliquer  cette  méthode  à  tous  les  exenv 
.  pies  qu'on  ;  Voudra  i^qu*U.eft  inutile  d*en  groflîr  ce  traité. 

Dèmonfiration  de  cette  méthode'. 

L  Es  racines  de  la  transformée  font  lés  racines  de  la.  pro^.^ 

*  i6.  pofée ,  multipliées  chacune  par  i  ooo  *  j  les  limites  de  la  pr&. 
4^trnns'  jnîeFe  racine,  de  la  prbpofée ,  qui  font  4  &  5 ,  étant  multi- 
form^e^  pliées  par  1000  y  foiM:  les  limites  de  la  première  racine  dfila;^ 

•  H5»  ïrail^formée  *  $.  pa^  copfequent  les  valeurs  4094  ôC409f 

qu'on  trouve  en  employant  la  première  méthode ,.  font  les 
valeurs  approchées  de  la  première  racine  de  la  transformée  j. 
fleft  donc  évideqt  qu'en. divifànt  ces  valeurs  par  1000,  les- 
fraâions  qui  en  .pàîtr<>nt;  feront  les  valeurs  approchées  de  1^ 
première  racine  delà  proppfée;  '     . 

.. .  Jl  eft. clair,  que  ç^tte  démonftratîoa  eft  générale,  &  qu'on:, 
ne  Ta  appliquée  à  un  exemple  que  pour  la  rendre  plus  facile 
&  plus  courte. 

Q^airièmtmè'thifde  par  h  moyen  de  la  transformaiion  ^  qui  fert 

à  diminuer  ^  à  auynenter  les  racines  des  équations ,  mais 

d'une  manière  un  peu  différente  de  la  féconde  méthode. 

Avertissement. 

ï  59-  Q  U^o  ixijfo  îï.i  puiiTe  fe  fervir  de  cette  méthode  pour  ap- 
procdhet  à  rinfinid*uneracine;4*une  équation,  lorfqu'on  en» 
conno^t  deux  li^mites  quelcqnques ,,  Tune  moindre  &  Tautre; 
plus  grande  que  la  racine,  avec  le  ligne  que  donne  chacune 
de  cci  limites ,  étant  fobftituées  dans  l'équation  à  la  place 
4e  rinconnue ,  &  même  lorfqu*^on  ne  connoit  qu'aune  des. 
deux  limites  de  la  racine  qu*on  cherche,  pourvu  qu'on  foa^ 
Qbe  n  elle  eft  moindre  ou  plus  grande  que  cette  racine^  8c 
le  fignequ*elle  donne^  étant  fobftitùée  dans  Téquation  àla^ 
place  de  l'inconnue  j  cependant  on,  abrégera  de  beaucoup  le 
calcul  ,:{î  l'on  trouve  par  la  première  méthode  les  limites  qui 

/  ne  différent  pas  de  la  racine  qu*on  cherche  de  Punité  entière^ 
c'eft  à-dire,  qui  nedifïerçnt  entr'elles  que  del*unité. 

On  appliquera  cette  méthode  â  un  exemple  en  l'énonçant^ 
pour  la  faire  mieux  concevoir,  &  l'on  ferîf  dans  les  opéra- 
tions qu'elle  prefcrît ,  les  raifbnnemens  qui  en  font  la  démon- 
ftraxion ,  qu'on,  mettra-dans  la  déroierje  évidence  dans  les? 
remarques-  ;  . 
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Soît  propofé  de  trouver  par  cette  mériicdé  les  racines  dt 
l'équation  x^ —  %ox'  ^\^<)%xx —  Iif937x-H:5;ooa=5.u/, 
^ui  ibnt  toutes  incommeniurable^j  la premiere& phispctite 
racine  cft  moindre  que  Tunité ,  &  elle  cfl:  plus  granfde  que  ^, 
qui  étant  fbbdicuée  à  la  place  de  Xy  donne  une  fomme  toute 
connue  qui  a  -h,  &  elle  eft  moindre  que^^  xjui  donne — 1^ 
la  féconde  eft  entre  i  z  qui  donné  —.,  &  i*}  qui  !ddiinc^\ 
la  3<^  racfne  eft  entre  3 1  qui  don^è-H»  &  3>  quidohtte,-^j 
la  4^  eft  entre  34  qui  donne  — ,  &  3  5  qui  deftriç-f^  V 

Pour  trouver  celle  de  ces  racines  qa*on  vovid^a^  par  oxem. 
pie  la  féconde  qui  èft  entre  i  x  qui  donne — ^  &  1 3  qui  do» 
iîé"-f./i°.  on  fuppofera  la  moindre  limite  1 1  plus  une  w^. 
déterminée  fy  égale  à  x ,  &  Ton  aura  h-  i  1  -*-/=  at  5.  Ç\  on 
yoiîloit  fe  fcrvir  de  la  plus  grande  limite  1 3  ,  on  fiippoferoîfc 
15* — /==x.  On  fublHcuera  dans  la  propofée  i  % -^  fz=sz'Ji ^ 
à  la  place  de  x;  (  En  vbîcî  Toperàtiori.  ) 

— .  8ox'  =  — f 38249— 34j/o/— 1880^— 80/' 
-H  i998â:x=  h-  ^87711  -4-479yi/"4^'i9^^^  ^ 

—  i493.7x==-- 179x44.-^  M^3^^      > 


r 


500a 


5000 


^mPvi«H«*i 


4036 


J367/-  i8yy    ^3x/^+Aî 


*    # 


f# 


&  ron  a^ira  la  

transformée         ^      "^  "" 
on  la  fuppofera 
reprefcntée  par    ^  "" 

Il  eft  évtdeat  *  qiae  .les  racines  de  k  transformée  font 
celles  delà  propofée,  di mi duiéés chacune  de  la  quantité  1 1  ^ 
/parcequ'eiles  font  toutes  pofitives.  Ainfî  la  première  ou  plus 
petite  racine  de  là  prbpoiée  étant  moindre  que  i  z  ,  die  eft 
trop  diminuée  pour  demeurer  poficive,  &  elle  eft  devenue 
lliégative^  &  la  (econde  racine, qu'on  cfacerclie  étant  dîmî^ 
çuéç  de  1 1  dans  la  transformée,  elle  eft  encore pofitive,  & 
fa  grandeur  dans  la  transformée  eft  exaâement  le  refte  de 
la  féconde  racine  de  la  propofée  ^  dont  on  a  ôté  la.gracu 
deur  1 1  j  c*eft-â-dîre  le  refle  dé  la  féconde  rascine  de  la  pro- 
pofée, après  en  avoir  ôté  1 2: ,  eft  k  plus  petîtq  des  racines 
qui  reftentpofîtîvcs  dans  fecrapsforméeiid'oùrori  voit  que 
pour  avoir  la  valeur  approcbép  de  la  fecondic  racine  dé  lar 
propofée  ,  il  faut  trouver  la  valeur  ^pprockée  de- If  plus 


J 
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j>ecice  des  raciiies  Jjolîtîvcs  de  la  transformée^  ajouter  catte 
^valeur  approchée  à  la  quantité  i  z,  &  la  fomme  /èra  la  và^ 
leur  approchée  d^.la  féconde  racine  de  la  propofée,; 
,  Pour  trouver  cette  valeur  approchée  de  la  plus  petite 
racine  de  la  transformée ,  c'eft-à-dire  la  plus  petite  valeur 
fie  /datas  la  transformée- ^  il  y  a  deux  manières  :  Et  pour 
faire  des  formules  pour  Pune  &  pour  l'autre  de  ces  manie- 
feSjJl  faut  fe  fervir  de  Péquation  littérale  o  :3=s  —  r^qf 

Première  manière  de  trouver  la  valeur  approchée  de  f. 

La  première  manière  eft  de  fè  fèrvir  d'abord  des  deux 
derniers  termes  feuls-i-  qf — r^=o  de  la  transformée,  en 
jiiégligeant  cous  les  autres  dans  Icfquels  les  purflances  de  / 
Vont  en  diminuant  ^  puîfque/eft  moindre  que  runîtc,  & 
de  fuppofer  ces  deux*  derniers  termes  égaux  à  zéro  j  &  Ton 
aura  /=  ^. 

Cette  valeur  de  /eft  un  peu  trop  petite  j  car  puîfque  r 

sr=s  qf^fff^  np  -h/%  '<\  Ç^  vifible  que/=^_^^^^^^^^, . 

&  que^_yy»_  nff-^y  ^ft  pl^s  grande  que  \^  puifque  le 

dénominateur  de  la  première  eft  plus  petit  que  le  dénomi- 
nateur de  la  fècondç  -,  ainfî  on  corrigera  la  première  valeur 
de/=  1^ \  en  mettant  tette  valeur  de/,  au  lieu  de/,  dans 

"^  i—tf—^^'^P  ^  *  ^*^^  ^^^^  /  =  T — E 'ETIT^y 

c'eft  la  formule  dont  il  faut  fè  fèrvir  pour  trouver  la  valeur 
de/p^t  cette  première  manière. 

Cette  formule  de  la  valeur  de  /== -^ — -^ — pj 

qu'on  peut  aufïî  exprimer  par  /=   ^        ^ -j^ 

donne  une  valeur  un  peu  trop  petite  j  car  le  confèquent 
de  la  fraAîon j^ ^ — çi  >  eft  plus  grand  qu'il  ne  de- 

yroît  être ,  puifque  fî  l'on  coni^oit  la  véritable  valeur  de  /, 
qui  furpafTe  y> i  la  place  de  ^  dans  le  confèquent  de  la  fra* 

^^^  ,\„^, ,  il  eft  vifible  que  les  grandeurs 

négatives 


y 
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négatives  —  ^'— î^  du  confcquenc,  feroîentplus  grandes 
qu'elles  ne  font  ^  ainfî  elles  ôteroient  une  plus  grande  quan« 
tiré  de  la  grandeur  ^  ^  que  n'en  ôcent  les  grandeurs  néga* 

^  tîv^es  —  Ç—  55^^    La  valeur  de  /  = j_I-__^^ 

tft  donc  plus  petite  qu'elle  ne  ^evroit  être,  puifque  le  dé- 
nominateur en  eft  plus  grand  qu'il  ne  devroic  être. 
•    Pour  avoir  la  valeur  approchée  de /par  cette  formule^ 
qui  eft  ce  qu'on  cherche,  on  mettra  dans  cette  formule 

/as  ^/->-^   „^^ — TT,  ou  plutôt  dans  celle-ci,  qui  eft 

f  ""^  T        î?  "^  î* 

toute  préparée /=£=    4        :    .  7      :     les  etandeurt 

numériques  de  la  transformée,  d  la  place  dçs  lettres  qui  le^ 

,r  D    11  /•         61^9444.75013068  ,  . 

reprefentent ,  &  1  on  aura/=  o     oT>i      o;^u'  i  ^^  ^lea 
*  »  ./        814885660086681' 

en  réduifant  cette  fraélion  en  fradion  décimale,  ce  qui  eft  plus 
commode  pour  Je  calcul ,  on  aura/= . 11 — « — ,  » 

O,  7J640''.  La  valeur  approchée  par  cette  première  manière 
de  la  féconde  racine  de  la  propofce ,  eft  donc  11,75  640^. 

.   Seconde  manière  de  trouver  la  valeur  affrochée  de  f. 

L  A  fcconde  manière  de  trouver  la  valeur  approchée  de  la 
plus  petite  des  racines  pofîtives ,  repréfentée  par  /,  de  la. 
transformée,  qui  eft  repréfentée  par  o  ==  —  r  -f-^/: — fff 
^.^nf"  -^  P y  eft  de  fe  fervir  des  trois  derniers  termes  feuls 
o sss  —  r-^qf-^fff  de  cette  transformée,  en* négligeant 
d*abord  les  autres  —  nP^f^^  comme  très  petits  par  raporc 

'  aux  trois  derniers ,  &  de  fuppofer  que  ces  trois  termes  font 
une  équation  du  fécond  degré  o  s=:  —  r-*-  qf—fff\  ^^ 
bien  en  tranfpofant,  pour  rendre  le  terme  —  ^y^pofitif, 
Ton  aura  fff^^qfj^  r=î=  o,  q^i  fc  réduit  ^ff — f /-*-f 
t=  o  ^  on  prendra  enfuite  par  la  méthode  qui  fert  â  réfoudre 

'  lei  équations  du  fécond  degré,  la  plus  petite  des  deux  raci-. 
lïds' de  cette  équation,  qui  eft/=  ^  —  v'^ —  ^,  qu'on 

peut  ûuffi  exprimer  ainfî  /=  kS^IziàMSIl^  i  c'eft  la 

formule  dont  il  faut  fe  fervir  d'abord  pour  trouver  par  cette 
Tme  1.  •  V  ti 
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féconde  maniéré  la  valeur  approchée  de /qu'on  cherche; 
en  fubfticuanc  les  grandeurs  numériques  de  la  transformcc 
i  la  place  des  lettres  qui  les  reprcfentent  j  &  l'on  trouvera 
en  feSfant  le  calcul ,  &  fe  fervant  des  fraaioas  dccimales , 

0,7559-iainaoii  a  déja/^.^^""^j^^""^''='o»  7J}9'^ 

Il  faut  corriger  cette  valeur  qirî  eft  trop  petite  $  car  dîff  oi- 
fiuit  ainfi  la  transformée  0^^-^  r^  »/'  — /*«=  o ,  ou 
bien  jf  —  f /•+•  f-+-'V^— Ç  =  o^  &  regardant  cette 
4i^j|atio.a  comme  du  fécond  degré ,  doat  le  premier  teane 
cft  jf  ,  ie  fécond  ^  f  /,  &  le  troifiéme  -»-  f  -j-  '-Ç  —  'U 
on  trouve  en  la  résolvant  »  q»e  la  plus  petite  dp  fes  d.eux 
f adnes  eft  /:»«  |^  —  *^ ^  --  f  —  =f  ■»•  ?»  ¥^  pe^*^  ^uffi 

s'exprimer  ainfi  /=»  -^-^ ^ ' 

©r  il  eft  évident  que  V^  -^  7',  eft  ^lys  grande  que 
yjHL_-£.-_.î£i  H_c.  la  première  étant  ôtée  ile  ^  ^  laîflë 
donc  ua  refte^^  yf^^ZTÇ^  qui  eft  moindre  que  le  refte 
. ♦  -^  v^— >  -^!^'  H-Ç,  qd  cft  celui  que  Jaiflè  la 
iêconde,  étant  ôtée  de  ,^.5  ainfi  la  première  valeu;'/a=  J 
.^  V^  —  ^,  eft  plus  petite  qu'il  ne  fa«.     

Pour  la  corriger  on  fuppofêr'a  /=  ^  ■»— V^  <-*•  f  .er=  «, 
tf.  on  fqbfUtuera  m  à  la.  place  de  /  <lans  le  fécond  membre 

de/ =5: 1^ .-T- v^^"37p^^"^^^  &  l'on  aura  la  formule 

.corrigée  /«  i  —  ^  ^f --f  ~  7  ««'-^  =r  >  ^"^  ^«  P«"« 
Auffi  exprimer  de  cette  jpianîere  pour  la  commodité  da 

Pour  prouver  par  cette  formule  la  valeur  approchée  def, 
qui  eft  ce  qu'on  cherche^  on  fubftiçuera  dans  cette  ^rmulç 
à: la  place  dç$  lettres,  les  grandeurs  numerioues  de  la  tran$* 
fprmée  que  repréfentent  ces  lettres  ^  &  à  la  jplace  de  « , 

h  grandeur ^tT^^P^^",  qui  cft  <^gal«  4iVi? 
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exemple  à  o,  7539'^,  &  ron  trouvera  en  employant  les 
fraâioDs  décimales,  la  valeur  approchée  qu'on  cherche^ 

mi  ^  •  • 

Cette  valeur  de  /,  ou  de  la  plus  petite  des  racines  pofîtîves 
de  la  transformée  précédente,  eft  encore  urï  peu  plus  petite 
que  cette  racine  ^  car  il  eft  évident  que  m  étant  moindre 
que  la  valeur  cxafle  de/dans  la  transformée,  la  grandeur 
négative  —  ^J*-  eft  moindre  que  la  grandeur  iÇ ,  en  fupJ 
pofant  que  /  repréfçnte  fa  valeur  exafte,  par  confequent  U 
grandeur  négative  —  ^' ,  étant  moindre  qu'il  ne  faut  dans 

V-^  —  Y  —  j  m^  -h  ^  y  cette  grandeur  entière  a ,  pour 
ainfi  parler ,  une  plus  grande  grandeur  pofitîve  qu'elle  ne 
devroît  avoir  5  elle  ôte  donc  plus  qu'elle  ne  devroit  ôter 
de  la  grandeur  ^  ^  d'où  il  fuit  que  la  quantité  totale  ^ 

—  V^  —  r  —  7^'-*-  T>  ^^'^*^  foppofe  égale  à /,  eft 
cependant  un  peu  plus  petite  que  la  valeur  exaâe  de/^  ainfl 
la  valeur  approchée  de/,  qu'on  trouve  par  cette .  fécondé 
manière,  qui  eft/==o,  75 641 609^"'^ eft  un  peu  plus  petite 
que  la- valeur  exaâe  de/  ^ 

Joignant  cette  valeur  de /à  la  moindre  limite  1 1 ,  l'on  a 
II,  7564160^^"'  pour  la  valeur  approchée  delà  fécond» 
racine  de  la  propofée. 

On  peut  continuer  l'approximation  de  cette  ieconde  tx^, 
cine  à  l'infim  par  cette  quatrième  méthode ,  comme  on  le 
va  voir.  Mais  il  eft  bon  de  remarquer  auparavant  que  fi  Von 
lie  pouvoit  pas  s'afTurer ,  comme  on  l'a  fait ,  que  la  valeur 
approchée  de /qu'on  a  trouvée  par  ces  deux  manières  ,fiit; 
moindre  ou  plus  grande  que  fa  valeur  exaâe ,  on  le  pour^ 
roit  toujours  en  iubftituant  cette  valeur  approchée  de/â 
la  place  de  /  dans  la  transformée  ^  car  fi  la  fomme  toute 
connue  qui  en  viendroit ,  avoît  le  figne  de  la  moindre  li- 
mite, ou,  ce  qui  eft  la  même  choie,  celuf  du  dernier  terme 
de  la  transformée,  il  eft  évident  que  la  valeur  approchée 
lèroit  moindre  que  la  valeur  exade  de/"  Si  cette  fomme 
avoit  le  figne  de  la  plus  grande  limite  de  la  racine  dont  on 
fait  la  recherche,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  le  figne, 
oppofé  à  celui  du  dernier  terme  de  la  transformée,  ïieSb 

Vu  ij 
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cvidenc  que  la  valeur  appro/chée  ièrpit  plus  grande  cpie  la 

valeur  exaûe  de  /! 

Il  faut  auflî  remarquer  que  fi  Ton  s^étoic  fervî  de  la  plus 
grande  limite  1 3^  au  lieu  de  la  moindre  limite  1 1,  pour  trou- 
ver la  féconde  racine  de  la  propofce ,  &  que  Ton  eût  fuppofé 
13  — /==x  pour  la  première  transformée,  il  faudroit  ôter 
de  13  la  valeur  approchée  de/,  au  Heu  de  l'ajouter  à  12, 
cohune  on  Ta  fait  en  fc  fervant  de  la  moindre  limite  1 1. 


Cominuation  de  l'appreximaiion  de  la  féconde  racine  de  la 
fofie  j  4fu  a^ntinuation  de  la  quatrième  méthode. 

t®.  P  O  u  R  continuer  l'approximation  de  la  féconde  racine^ 
on  fuppofêra  la  valeur  approchée  de  /qu'on  vient  de  trou- 
ver par  Tune  ou  Tautre  des  deux  manières  précédentes  plus 
une  indéterminée  g,  égale  à  fi  ce  qui  donnera  o,  75640^ 
•+-e==?/>ou  o,  75641 609^"' -4- g  =/i  on  fubftituera  cette 
valeur  de/à  fa  place  dans  la  transformée  précédente,  &  Ton 
trouvera  une  (econde  transformée. 

Si  la  valeur  approchée  de  /étoic  plus  grande  que/*,  on 
luppoferoît  pour  trouver  la  feconde  transformée,  cette  valeur 
de /moins  ^,  égale  à/ 

Comme  u  ne  s'agit  ici  que  de  faire  concevoir  clairemenc 
la  méthode ,  pour  rendre  le  calcul  un  peu  moins  long ,  on 
ne  prendra  que  le  dernier  chiffre  7*  ou  -^  de  la  valeur  de/ 
qu'on  a  trouvée ,  pour  la  valeur  approchée  de/,  &  Ton  fup^ 
pofera  7'  -H  g  =/î,  on  fubftituera  cette  valeur  de  /  à  fa 
place  dans  la  transformée  précédente ,  comme  on  le  voie 

—  10,976"  —  47,o4"g— 67,  i'gg— 3»r* 

-t-  375^,9'-^  Î367g 

—  4036 


On  trouverala 


t^'i'^m^m^m^Êmmmii^mmt^mmm^m^fmmi^mmKmm^im^mmmw^m 


tnlnsSe        °       ^^  ^?8,65J9V5»96,i3i"'g~8»,z6"gg-t9,tV-«-g*; 

on  la  fuppofêra 

repréfeméepar    o        3=  -^^  r  *^  f S  ^"^PSS         "^  ^&^      "^^ 

**  U  eft  évident  par  les  raifonnemeos  qu*on  a  faits  fur  la 

première  transformée  ,  que  la  plu^  petite  valeur  porfîtivc 
de  g,  c'eft-à  dire  la  plus  petite  dos  xaxûies  poiîdves  de  cette 


I 
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feconde  transformée  ^  €ft  exaâieracotcequireftçdeU  valeur 
de  la  féconde  racine  de  la  propofée,  après  en  avoir  dcé  i%^ 
&  encore  la  valeur  approchée  de /dans  la  prçjmiere  cransu 
formée  ^  ainfî  il  faut  pour  continuer  rapproximadon  de  U 
ièconde  racine  de  la  propofée ,  trouver  la  valeur  approchée 
de  la  plus  petite  racine  g  de  cette  féconde  transformée. 
Pouir  la  trouver  par  la  première  mankre ,  on  fe  fervi/ft 

de  la  formule  g  = g,  ^ ^  »  ou  plutôt  de  la 

formule  ^  i=:  -; ■>■  ■.■7... ,       ■     ■  ^.qul  eft  t>lus  propre 

• 

pour  le  calcul^  &  on  trouvera  en  fubftituant  dans  cette  for-i 
Qiule ,  au  lieu  des  lettres ,  les  grandeurs  numériques  de  U 
fcconde  transformée,  qui  font  repréfentée^bar  ces  lettres^ 
gsso,  056441^*  j  ainfî  en  ajoutant  cette  valeur  approchée 
deg  à  1  z,  7*  qu'on  a  déjà,  la  valeur  approchée  de  la  féconde 
racine  delà  propofée  fera  i x,  756441^*,  qui  efl  un  peu  plus 
petiteque  la  véritable  féconde  racine  de  la  propofée. 

Pour  trouver  la  valeur  de  g  par  la  féconde  manière ,  oa 

■■■■'■      ■  '  f  ' 

fe  fer  vira  d'abord  de  la  formule  ^  =  lXZZ — $-liJZIX-.j 

t 
on  fubftituera  dans  cette  formule  à  la  place  des  lettres ,  les 

grandeurs  numériques  de  la  féconde  transformée»  repréfeor 
cées  par  ces  lettres,. &  on  trouvera  g  wro,  05  $440893  3  j*'  j 

fc  fuppofant  enfuite  la  lettre  m  =sg  saso,  0564408033 1** 


^^^^^^^pm^^^^m    «1  ■     1^ 


^^^ — ^  f  y  ■  7^  ?^. ,  on  prendra  la  formule  corrigée 


^^**^^>-^»«iv^i»«^p«r<aiWv 


cette  formule  les  grandeurs  numeriquçs  de  la  transformée^ 
à  la  place  des  lettres  qui  les  répréfentent  5  on  y  fubftituera 
âuifi  la  valeur  de  w=i=o,  056440,  &c.  à  la  place  de  »î,  & 
on  trouvera  g P=  o ,  05^44179448074401'^"  5  cHd  ♦jouter» 
cette  valeur  approchée  de  g  aux  parties  \% ,  7*  delà  lecondf 
racine  de  la  propofée ,  qu'on  a  déjà  trouyqes ,  &  Ton  ♦ura 
pour  la  valeur  approchée  de  cette  (econdc  racine  ;r  v*  1 2  ^ 
7  5  644  ï  75448  07440 1^^'\  Cette  valçur  approchée  eft  de  wè^ 
peu  plus  peiire  que  la  véritable. 

Vu  nj 


••• , 


J4*  ?   Analtîe    demomtre'e. 

30.  On  peut  coDcinuer  rapproximacion  de  la  féconde  ra^ 
cine  de  la  propofée^  en  fuppolanc  la  valeur  approchée  de  g 
qu'on  vient  de  trouver,  plus  une  nouvelle  îndécerminée/^^ 
égale  à  g>&  fubdituant  cette  valeur  de  g  à  fa  place  dans  la 
féconde  transformée,  H  en  viendra  une  troiHéme  transfor-? 
mée^  ontKHivera  la  valeur  approchée  de  la  plus  petite  ra^ 
cine  pofitive  h  de  cette  troifîémc  transfornvée ,  par  laquelle 
on  voudra  des  deux  formules  précédentes ,  8c  aînfi  à  TinfinL 

R   £    M   A    K   Q^U    E. 

C  Ette  quatrième  méthode  convient  avec  la  ieconde  dan* 
la  première  opération ,  par  laquelle  on  trouve  la  première 
transformée ,  mais  elle  en  eft  différente  dans  la  manière  dé 
trouver  les  valeurs  approchées  de  la  plus  petite  racine  pofî- 
tive  de  chacune  des  transformées ,  par  le  moyen  des  formules^ 
qu'on  a  expliquées.  Le  calcul  de  cette  quatrième  méthode 
eft  long  y  mais  en  récompense  on  approche  à  chaque  opéra- 
tion extrêmement  de  la  racine  qu'on  cherche 

Ceux  qui  veulent  fe  la  rendre  familière ,  peuvent  Tappli^ 
quer  à  la  recherche  de  la  première ,  de  ia  eroHtéme  &  de 
la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

CùTollain  de  la  quatrième  méthode. 

X6o.  r  O  u  R  avoir  les  formules  des  équations  de  chaque  degré^ 
qui  fervent  à  trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre 
racine  po^ive  de  chacune  des  transformées ,  on  fuppofèr^ 
que  k  repréfente  l'indéterminée  ou  l'inconnue  de  chacune 
des  transformées ,  &  que  ces  transformées  font  repréfe»- . 
tées  par  les  équations  littérales  qui  fuivent  : 

O  =  • .  •    ^  •  •  •  pk  •  •  •  ukk  ..  •  K 

o  =s=  • . ,  r  .  r  •  qk  •  •  •  fkk  «^  •  •  Hk  •  •.  •  k 

O  sss  ...  t  ^..  jk  ...  rkk  .. .  qlù  . . ^  fie  ,  • .  nié  ...  li\ 

On  ne  met  pas  la  formule  du  fécond  degré  y  dont  on  trouve 
facilement  les  racines  approchées ,  par  la  méthode  qui  eft 
particulière  aux  équations  du  ifecond  degré  :  On"  ne  met 
pas  les  fîgnes ,  mais  feulement  des  points  entre  les  termes , 
pour  marquer  que  lesfignes  de  ces  équations  générales  pour 
«haque  degré  ,  doivent  être  déterminées  par  les  fîgnes  dej 
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tfâtisformées  qu'on  trouve,  c'eft  à-dire  leur  être  femblables  : 
On  ne  mettra  pas  les  fignes  devant  les  grandeurs  des  ter* 
mules  fuivantcs  pour  la  même  raifon.  Enfin  on  ne  met  pa$ 
ies  équations  qui  paOènt  le  fixiéme  degré ,  dont  on  a  rare, 
ment  befoiu, chacun  peut  les  ajouter,  &  leurs  formules,  ce 

qui  eft  facile. 

Formules  de  la  fremiere  manière, 

POuR  le  troifiéme  degré  k  =  ^1..?^...^;*  j 

Pour  le  quatrième  degré  k  =  ^,„f^^V,nqn.,.t^* 


f*i 


Pour  le  cinquième  degré i  =  ^...^„...^„„...^....** 
POU,  le  fi^^mc  a^r*     .-....^....,.r:..,^......... 

JFormnlfS  de  la  féconde  manière. 
Pour  le  troifiéme  degré. 

Formules  par  oà  il  faut      |  p.rmides  corrigées. 


f  ^^  •  •  *  "x  ?  •  •  •  ^i  ?P  •  •  '  *?  •  •  •  •"»  ^ 


Pour  le  quacciéine  degré« 

Pour  le  .cinquième  degré*  _ 

•  ••jf  •..  V  Tir ...  jx  ic—B  •••  t    •••  "^  4  rr*»^qs...pûm\..nqm^ ...qm^ 


•  •  • 


Pour  le  £xiéme  degré. 


.         ...i'»...%^ljf  ...rr         ^1.         •••  j-ir...Vixx...rr...  jTm*...pnff'..jirifi'...n,|*, 
*= = j^ =»».|  Jfeas \ .JL <V       1 

Pour  fe  fèrvîr  de  ces  formules,  îl  faut  d'abord  fuppoièr 
la  plus  petite  limite  de  la  racine  dont  on  veut  trouver  la  va^ 
Içur  approchée ,  plus  une  nouvelle  indéterminée  /,  égale  à 
Tinconnue  x  de  réquation  propofée.  (  On  fuppofe  que  la 
limite  ne  diflfere  pas  de  la  racine  qu'on  cherche  d'une  unité 
entière.  )  Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  x  â  fa  place,  dans  U 
pxopafée  ^  &  l'on  aura  la  première  transformée. 


4   . 


544  Analyse   demokth e'e. 

Pour  trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre  des  racL 
nés  pofifives  de  cette  transformée  ^  on  fuppofèra  que  cette 
.  transformée  eft  reprcfentée  par  l'équation  générale  qui  lui 
convient)  dans  le  troifiéme  degré ,  par  k\..  nkk,  &c.  &  ainfi 
des  autres.  On  fuppofèra  que  l'inconnue  f  de  cette  trans« 
formée  eft  repréfentée  par  la  lettre  k  des  formules. 

Si  l'on  veut  ie  fer vir  des  formules  de  la  première  maniéré, 

on  fubftituera  dans  la  formule  du  degré  de  la  proppfée,  les 

grandeurs  numeriqqes  de  la  transformée ,  à  la  ^Ia<^  des  leu 

^  très  qui  les  repréfentent  ^  &  après  la  fubftitution ,  on  aura  la 

valeur  approchée  qu'on  cherche. 

Si  Ton  veut  fe  fervir  des  formules  de  la  féconde  manière^ 
il  failt  faire  deux  opéfatîpns  :  i^.  ïl  faut  fubffâtuer  tians  la 
formule  du  degré  qui  convient  à  la  transformée^  par  laquelle 
ôo  a  marqué  qu'il  faloit  commencer,  les  grandeurs  numé- 
riques de  la  transformée ,  à  la  place  des  lettres  qui  les  re- 
préfentent ^  &  après  la  fubftitution ,  on  aura  la  valeur  qu'on 
cherché  j  mais  il  la  faut  corriger.  On  nommera  cette  valeur 
non  corrigée  m  y  i**,  &  on  fubftituera  dans  la  formule  cor. 
rigée  la  valeur  de  m^  &  les  valeurs  des  autres  lettres  de  la 
formule  à  la  place  de  ces  lettres  j  &  ce  qui  viendra  de  la  fub^ 
ftittttion  fera  la  valeur  approchée  qu'on  cherche. 

Pour  continuer  Tapproximation ,  on  fuppofèra  la  valeur 
.  approchée  qu'on  vient  de  trouver  plus  une  nouvelle  indé- 
terminée jç,  égalé  a  Tindéterminée/ile  la  première  trans* 
formée.  Si  la  valeur  approchée  furpafToit  la  véritable  valeur 
de/,  on  fuppoferoit  4:ette  valeur  moins  g,  égale  à/  On  fub- 
, ^ilituera  cette  valeur  de /à  fa  place  dans  k  première  trans- 
formée, &  îl  en  viendra  une  féconde  transformée  :  on  trou- 
vera  la  valeur  approchée  de  la  plus  petite  racine  pofîtive  g 
de  cette  transformée  par  les  formules,  comme  on  a  trouve 
k  valeur  approchée  de/,. &  on  tontînuera  l'approximatioa 

J.  .tint  qu'oa  v^Mjdra*       

,  La  iomme  de  la  limite  de  la  racine  qu'on  cherche ,  qilf  a 
iêrvî  â  la  première  opération ,  &  de  toutes  les  valeurs  ap- 
prochées  des  inconnues  des  tran,sformées:,  pri/es  de  fuite, 
ipra  la  valeur  approchée  de  k  racine  qu'on  cherche. 
^  L'cxempfe  qufon^ea  a  donnç  fuffiç  pour  faire  concevoir 
rapplicauofi  des  formules.  "*  ; 


AV£B.TISS£M£NT. 
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AVEILTISSEMEN^T. 

\J  N  pourroit  chercher  nneracwe  négative  d'une  équation 

J>ropafee  par  les  méthodes  précédentes ,  en  eiliployant  des 
imites  négatives }  mais  comme  il  eft  facile  '^  de  faire  en  forte  *4S, 
que  les  racines  négatives  d^une  équation  propoice  devieiv- 
^nent  ipo/îtives  ^  en  changeant  les  ^«les  àes  ternies  pairs ,  Ù 
vaut  mieux  chercher  les  racines  par  les  limitesoûfitives  ^  cela 
accoutume  à  une  même  méthode  ^  ^iai^end-pius  facile. 

Remarque  fur  atte  quatrième  méthode  J^ approximation ,  • 
■  ^  qu*il/autjè  rendre  familières. 

fiir  Cy  Et  T  £  méthode  feit  trouver  une  radne  d*ane  équation 
propofée  nar  par  des  ^  queiVui  découvre  les  unes  après  les 
autres^  elle  fuppode  qu'on  fçaît  par  une  autre  voye  la  pre-  "* 
iniere  partie  delà  racine^  qui  en  difiëre  très  peu  :  mais  elle 
fait  trouver  les  autres  parties  par  des  transformées^  donc 
Jes  racines  pofîtives  font  les  racines  pofitivesdela  propofée, 
jdiminuées  chacune  de  la  ^smme  déjà  trouvée  des  parties  de 
la  racine  dont  on  fait  ia  recherche  ^&  dont  les  racines- né* 
jgatives  font  les  négatives  de  la  propofée  augmentées  cha« 
cune  de  la  même  ïomme^  &  quand  la  iomme  déjà  trouvée 
tdes  parties  de  la  racine  dont  on  fait  la  recherche,  furpafle 
cette  racine^  ou  furpaflè  auffi  d'autres  radnés  poiîrives  de 
Ja  propofée,  la  xacine  de  la  propofée  dont  on  fait  ta  recher. 
<:he  y  &  toutes  oes  autres  racines  positives ,  font  devenues 
négatives  dans  la  transformée  où  cela  fè  rencontre  v  puifl 
x]u'elles  ont  été  trop  diminuées  ^  &  il  ne  leur  refte  à  chacune 
<ians  cette  tcansformée ,  que  Texcès  dent  la  fommé  déjà 
trouvée  des  parties  delà  racine qu^on  pourfuit^  furpaiflle  cha^ 
cune  de  ces  lacines^pofitif  es  de  la  propofée  j  ic  cet  excès  eft 
négatif. 

Âinfi  fi  Ton  appelle  jt  la  première  partie  de  la  racine  donc 
on  fait  la  recherche  3  £  j  la  féconde  partie  s  ^^  là  troisième  ^ 
Jk  ainfi  de  fiiite ,  k  première  partie  ^r  éAfuppofée  connue 
d'ailleurs^  ficelle  ftrt  à  trouver  la  féconde  partie  A,  en  tran&. 
formant  Téquation  propofée,  par  exemple x*—»x;t-i-^;« 
— ^s:  o;^  par  la  fupp)>fition  de  à'^fx^Xy  8c  parla  fiiblU^ 
tution  de  cette  valeur  de  x  âiâ  placé  dans  la  proposée. 
Tome  /.  Xx 


M^  A  N  A  V^J^  E      l>EMONTR  e'e. 

On  remarquera  fur  cette  première  transformée ,  l».  que' 
les  racines  poficives  dé  la  propofce,  &  par  confequent  eelle 
jque  Voi|  clierdl/e^fpfiCrdttxiinuées  chacune  de  ht  grarideiir  dv 
ainfî  chacune  des  r4<;ines  poiltives  de  la  première  transfor- 
mée y  eft  precifément  Texccs  desjracihes  poficives  de  la  pro- 
^ofée  plus.(graQdQ$  qtie;ii  fur; cette  grandeur  à.\hiÇi  d  fur- 
^aflè  quelqiie^  racines  pofitiyes  de  la  propofée^  elfei^  de. 
viennent  i^égatîvie^  dans. kt  Gcansfardnée,  &  YtiacWàtuiA 
ces  raciiies  pQfitivjes..de  Uiprôpoféci,  eft  preciféme&r  leur 
valeur  négative  pour  ainfî  parler,  dans  la  transformée  j  Se 
les  autres  racines  négatives  de  la  transformée  étant  aug- 
mentées chacune  de  ^,  leÛr  Valeur  dans  la  transformée  eft 
la  fomme  de  chacune  des  racines  négatives  de  la  propoiee 
îftj'dela  grandeur: îtf^/*  ■....•    *«.  ■  01  j  ■  '.•  ::  **  ï*  '  ^  .-' 

.'  %^.  Parcoo&qusnjtle  cekrmetèarconnu,f  qu'on  nommera 
îixp,  ici  le  premier,)  de  ht  transformée,  étant T la  fomme  toute 
'Conmie.qui  vient  de  la  gcandeury^^'fiibftituée  à  la  place  de  k^ 
jdans  la  propofée  ^  cette  ionme  ou  cepremier  termceft  le  pirdu 
4uit  des  ditterencés  qui  ioox  entre  chacune  des  racines  pofiU 
i\y^%  de  la  ptopofiie  &;  1^  grandeur  a^  par  les  racines  néga^ 
tives  de  \z  propofée  ^gmeniées  chacune  de  la  grandeur  À^ 

'^^^*  :.  !  La  première  transformée  fait. découvrir  la  féconde  partfe 
}  de  la  racine  de  la>  propofoe,.  dont  oniait  la  recherche, 
p^  la  première» manière  delà  qûatriéœe.méthode j  c'eftle 
pquorieDfC  x]ufoo  trouve  en  divifant  Je  premier  terme  touc 
iipnnq  de  la  première £rin$£ocmce  parle  coëficiexicdu  terme 
'iuivanc^  c'eft^à-tlire  du  terme  où/cft  linéaire  ,.<  qu'on  nomu 
/mera  jci'le  fécond  ternio,r)joju ,  cp  qui  revîeBratt:même,  c^ttc* 
ieconde  pantîe'é  ei&,i}ne  fraâioirdaàc  ieinumprateur*eft  le* 
|>rçrôier.i  reiip^,  coot  ^connû  xie  .iai.  tfcxçs£brméee  dodt  'orv  a^ 
changé  le  fîgne ,  (  car  pour  trouver  cette  fraûion,  on  a  fupt 
pofé  le  premier  terme  égalan  feçarid>j  tç e  qui  change  le  figne 
;du.  premier,  terme  y. &:.  dégagcanr/dans  cette  équation,  on^ 
frottve  la  fraâtdnidoat  Dm  vient  depaof  lei,  ^  d^ilè  âën^èminaî^ 
jceur  «ftJc  cocfiqem'idaifecbnd  itcitie^de  là  tcansfoririéô  r 
j^ais  çsmvoie  le^emier  tcrmeL  nreft<  pa3  égaA'ap:f(tul  itcotià 
tetmâ,  mais  àjtous=kÀ  autres  termes,  qùànd^n  veut  avoir 
la  féconde  paide  ^dc  la:  cacine  plus  approchante  delà  veri^ 
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t$ble^  Il  faut  ajouter  ati  dénominatesir  de  cette  fraâion  ie 
produit  du  coë&cient  du  troifîéme  cerfne  par  cette  fraâion , 
le  produit  du  cocficient  Âix  quatricoie  «erme  par  le  quarré 
de  cette  fraâion^  &  ainfi  de  ilnte)  en  obfervant  d'ajouter 
ces  produits  au  dénominateur  .avec  les  (Ignes  qu*ont  les  co<^ 
£c]lens  dans  la  trânsfoirace  ^  J&l  la  ivaâion  qui  nait  de  cette 
opération  eft  la  (ecoode  partie  èuéclz  -njcinc  q«'on  cherche 
plus  appsrochante  qu'elle  ii'asurok  été.  - 

Pour  trouver la:Uoiiiéine  pactip  r,  ii  ùmt  fme  une  ièconde 
cransformce  ^  en  fuppoiant  ^  -f-  g  ==/>  &  iiibftituer  cette 
valeur  de  /  4  ià  place  dans  la  transformée  précédente  j  & 
liçtfi  <^a  l4;f^pndé  tiabsÊPormée ,  qui  ièrvira  à  faire  décoift# 
¥rir  la  (rQiiieme  ^tierrdek  racine qulscm  clierche-^  delà 
même  manière  que  k.prcmier^' transformée  a^ferv)  i  faire 
i;rotikveiria.iecpiide  panribç^j  1  .  ':  .    .^  ,  —     r 

Cette  troifiécne  pasFtiede  la'racîne  qu'on  cherche,  fèrtifâi 
dâ  ijoême.  à  former  une  troifiérae  transformée ,  e»  iuppo^ntt 
cHtiifr=qg.j  &fiibftioi»nf::;s:ette  valeorde  g  ^£(  place  dantf 
la  ièconde  trasisfmrjtiée$rfiLcacotroîfiéme.tfaûsfc^  ferd 
trouver  la  quatrième  partie.  1/ de  la  racine  qu'on  cherche, 

IIL  .  •-  -^  . 
:i^3«  On  ^ca  fitr  chacune  de  ces  transformées^  par  raport  à  là 
cransfonstée  qui  Jki  pifécede  imniédiatem^nt ,  les:  mêmes,  re^ 
marques  qo*bo  ^  «faifit^  ^  la  première  tranbfdnnett  par  ra^ 
port  à  i'é^utttiQO;  propofée  dont  çUe  efi  lai transforÀiée  im^ 
médiate  3  &  on  remarquera  de'^luS'^  i^.  que  fi  lie  premier 
«etme  d^uœ  transformée  £é  trou vroit  égal  à  zéro  ^  l'on  auroît 
la  xacine  exacte  de  Téquation  propofée  qu'on  cherche ,  qui 
&ix>îrégale.  à  la  iontmede  touœs  les  parties  de  cette' racine 
qui,oa(  ét^  décoavettfis^  juiqu'ala  tmnsforméQ  où  cek.«r^ 
icive:  Caria  derniere*partie  découverte  étant  rubftiBitéeà;Ij[ 
pj[ace  cteiTinconiMie  dans  la  transformée  qui  précède  eeile 
dont  le  premier  terme  cft  égal  à  zéro ,  donneroit  une  fomme 
coûte. connue  égale  i  zéro,  puifque cette  fbmme  eft  égale  à 
ce  prei^i^rjcevroe.^  ei,^  elle  iereic  lairadne  e^^aâè dé  cette 

i»iaqsfb»n>ée;q4^f  p];éced€  çelle^ 

a  zéro  -,  Ton  auroit  donc  precifément  ce  qui  mânquoijB  aua^  pan 
ties.déja  décoikV^i«e$  d^  laràckie  €p^'Qtk  eherchoic^  p«r  c  ojife* 
quei^t  on  l'auroit  entière. . 

AXl) 


Î4^  Analyse     »  f  m'  o  n  t  r  e^e. 

X?.  Quand  le  premier  terme  d*unc  transformée  a  un  figne 
différent  de  celui  du.  premier  terme  de  la.  transformée  qui 
la  précède  immédiatement ,.  dans  ce  cas  la  parcie  qui  a  fervi^ 
à  faire  la.  transformée,  où  cela  fe  rencontre ,  eft  plus  grande 
que  la  partie  de  la  racine  que  L'on  cherche  y  car-  ii  cette 
partie  étoit  plus  petite  que  la  partie  que  Ton  cherche,,  elle: 
donoeroît  au  premier  terme  dé  la  transformée  le  iigne  dw 
*  m.  premier  terme  de  la  transformée  précédente  *  j  fr  elle  étoic: 
ftemar^s,  égale.,  elle  danràxoit  zéro  ^  £c.  donnant  un  /îgne  différent  ,^ 
elle eftplus  grande. 

:  D*oiY  Ton  voit  que  fi'c'êft  par  exempte  là  troîfîéme  partie  c,. 
qui  change  le  fîgne  delaitrjoifiémeltransformée^fuppoieque 
c  fut  pofitive  ,.1'on  tcouvera-  par  k  inéthodemême  la^  qua- 
trième parrie^£.j)égativ«i^.&;  dans  ioei  cas  û  faudra^Tuppo^- 
fer  —  d^i  =:h  j  pour  faire  la \ quatrième'  transformée  y 
pareeque  |a  racine,  pofitive  dont  on.  faifoitla  recherche,, 
étant  devenue  négative  dans  là  troifîéme  transfoivnée ,  Ioj 
tTQinéme  partie  r  fe  trouve  plus,  grande  qu'il  ne  faur^  ai&fiî 
jj[  £sLut  la  diminuer,  dans  la  transforîBéefuivante;. 
...  .    .    A..  ^  •  - . 

ÏÎ64-  On  peut  raporter  immédiatement  chaque  transformée* 
à  Téquatîon  propofée  j  on  raporteraici  à  Téquation  projpo-^ 
iee,  la  troifîéme  transformée  qui  eft  faite  par  la^  fuppofition. 
de  c  Ht  i&s8g,.&.par  la  fubftitution  de: cette  valeur. de  g  à^ 
fa  place  dansla  féconde. transformée  j  &  ce  que  Top  en  dira^, 
pourra  facilement  s^istppliqusr  aux.  transformées  les  plus.re^ 
eulées'de  l'équation  propofée. 

Si  Ton  fuppofoit  la  fbmme  dé  toutes  lés  parties  déjà;, 
découvertes  ae  la  racine  qu!onr  cherche ,  plus  une  nouvelle- 
inconnue  j&^  égale  i  L'inconnue  de  l'équation  propofée^  par 

exemple  fi' l'onfuppofoîr a-^i^c ^ /^:=  jr, (on a^mîs une 
Mgne  fur  a^A  h*-^  pour  nurquer  qu^pn^ regarde  cette'fSm- 
jne  comme  une  feule  grandeur^  )  &  qu^n  febftituât  cette: 
valeul*  de  xd^  place  dans  l'équation- propofée ,  là^trans-^ 
formée  qui  en  vîèndroir,  fcroit  precihiment  là' troîfiéme 
transformée  5  c'eft-à-direl*  transformée  que  Ton  a^  trouvée 
en  fiibftituant  c^^èsssg^  à^h  place  dé  g  dans  k  féconde: 
transformée; 

►   Car  les  raciiies  pofltives  de  ïà  transPorméequî  vîèndroir 
dé-  k  fubflitudon  de  o^tTf^'^ffzs^s  x,  a  la  place  de^^. 


dans  [a  propofôe ,  ieroient  les  raeines  pofitives  de  là  propo. 
:l^  diminuéçs  chacune  de  la-  gtandeur  w^S'^a  les  néga^ 
dves  de  la  transformée  feroient  les  négarîvesi  de  la  prcpofée 
augmentées  chacune  de  la  grandeur  a  ^  i  ^  c  i  êc  s'il  fe^ 
trouvait  que  la  grandeur  a^é-^c  furpafsât  quelques  raciv 
nés  pofitives.  de  la  proposée  y  ces  Mcines  fèreient  devenues 
.  négatives  dans  la  transformée,  &  chacune  de  ces  racines 
négatives  iëroit  Fexcès  de /i -h  ^ -h  r  fur  chacune  des  racines 
pofîttves  de  la  propofée;  qui  fèroient  moindres  que  i^ -h  ^ -h  r; 
Or  en  cûnfiderant  avec  attention  la  fuite  des  transforma- 
tions,  depuis  la  propofée  jufquUla  rroiïîéme  dont  h  eft  l*in> 
connue ,  on  verra  ckiFement  que  les*  racines  pofitives  èc  né^ 
gatives-de  la  troifiéme  transformée,  fbnt-  precifément  leV 
mêmes^  racines  dont-  en  vient  de  parler^  PaF  cfonfëquent  to 
troiiîéme  transformée  eft  precifément  la  même  transformée 
qu'on  crouvcrpir  en  fubftituant  immédiatenrient  dans  Téqua^ 
don  propoféeX+TnkTHrA/à  laplàce  dex;^ 

D'où^  il  fuit  auffi.  que  fî  Pon  uibftftuoît  avec  dès  figne^- 
contràfres»  la  fomme  de  toutes  lès  partFes  qu'on  a  déjà  dé. 
couvertes*  de  la  racine  qiTon  cherche  plus  Tihconnue  x  ,  à* 
l'a  place  de  l'inconnue  )^  ^  darns  là  troifiëme  ti^ansformée,; 
Péquatîdn  qui  en*  vieil  droit ,  (èrort  exaftement  rëquatibn" 
propofée  i  par  exemple  fi  Ton  fuppofe  — a  —  i  —  c^x' 
sssh^  &-<jtfon  fubftitue  cette  valeur  de  h  à^fa  place  dansla^ 
rroifiéme  transformée ,  Péquation  qui  en  naîtra ,  fera  Péqua^> 
tîôn  propofée. 

D(5  j.  Sî  la  grandeur  jg  qu'on  prend  pour  là  première  partie  de- 
là racine  qu'on  cherche ,  étoit  la  limite  en  deflus,,c*eft-ài 
dire,  fi  i^  fbrpafToit  la  racine  qu'on  cherche, il  faudroitfup^ 
pofer  y, pour  faiire  la  première  transformée,  a  — /=  x ,  6c 
fbbftituer  cette  valeur  de  x  àOi  place  dans  la  propofée:  Et 
Fôn  feroit  fur  cette  transformée  &  fur  les  fui  vantes  ^  des^ 
remarques  fèmblablès  à  celles  qu'on  a  faites  en  fuppofànr 
que  la  première  partie ^  de  là  racine  qu'on'  cherche,. efE 
moindre  que  cette*  racine:  Mais  il  efl  mieux  de  prendre  la* 
première  partie  i^  pius  petite  que:  la  racine^  pour  s'âccou^ 
«umer  à  une  même  méthode. 

Ga  bien,  pour  fiiivre  ta  même  méthode  *,  on  fïïppofèrat 

a:^fzsszxy  quoique  4  furpafïè  la  racine  qu'on  cherche  >^ 

iijj 


qÛ  fabftituera  a  -+-/dans  la  prqpofçe  à  Ja  place  de  j^ ,  &  I© 
premier  terme  tout  connu  de  la  transformée  qui  en  vien^ 
4ra^  aura  un  figne  oppofç  à  celui  du  premier  terme  tout 
connu  de  la  propofée  \  ce  qui  fera  trouver  la  féconde  partie  h 
négative  ^  &;  pour  faire  la  fçconde  transformée^  on  iuppo. 
fera  — ^-i-g==/: 

A   V    E    K  T   I*  s    S    £    M    £  K  T. 

O  N  n*a  fait  ces  remarques  que  fur  la  première  manière 
qu*on  a  donnée  dans  la  quatrième  méthode  de  trouver  par 
le  moyen  de  chaque  transformée^  la  partie  de  la  racine, 
qu'elle  doit  faire  déscouvrir,  quoiqu'elles  pui0ènt  auflî  con^** 
Tecir  à  la  féconde  manière ^  parceque  cette  fècoode  manière 
i^enfermant  le  fîgne  radical  «/,  ôç  obligeant  à  Textradion  des 
racines.^  le  çalcui  en  eft  plus  embarai»nt ,  ^  on  peut,  moins, 
facilement  s*en  fervir  dans  Tapproximaiion  des  racines  des 
équations  littérales. 

Il  faut  fe  rendre  c^%  remarques  &  la  quatrième  méthode 
bien  familiaires^  &  la  première  manière  qu'on  a  donnée  dans. 
la  quatrième  méthode,  de  trouver  par  chaque  transformée, 
la  partie  de  la  racine  qu'elle  doit  faire  découvrir^  afin  de 
.concevoir  clairement  la  méthode  d'approximation  des  ra- 
cines des  équations  littérales  qu'oa  doit  donner  dans  le  7* 
Livre,  qui  n^aura  pas  befoin  de  démonftration ^ n'étant 
qu'une  application  de  cette  quatrième  jnétlu)de. 

La  quatrième  remarque  donne  lieu  à  une  autre  pratique 
'  de  la  quatrième  méthode ,  qu^on  appellera  une  cinquième 

méthode  d^approximation»,  pour  faire  mieux  diftinguer  ces 
deux  luanieres  dg  pratiquer  la  quatriènae  méthode^ 

dftiquièmt  methodtpour  trouver  tes  'valeurs  affrqthèes  tanpfrèi 
qiCon  voudra  des  racines  des  équations  y  ou  autre 
pratique  de  la  quatrième  méthode-. 

166.  i**.  O  N  partagera. en  deux  parfiîeç  TiçLConivue  à^  Vèquatioa 
propofée  dont. on  veut  troxwer  les  racines  y  par  exemple  fi 
Qn  veut  chercher  la  première  racine  de  Véquax;ion  xx  —  z'ox 
^^i^^z^ 0.,  qui  çft  entre  4.  &  5 ,  on  fujp|)oferîi  ^.  -^y  =?=?=  x, 
E  repréfentera  la  partie  de  la  racine  qu^  l^on  ^onnoît  déj^^ 
Çf  à  mefure  que  Ton  découvrira  les  parties  de  la  racine  qu'on 
cherche ,  on  fuppoieya  que  E  repréfente  toutes  ces.  parties 
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J'éïa.  découvertes  y  j^  repréfenccra  ce  qui  refte  à  découvrir 
dé  ra  racine  qvi*on  cherche. 

On  fobftituera  JE-h^  à  la  pkce  de  jr  dans  la  propofce, 
&  Pan  aura  réquàtion  EE  -h  tEy^yy  sbk  o^  qui  reprcfeni 

«era  cooces  les  cramft>rmëes  qui  doivéftt  lervir  â  découvrir 
fcs  parties  de  ia  xadne  q\l\)ii  cherche,  les  unes  après  les  dixL 
.trQs,à  l*lnfini :  OU  rappellera  la  traftsformée  indéterminée. 
On  fuppofe  la  premiers  partie  4  de  la  racine ,  connue  d'ail- 
kursv  Pour  trouver  la  feconde  partie  t: 

i\  Ott  fuppofera  que  E  repréfente  4 ,.  &  on  fubftituera  4, 
d  la  place  de  M  dans  la  transfonrt^e  indéterminée^  &  l'on 
aura  -h  r  —  r  1;/  -+..^3=3  0  5  pour  trouver  la  valeur  de  y^  on 
fera  une  équatiorfdu  premier  &  dtt  fécond  terme,  qui  don- 
nera/sstt  ^.  Ceft  la  feconde  partie  de  la  racine  que  Tott 
cherche  y  ou ,  ce  qui  eft-  la  même  eliofe,  on  dîvîfera  le  pre- 
mier terme  par  le  coëficient  du  feCoftdj/ôc  changeant  le  figne 
du  quotient,  l'on  aura  la  feconde  partie  de  la  racine. 

Si  on  vôùloît  une  feconde  partie  plus  approchée ,  on  feroic 
€e  raiforrnemeAt ,  comme  dans  la  quatrième  méthode.  Le 
premier  terme  1  n'eft  pas  feulement  égal  au  fecônd  riy, 
maïs  —  r=  —  iij/  -hjffy  ainfi  j«rit=:T>*&  toettant  lâL 
valeur  de ^  =  -j^  déjà  découverte,,  i  la  place  àe^y  dans  le 
fecond  membre,  on  auroit^  =«  j^,.  qui  eft:  une  vatetft  ua^ 

peit  plus  approchée.  Mais^pour  éviter  la  longueur  du  caku)^,  .  /.  ^ 
on  prendra  ici  ^=  -j^y  pour  la  feconde  partie  de  la  racine.. 
3''.  Pour  avoir  la  troifîéme  partie  de  la  racine,  on  fiippo?- 
fera  que  M  dan^  la  transformée  indéterminée;  repréfente  Ip 
Ibmme  4  ^  des  parties  de  U  racine  déjà  découvertes^  & 
que  jf  repréfente  ce  qui  en  refte  à  découvrir  :  On  fubftîtuentt 

dans  cette  transformée  4  l^  pcs-if  à  là  place  de  É*y  &  i*ott 
aura  -•*•  ,^— '  1^  ^^  -^  >y  =*»  c>.  Oh  divîfera  le  preftiîer  terme 
-*-  ,-^  par  le  coëficient  —  *^  du  fécond  terme  ,  &  chan- 
geant le'figrie  du  quotient,  on  aura  ^  ~-^  pour  la  trbifîémc 
frtrtie  delà  racine  qu'on  cherche; 

«  40'  Pour  trouver  là  quatrième  partie  de  la  racine ,  on  fu ji- 
^ofera  dans  la  transformée  indéterminée,  que  JB  repréfente 
la  fomme  des  parties  de  la  racine  déjà  découvertes ,  4  -t*  ^ 
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-1-  ^\-^  3=.-*-  ji^  j  OD  fùbftituera  cette  i^aJeur  de  JE  iU, 
|>lace  dansJa  transformée  indéterminée  $  &  prenant  enfuite 
le  quotient  du  -premier  terme  de  i'équation  qui £n  viendra, 
divifé  par  le  xoeficient  du  fécond  terme,  &xhangéant lefigoe 
ile  ce  quotient,  ce  fera  la  quatrième  partie  qu'on  cherche. 

On  peut  continuer  cette  approxiniation  i  I*iniîn].  Cet 
.exemple  9  qui  n'eft  pas  cc^pofé ,  fuffit  pour  faire  x:oncevoir 
clairement  cette  méthode^  qui  eft  diéntontrée  par  la  quar- 
tricme  ii>éthode ,  ,&  par  les  remarques ,  £c  fur-tout  la  4%  Il 
eft  évident  que  la  parcie  de  Ja  racine  repréfentée  par  £ .,  ne 
fait  qu'augmenter ,  pendant  que  celle  <}ui  eft  repréfentée 
par^^  neJ&it  que  diminuer. 

Pour  fe  rendra  cette  méthode  famiKere,  on  peut  contî* 
Huer  Tapproximation  précédente  ^  &  chercher  la  feconde 
a:acine  de  la  proposée ^  qui  furpa/fe  <  5  ^  &  qui  ^  moindre 
que  16.  On  peut  airfli  chercher^par  la  même  métlwde^  les 
racines  de  Inéquation  x^ —  1700X  -•-  3  Z400  =  o,  <lont  là 
plus  petite  ett  entre  la  &  1 3  ^  la  i\  entre  44&4J  j  &  la  3c, 
«ntrej7&58. 

On  va  faire  ici  Tapplicarion  de  cette  cinquième  méthode 
,à  Tapproximadon  des  racines  des  puiflances  numériques  im# 
piriaites. 

XJ/^gc  de  ta  cinquième  mêthûde  J^ approximation  des  racines  des 
:    iquoiions  ^pourtrouveries  valeurs  approchées  tant  près  qù^  on 
pondra  des  racines  des puiffancesmumeriques  imparfaites. 

féj.  Çy  N  luppofe  qu'on  a  trouvé  par  la  méthode  de  l'extraékîon 
•des  racines  de  rarithmetique ,  la  racine  de  la  plus  grande 
pui0ance  parfaite  contenue  dans  la  puiilaace  nuniierîque  im- 
parfait^ ^  C€  fera  la  première  partie  de  la  racine  qu*on  cher- 
-che,  qui  ne  diffère  pas  de  la  racine  véritable^  qui  eft  incom* 
^nenfurable,  d'une  unicc  entière^  il  faut  trouver  les  autres 
parties  de  rjçtte  racine,  &  en  continuer  Vapproxîmatîon  à 
J^infini^  ow  autant  près  qu'on  voudra 'de  la  véritable  racine, 
qu'on  ne  peut  pas  exprimer  par  nombres^ 

xo.  On  fuppofera  que  la  racine  4e  la  plus  grande  puiâTance 
parfaite  contenue  dans  la  pui^fance  nuroeriqiie  imparfaite 
dont  on  .cherche la  racine,  eft  reprpfentce  par  ^,r&  l'excès 
jde  la  puiflànce  numérique  imparfaite  ^tir  la  plus  grande 
|>uiilàpce  parfait)?  qui  y  eÀ  :iConteoue^  eft  rjepréjTentée par  Dt 

.^  ces 
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ces  deux  noiâbres  font  fuppofèz  connus*  Aïnfi  £J!  -+-  D  fera 
l^expreflîon  de  toutes  les  fécondes  puiflances  numériques  im^ 
parfaites^  E\^D^  celle  de  coûtes  les  troifîémes  puidàn. 
€tS'^  E^-¥^ï)y  de  toutes  les  cuamémes)  JS^-f-2>v  de  toutes 
les  cinquièmes  j  &  akifi  de  hiioe. 

2^.  On  fuppofêra  que  JE -«-^x  repréfentent  les  deux  parties 
de  la  racine  qu'on  cherche  y  Ravoir  JE  ^  cellequi  eft  connue  ^ 
&  x^  celle  qui  eft  inconnue  &  que  Ton  chepche  -y  ce  qui^don^ 
iierar  les  équations  lui  vantes  rJg  -^  x  ss^^EE  n-  D,  pour  Ic^ 
fécondes  puîflances  :  jE-hxœ^JS'-hT),  pour  les  troifiémes r 
JE  -H  a; = ^E^^Dy  pour  les  quatrièmes  j  &  amfi  de  fuite. 

j®.  On  ôtera  les  iiKommenfurables  de  ces  équations ,  fc 
t*on  aura  — D  -f-  zEx^  xx  =ro,  pour  les  fécondes  puif-: 
^nces  5  —  D  •+•  j-EJÎAr  -f-  }  £xx  n-  x^s»  o ,  pour  tes  troifié- 
mes 5  —  i>*-f-  4-E'x  -H  éJ?Zvx  -ir  4-Ex'  ^  X*  ;=  o ,  pour  les 
quatrièmes  j  ^  D -*-  ji^'x  +  lO-E'xx  -*-  io5JBx^-h  5JEx^ 
-i-  x^  ==5  o ,  pour  les  cinquièmes  j  —  D  -*•  6E^x  -h  i  ^E^xx 

•V-  ia£V  -i-  1 5  J?-Ex*  -4-  6jEx'  ^  X*  53»  o  y  pour  les  fîxîèmes  j, 
&.  ainfî  des  autres  fuivantes. 

Ces  équations  feront  les^  transformées  indéterminées* 
comme  dans  la  cinquième  méthode,  chacune  pour  fon  degré,* 
JE  repréfentera  d'abord  la  première  partie  de  la  racine  qp'oji: 
cherche  5  &  fubltituant  cette  première  partie  à  la  place  de  E'^ 
on  trouvera  la.  féconde  partie  comme  dans  la  ^  méthode  ^ 
puis  fubflituant  la  fomme  dés  deux  premières  parties  à  lat 
place  de  jE^  on  trouvera  la  troifiéme  y  après  fuoflituant  la« 
fomme  dès  trois  premières  parties  à  la  place  de  M^  ondrouii^. 
vera  la  quatrième  partie  -^  &  ainfi  à  l'infini, 
ntf  8,  ^  Le  premier  terme  D  eft  toujours  entièrement  connu'quanc^ 
on  commence  Tôperation,  puifque  c^efl  le  refle  connu  de  Ix 
puiflance  numérique  imparfaite,  qui  demeure  après  avoir  ôté- 
de  cette*  puifTance  imparfaite  la  plus  grande  puiflance  par-*^ 
faite  qui  y  eft  contenue: 

Quand  on  a  trouvé  la  féconde  partie  de  la-  racine  par  là: 
fubflitution  de  la  première  partie ,  qu^onfuppofe  connue,  è 
la  place  de  JE  ^  pour  avoir  là  féconde  valeur  de  D  ^  il  faur 
fiibfirtuer  cette  féconde  partie  de  la  racine  qu'on  vient  de? 
trouver ,  à  la  place  de  x^  &  laiâèr  là  première  partie  fubfti-^ 
niée  è  la  place  de  JSj  6c  la  fomme  toute  connue  qui  vlienc 

Terne  /-    '  Y  y 
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*  «?•  de  cette  fabftîtutîon ,  eft  le  &cimd  J>%  qui  doit  fervir  ponr 
trouver  la  croiiiéme  partie. 

Quand  on  aura  trouvp  cette  tf  oifiéme  partie  par  lalubdi-i 
tutîon  de  la  fooime  des  deux  parties. déjà  découvertes  ^  la 
place  de  M  dans  réquacion  transformée  indéterminée ,  oU 
Von  a  laîfle  la  valeur  du  D  précèdent ,  il  faudra  fubftîtuer 
cette  troifié  me  partie  à  la  place  de  ^^  &  la  fomme  coûte  con- 
fine  qui  vkndra  de  cett0  luMîtution,  fera  le  troifiéme  JD^ 
09  la  troiiSémç  valènr  de  D^  -qui  doit  fejtvir  pour  trouver  la 
4juaitriéme  partie. 

Quand  on  aura  découvert  cette  quatrième  partie  par  la 
iUbfUtution  de  la  ibmme  des  trois  pren>ieres  parties  déjà 
coimues  a  là  place  de  E^  il  faudra  fubftituer  icette  quatrième 
partie  qu'on  vient  de  découvrir  a  la  place  de  x^  iScla  fomme 
toute  connue  qui  naîtra  dte  cette  fubfticution ,  fera  le  4^  JD  ^ 
ou  la  4c  valeur  de  D^  qui  doit  iêrvir  à  jfairej^écouvrix  la  5  c 
partie  j  &  ainiî  à  linfini. 
ïé^9,  Ou  bien  pojn:  avoir  la  valeur  de  D^  qui  fert  à  trouver 
<^haque partie,  par  j^xemple  la  quatrième,  il  n'y  a  qu*â  éle^ 
ver  à  la  m^Bme  puilTance  dont  on  cherche  la^acine^  la  fomme 
de  toutes  lies  parties  déjà  trouvées ,  par  exemple  des  trois 
premières ,  êc  ôter  la  pui0knce  de  cette  fomme  de  la  puif- 
^nce  imméMque  împarfdte  propofée }  le  reflte  fera  la  valeur 
,de  D  q\fon  cherche: 

Un  peut  faire  comme  dans  la  quatrième  méthode ,  des 
formules  générales  dans  chaque  degré  ,  pour  trouver  les 

ÎMrties  de  la  racine  qu'ion  cherche ,  les  unes  après  tes  autres  ^ 
a j^miere  partie  étant  foppofée  connue;. 

JtormuUsffnfrdlâspwr  V  âffroximoHMdes  racimsdifSfmfa»efS 

fmmerifuis  imfatfdiusj. 

'170»   DOim  les  racines  des  J) 

'  '    *   4  iêcoades  puiflances    .   |f**s  .|^' 

Riul  lèi  Éacinès  des  troi-  i> 

fi^mw  puiflSMUCcâ    .    .    .    X^ss. — ^— 


PWr  les  wcines  des  quâ-  .  JD 
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Pour  lies  racines  des  cin-       2) 

^Wémçs  puîflTanccs.    .    .  -^  —  — ^— 7p|5 "W "^pT" 

On  peut  facilenWGC  trouver^  comme  dans  la  4«  méthode , 
les  formules  pour  les  puiflàaces  fuivaoces  à  Tinâni^  fl  l'on  ea 
a  beibin. 

Pour  trouver  par  le  moyen  de  ces  formules  la  raaœ  ci»J 
bique  ^ par  exemple  de  yiii9.  le  plus  g?and  cube  contenu 
dans  1 1  y  cft  8 ,  dont  là  racine  cuWcpie  eft  i  j  ainfî  i  =^îî 
r  z  =  8  -^  4  =  £^  H-  D ,  &  le  premier  D  =  4.  L'cquatio» 
indéterminée  du  troîficme  degré,  <|ui  repréifente toutes  les 
iranslormées  qui  feront  trouver  les  parties  de  la  raciçe  qui 
fuiven t  k  première  qui  eft  z  y  eft  —  JD  n-  5  EEx  -^  5  £xx  •+•  j^ 
as  o  :  La  formule  qui  &rt  à  trouver  ces  parties  repréfentées 

par  Xy  déduite  de  cette  équation,  eft  x  = 


Ces  ehofcs  fuppofées  r. 

2<>.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  Ta  racfne ,  on  fubftr- 
tuerar  dans  cette  formule  4  à  la  place  de  2)^  ^  ^  à  k  place 

de  jEr  &  l'on  aura  k  feconde  partie  =i:  .—2: — ; — ^  ~-  i— r 

.  Potrr  avoiT  k  feconde  valeur  de  D,  qui  fervÎEa.à  trouver 
k  troifiéme  partie  de  k  racine ,  on  fid^ftitueifa  dAn$  ré{)uâ^ 
tion  —  D^  ^EEx  ^  'jExx  ^  x'  sk  o^  4  à  k  place  de  jD; 
^  â  k  place  de  Ey  &  ^  i  k  place  de  jr  3  &  Ton  avo-a  *— 4 

-i-ii  X  ,i^H.«  K  ^--t- f  M«_  ^Srpourla  feccmdé 
valeur  de  D,  qu'on  trouveroît  auffi  en  élevant  k  fëniînef 
des  deux  parties  dépt  trouvées  2  -h  ^  âk  3^  puiflançe^  dii 
retranchant  cette  5  «  puîflance  de  k  propofëe  1 1 ,  le  refte 
/eroît  k  féconde  valeur  de  D. 
3^.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  delà  racine  ou'on  eher^ 

che,  il  faut  fubftituer  d^s  k  formulé  jr  =5=  -— — — J^     ^^^ 


à  la  pkce  de\D ,  ià  valeur  qu'on  vient  de  trouver,  &  i  la^ 
place  de  E^h  fomme  1  ^  nf  dès  parties  de  k  racine  dé  ja^ 
découvertes ,  &c.  —      '-       '  •  -[ 

•  Onjpeut  côîitîiiuer  Papprcximatîcm'à  l1nftftîté»ôpljk-' 
t^otts  .toffient  pbur  faire  clairement  concevoir  la  méthode- 
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ïi.     Si  L'on  veut  des  formules  où  il  faut  extraire  la  racine  quar- 
cce ,  on  les  formera  comme  4ans  la  quatrième  méthode 
<]\cs  font  inutiles  pour  tirer  les  racines  des  quarrez  impar- 
£iits.  Vpici  Jiâ  manière  de  les  former  pour  trouver  les  valeurs 
iOpprockces  des  racines  troifiémes  des  troifiémes  puiiTances 

imparfaites^  dont  l'équation  indéterminée  eft i)-4-3  E£x 

^  5  Exx  4-  x^ŒK  0.  Il  faut  faire  une  équation  d^s  trois  pre^ 
iniers  termes ,  &:  l^on  aujra  ^-^D-^T^ÈEx^iExx^saiO^  ou 

Wen  jcx-h-EArt»S»  ^*^^  ï'o^  tîrçx=;;=-^i£^.Vx££^  D^ 

C*efl:  la  formule  par  où  il  faut  commencer  pour  trouver 
chaque  partie  de  la  racine  qu'on  cherche ,  la  première  ' 
partie  étant  fuppofce  ^oijnueiEt  çom  rjcndre  cette  partie 
de  la  racine  encorde  plus  approchante ,  on  fuppofera  cette 
première  yaieur  de  ch^qu^e  partie  =?=  w^  U  en/uite  on  cojti^ 
fiderf ra  l'équation  indéterminée  entière  —  D  -*-  3  EEx 
-*-  ^Exx  -H  jtf'=o^  comme  ptant  du  ^fécond  degré  ,  IW- 
4onnant  ainfi  3  Exjf  -+•  3  EEx  sss  jD  -r  x\  ou  plutôt  xx  -h  Ex 

^S-5»  d'où  l'on  drera  x=*-.i  E^^JImZJZ^, 
6c  mettant  dans  le  p^  inpxibre  la  valeur  de  x  dcja  trouvée, 
qu'on  A  r«ppofée=55«i^  on  aui»  ^c=:;i — j.  ^  .^^ 

C'eft  la  formule  corrigée ,  qni  à  chaque  opération  fera  trou« 
ver  une  partie  trbs-approchante  delà  racine  qu'on  cherche. 
On  trouvera  de  la  même  manière  que  pour  découvrir  \cs 
part;ijss  de  la  racine  d'une  quatrième  puinàno?  ynparfaite , 
4I  fSç^t  cçnjmencer^  en  cherchant  chaque  partie  »  par  la. 

formule  ^  w=  -r-  ^Er^^ ^EE  ^  j;^î  &  cette  partie  étant 

découverte  par  cette  formule^  on  la  fuppofera  =5  m  ^  &  on 
rjtpprochera  encore  plus  par  cette  formule  ^rorrigée  x  =» 


Pour  1^  cinquième  puiflànce^on  conomencgra  par  la  for^ 
mule  x:5=  —  iJÇ-t-^-i.£^-H-~}  &  après  avoir  trouva 

la  valeur  de  la  partie  qu'on  cherche  par  cette  formule,  on 
U  Tàppoiera  ssj.  a^j  &  on  fe  fer  vira  ^nfuite  de  la  formule 
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îl  cft  facile  de  trouver  les  formules  pour  Tâpproxlmacion 
"des  racines  des  puiflànces  numériques  imparfaites  plus  cle« 
vces ,  fi  Ton  en  a  befoin. 

Pour  ie  fervir  de  ces  formules  dans  l'approximation  des 
racines  des  puiflànces  imparfaites ,  par  exemple  pour  appro- 
cher de  la  racine  cubique  de  1 1  =  8  -^  4:  lo.  on  fubftituera 
dans  la  formule  par  où  il  faut  commencer,  la  première  par* 
rie  de  la  racine  qui  eft  1 ,  à  la  place  dfi  E^  &  4  à  la  place  de 
D^  &  l'on  aura  la  féconde  partie  de  la  racine  qu'on  cherche* 
Pour  rapprocher  d'avantage,  on  la  fuppofera cette  féconde 
partie  repréfentée  par  m^  &:  on  la  fubftituera  avec  les  prc« 
ccdentes  valeurs  de  JE  &  de  JD  dans  la  formule  corrigée ,  & 
i*on  aura  la  féconde  partie  de  la  racine  très- approchée. 

Pour  trouver  la  troifîéme  partie  de  la  racine," on  cher- 
chera la  féconde  valeur  de  D  ^  comme  aux  articles  168^169; 
on  fubftituera  cette  valeur  de  i>  à  fa  place  dans  la  formule 
^ar  où  il  faut  commencer ,  6c  la  fomme  des  deux  parties  de 
la  radne  déjà  découvertes ,  â  la  place  de  £  ;  &  on  aura  U 
trôîfiéme  partie  de  la  racine.  Pour  la  corriger,  c'eftà-dîre 
pour  la  rendre  plus  approchante ,  on  la  regardera  comme 
repréfentée  par»,  &  on  la  fubftituera  avec  les  valeurs  pré-  ' 
cedentes  de  D  .&  de  E  dans  la  for  mu  te  corrigée  -,  &  roa 
aura  la  troifîéme  partie  de  I9.  racine  crès-approchante.  On 
'  réitérera  Toperation  tant  qu'on  voudra:  mais  le  calcul  en 
étant  plus  pénible  que  celui  qu'il  faut  employer  dans  Tufage 
des  premières  formules ,  on  peut  fe  contenter  de  ces  premiè- 
res formules  j  &  îl  fufïtt  ici  d'avoir  fait  concevoir  clairement 
la  formation  &  l'ufage  des  tines  &  des  flutres^ 


r; 
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Oàtonenfeignek  réfiudreioutesles  équations  numériques» 

P  R  G  B  L  Ê  M  E 


*7*-  Résoudre  toute  équation  numérique  de  quelque  deff-i 
qù*eile  fuijfe  être ,  Urfqu'elle  n'a  qu^une  inconnue. 

CEs  T-à-dire  trouver  les  racines  commeûfurables  d'une 
équation  numérique ,  lorfqu'elle  en  a  de  conunenfura- 
bles  j  trouver  les  valeurs  approchées  de»  racines  încommeit; 

Yyiij 


/ 


\ 
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\ 


58  Analyse    demontr  e'e. 

arables^  &en  continuer  l'approximation  à  rinfîni)  dàtçr^ 
miner  fî  elle  a  des  racines  imaginaires  y  &  ii  la  propofce  a 
de  ces  racines ,  en  déterminer  le  nombre. 

OnTuppo(ê  que  Inéquation  propofée  n'a  point  de  fradîohs 
ni  d'incommenfurables  ;  que  ion  premier  terme  n'a  pas  d'au- 
tre coëficient  que  l'unité  ^  qu^elle  a  tous  fes  termes  ^  &  qvi*iis^ 
ont  alternativement  les  fignes  -^  &  -— % 

Méthode. 

;i48*  y.lL  faut  trouver  par  le  premier  Problème*  toutes  les  éqaa* 
tions  des  limites  de  l'équation  proposée. 

1^.  La  racine  de  l'équation  linéaire  des  limites  iera  la 
limite  moyenne  des  deux  racines  de  l'équatioin  des  limite^ 
du  ifecond  degré  y  zcro  de  fon  plus  grand  coëficient  négatif 
rendu  pojdtif  &  augmenté  de  l'unité  ^  en  feront  les  limite? 
extrêmes*  Par  le  moyen  de  la  limite  zéro  èc  de  la  limite 
moyenne  y  on  trouvera  la  première  &  plus  petite  racine  de 
l'équation  des  limites  du  iecoad  degré ,  par  les  méthodes  da 
troiiîéme  Problême  /î  elle  eft  comraenfurable ,  ou  fa  valeur 
approchée  fi  elle  eft  incommenfurable.  On  trouvera  de  mê- 
me en  iè  ièrvantde  la  limite  moyenne  &  de  k  plus  grande 
limite  extrême  ^  la  féconde  racine  de  la  même  équation  y  ou 
ia  valeur  approchée. 

Les  racines  de  l'équation  des  limites  du^ond  degré,, 
ou  leurs  valeurs  approchées  3  feront  priiès  pour  les  limite^ 
moyennes  des  racines  de  l'équation  des  limites  dit  3^  degré  ^ 
zéro  &  fon  plus  grand  coëficient  négatif  augmenté  de  Tuni- 
té ,  en  feront  les  UmiKs  extrêmes.  On  trouvera  par  le  moyen; 
de  ces  limites  les  racines  de  cette  équation  ou  leurs  valcur^^ 
approchées ,.  qu'on  prendra  pour  les  limites  moyennes  des^ 
racines  de  Téquation  des  limites  du  quatrième  dtgré,  dont 
zéro  &  le  plus  grand  coëficient  négatif  augmenté  de  l'imité 
ieront  les  limites  extrêmes.  Oa  trouvera  par  le  moyen  de 
ces  limites  les  racines  de  cette  équation  du  quatrième  degré,, 
9u  leurs  valeurs  approchées ,  qui  feront  les  limites  moyens 
ncs  des  racinps  de  r équation  des  limites  du  cmquiéme  degré  j, 
zéro  &  le  plus  grand  coëficient  négatif  de  cette  équatiom 
du  cinquième  degré  a^ugmenté  de  l'unité ,  feront  les  Imitesir 
extrêmes ,  &  par  le  moyen  de  ces  limites  qn  trouvera  les  ra> 
râies  de  cette  équacioa  ou  leurs  valeurs  approchées». 
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Continuant  ces  opérations  jufqu'â  Téquation  propofce,  de 
quelque  degré  qu'elle  foit,  on  en  trouvera  toutes  les  racines 
lorfqu'elies  font  commenfurables  /  ou  leurs  valeurs  appro- 
chées. 

3*».  Si  Ton  trouve  qu'une  des  limites,  c'eft-à-dire  une 
des  racines  d'une  équation  des  limites  ^  étant  fubftituée  dans 
l'équation  du  degré  immédiatement  plus  élevé ,  &  dans  tou« 
tes  celles  qui  précèdent,  à  la  place  de  l'inconnue,  donne  zéro  j 
cleft^-dire,  fi  toutes  ces  équations  ont  une  racine  commune^ 
il  y  a  des  racines  égales  dans  la  propofée:  on  en  a  marqué  dans 
le  premier  Problême  la  manière  d'en  déterminer  le  nombre. 
4P.  Lorfque  la  racine  d'une  équation  des  limites  étant  fub^ 
ftituée  â  la  place  de  x  dans  l'équation  immédiatement  plus 
élevée  d'un  degré ,  ne  donne  ni  zéro ,  ni  une  fomme  toute 
connue  qui  ait  le  fîgne-n  ou  —  que  doit  donner  cette  racine 
prife  pour  limite  moyenne,  il  y  a  des  racines  imaginaires  dans 
la  propofée  j  &  comme  les  racines  imaginaires  font  toujours 
deux  à  deux  ,  il  y  en  a  deux  fois  autant  que  cela  arrive  de 
fois. 

^fplication  de  la  méthode  aux  exemples. 

ExbmplbL 

POuR  trouver  les  racines  de  x*  —  Sox^^ijjSxx—  i4937x-i-yooo=o 
I  ^.  on  en  trovera  par  le  pre- 
mier Problème  les  équations  * 
des  limites ,  comme  on  fes  . 

voitid;  „,        .     C        4^*  — 240X'  -l-399^-v^~H937-^==o 

\    ff^f^^^<  ou  4;»*  — x40xx-i-3996>f  —14957  =so 


3  ^  I  o: 


des  limites. 


II  o. 


iijç^  — 48ojifxH-3  996x  =  o 
ou  I2XX  — 4Sojir  ^y996   sao, 


1^  équation  j  ou  bien  encore  en  divîfant  chaque 
des  limites.  \  terme  par  1 2 ,  qui  s'en  trouve  un 

divifeur  exaft: 


XX  — 40JC     H- 333 
21  o. 


5*  équation  C        txx  —  40X  ==  o 
des  limites \    on  x   —-20    siS  o« 


3^0  An  AL  TSE     D  1  M  O  N'iî  B.  E*^E. 

lO.  On  prendra  la  racine  lo  de  l'équation  linéaire  x  —  aa 
ss:  o ,  pour  la  limite  moyenne  des  deux  racines  de  la  ièconde 
cquation  des  limites  xx—  40xh-  3  J3  =  a  v  ^  ^*^^  pren- 
dra zéro  &  le  plus  grand  coëficient  négatif  augmenté  de 
Tunité  pour  les  limites  extrêmes  ^  &  les  limites  des  racines 
feront  o,  20,  41. 
?ntf.  On.  cherchera  par  la  première  méthode  du  3^  ProWêtne,  * 
la  première  &  plus  petite  racine  de  xx  —  40X  •+•  3  3*3  ==  o  ^ 
en  fe  iervant  des  limites  o  &  to  j  &  l*oa  trouvera  que  cette 
racine  efl:  incommeniurable^&  qu'elle  eft  entre  1 1  quidon^ 
ne -H  14)  &  I  z  qui  donne  —  3.  On  prendra  po!ur  la  valeuc 
approchée  de  cette  première  racine  11  ou  11^ 

On  trouvera  de  même  ea  fe  fervant  des  limites  20  &  41 , 
que  la  féconde  racine  e(l  inconunenfurable  y  6c  qu'elle  efl: 
entre  r8  qui  donne  ^  étant  fubftituée  à  la  place  de  x,  la  fom^ 
me  toute  connue  ~^  3 ,  &  2511  qui  donner  14». On  prendra  pour 
la  valeur  approchée  de  cette  féconde  racine  rS  ou  29. 

•  Ainfî.  Oy  12^  r8^&  le  plus,  grand  coëfîdent  négatif  de 
la  première  équation  des  limites  4^'  —  240XX  n-  399^^ 
—  14937  =  0^  feront  les  limites  de  cette  équation.  Pour 
avoir  ce  pFus  erand  coëficient  négatif,  il  faut  dîvifer  tous 
hs  termes  par  le  coëficient  4dupremrer  terme ,  afin  d'avoir 
réquasion  x' — 6oxx-fr-999x — 3734^=530 ,  dont  le  pre- 
mier terme  n'a  pas  d'autre  coëficient  qjue  l'unité  -^Siks  Émî- 
tes feront  o,  12,  28,  3736* 

On  trouvera  par  la  première  méthode  du  troffiéme  Pro- 
«blême,  en  k  iêrvant  des  limites  o  &  12,  que  la  premiere^ 
&  plus  petite  racine  eft  entre  5  qui  donne  le  figne  — ,  &  6 
qui  donne  le  fîgne  -h.  On  prendra  pour  la  vafeur  approchée 
de  cette  rat:ine  j  ou-  6. 

Oïî  trouvera  de  même  en  fè  fervant  des  lîmftes  12  &  28, 
que  la  fecondé  racine  eft  entre  2 1  qui  donne  «4-  ^  &  22  qu^ 
donne  — .  On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette 
feconde  racine  21  ou  22.. 

On  trouvera,  en  fë  fervant  des  limites  28  fit  3  73  6 ,  que  la 
troifiéme  racine  eff  entre  34  qui  donne — ^4^iy  &  3^  q^î 
donne 4-  60  j  i.  On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de 
cette  racine  5^4  ou  3  j;. 

Ainiîles  limites  des  racines  dç  la  propofee  font  o,.  é,  2  r 
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trouvera  par  la  première  méthode  du  troifiéme  Pro- 
l>lême,  en  fe  fervant  des  deux  iimices  o&c6y  que  la  première 
&  plus  petite  racine  de  la  propofce ,  eft  entre  zéro  &  Tunité  j 
&  fî  on  fe  fert  enfuite  de  la  troifiéme  méthode,  où  trouvera* 
»qu*elle  eft  entre  ro  &  y^j  car  -^  donne  h-,  &  y^  donne—. 

On  trouvera  de  même ,  en  Je  fervant  des  deux  limites  6 
•&  1 1 ,  que  la  féconde  racine  de  la  propofée  eft  entre  i  z  qui 
>donne  ^^^  &c  i}  qui  donne  h-.  , 

On  trouvera,  en  fe  fervant  des  deux  limites  1 1  &  34,  que 
Ja  troifiéme  racine  delà  propofée  eft  entre  3 1  qui  donne -H| 
&  3  3  qui  donne  — . 

Enfin  on  trouvera  en  fè  fervant  des  deux  limites  54  & 
1493  8 ,  que  la  quatrième  &  plus  grande  racine  de  la  propa> 
fée  eft  entre  34  qui  donne  — ,  &  3  5  -Qui  donne  n-. 

Ainfi  les  quatre  racines  de  la  propoiée  font  incommâiifu* 
râbles }  la  première  ou  plus  petite  lurpafle  ^^ ,  &  eft  moin* 
dreque  -^  qui  font  fes  valeurs  approchées. 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  féconde,  font  la 
moindre  1 1  &  la  plus  grande  13. 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  troifiéme,  font  la 
moindre  51  &  la  plus  grande  33. 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  quatrième ,  font 
la  moindre  34  &  la  plus  grande  35. 

Si  Ton  veut  après  cela  approcher  à  Tinfini  de  chacune  de 
ces  racines ,  il  faut  fe  fervir  de  la  troifiéme  méthode  du  troi- 
fiéme  Problème;  *&  fî  l'on  ne  craint  pas  la  longueur  du  *iî8. 
calcul ,  il  faut  fe  fervir  de  la  quatrième  méthode,  *  par  le  *  155. 
moyen  de  laquelle  on  trouve  à  chaque  opération  des  valeurs    :  -  < 
extrêmement  approchées  des  racines  qu'on  cherche,&  qu'on 
ne  fçauroît  trouver  exadcment  par  les  nombres  j  puifqu'elles 
font  incomraenfurables. 

Remarques  pour  la  pratique  de  ce  Problème. 

IL  faut  toujours  avoir  en  vue  le  figne.que  doit  donner 
chaque  limite  :  Que  la  moindre  limite  &  toutes  les  grandeurs 
moindres  que  la  plus  petite  racine  d'une  équation ,  doivent 
donner  le  fjjgne  du  dernier  terme  de  cette  équation. 

Que  la  féconde  limite  &  toutes  les  grandeurs  moindres 
que  la  féconde  racine ,  mais  plus  grande  que  la  première } 

Tome  I.  Zz 
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3^1  Analyse     d  e  m  o  n  t  r  e'^jb. 

doivent  donner  le  iigne  contraire  à  celui  du  dernier  terme: 

Que  la  troifiéme  limite  &  toutes  les  grandeurs  moindrâi'^ 
que  la  troifléme  racine,  mais  plus  grandes  que  la  féconde ,« 
doivent  donner  le  figne  du  dernier  terme.. 

Que  la  quatrième  limite  &  coûtes  les  grandeurs  moindre, 
que  la  quatrième  racine  ^  mais  plus  grandes  que  la  troifiëme^, 
doivent  donner  le  figne  contraire  à  celui  du  dernier  teinte. 

£t  ainfî  de  fuite  jufqu'à  la  dernière  &  plus  gran(te>JtÀiice, . 
qui  doit  toujours  donner  le  (Igné  -f*  ^  &  toutes  }«s  g^andeurs^ 
,  qui  £irpailent  la  plus  grande  &  dernière  racine  y  doivent  don-- 
lier  le  même  fîgne-*-..  - 

Qu'entre  les  grandeurs  qui  font  moyennes  entre  les  deu» 
mêmes  ritcines^  &  qui  donnent  le  même  figne,  celles  quLdo^ 
nent  de  moindres  reftes  que  les  autres  y  approchent  plus  de  la. 
f  acine  qu^oa.  cherche^ 

I  L 

Quand  on  cherche  lés  radhes  d'Une  équation  des  limites,.. 
0u  de  la  propofée,  dont  on  a  les  limites }  il  faut  toujours 
comnvencer  par  la  première  midthode  du  troi/iéme  Problê^ 
fi^^.mey*&c\a  continuer  jufqu'â  ce  qu'on  ait  trouvé  les  racines 
exaâes ,  lorfqu'ëlles  font  commenfurables  ^  ou ,  quand  elles 
font  incommenfurables  ^  jufqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  leurs 
valeurs  approchées  en  entiers,  qui  ne  different  entre  elles 
que  de  l'unité,  dont  l'une  foit  moindre  &i'autre  plus  grande: 
que  la  racine  qu'on  cherche. 

S11  fisiac  enfuite  trouver  des  valeurs  en  fraâions  qui  appro» 

c^hent  de  plus  en  plus  à  llnfini ,  on  fe  fervira  d«  la  troifiéme 

»  1  îS.  méthode  du  troifiéme  Problême  5  *  &  fi  l'on  v«ut  bien  pren^ 

3¥  2  f  ^.  dtre  la  peine  du  calcul^  on  iè  fervira  de  la  quatrième  méthode;  * 

par  laquelle  on  trouve  â  chaque  opération  des  valeurs  quik 

approchent  bien  de  plus  près  de  la  racine  qu'on  cherche. . 

II L 

Lorfqilè  lès  racines  d'une  équation  àts  limites  font  com- 
menfurables, on  les  appellera  les  limites  exaâes,  &  l'on  eft: 
aâuré  qu'étant  fubftituées  d  la  place  de  Tinconnue  dans  Té* 
qwition- dont  elles  font  les  limites,  ejles  donneront  les  figne» 
qu'elles  doivent  donner ,  fansmême  en  faire  la  fubftitution  ,, 
ft  les  racines  de  cette  équation  font  inégalés  -,  &  que  celles 
ÂistB  limiees  ^uifbat  égales  à  quelques. ^nes  des  racines, 
i^mayerofit  isto  ,^  quand  il  y^a  des  «acines  égales }  U  qu'enfia 
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celles  de  ces  limites  exades  qui  ne  donneront  ni  zéro  ^  ni  le 
^gne  qu'elles  doivent  donner ,  feront  connoltre  quil  y  a 
de^  racines  imaginaires  dans  Téquation  dont  elles  font  les 
limites  ^  &  dans  la  propofée. 

Mais  quand  les  racines  d'une  équation  des  limites  ne  fbn<; 
pas  commenfurables ,  Ton  n'eft  pas  afTuré  que  leurs  valeurs 
approchées  en  nombres  entiers,  qu^on  appellera  ici  les  limi- 
tes approchées  en  entiers,  donnent  toujours  les  (îgnes  qu*eL 
ies  doivent  donner*  Comme  cependant  il  arrive  ordinaire- 
ment que  les  limites  approchées  en  nombres  entiers ,  don-* 
«entles  iignes  que  doivent  donner  les  limites  exaâes,  parc#^ 
qu'ordinairement  les  racines  des  équations  dont  elles  font 
les  limites ,  dififerent  entr^elles  de  plufieurs  unitez  ;  ouand 
on  a  trouvé  ces  limites  approchées  parla  première métnod«f^ 
il  faut  les  fubftîtuer  à  la  place  de  Tinconnue  dans  Téquation 
4ont  elles  font  les  limites ,  pour  voir  fi  elles  donnent  les  (ï* 
gnes  qu'elles  doivent  donner  j  &  fi  Ton  trouve  qu'elles  les 
donnent ,  il  faut  s*en(ervir  pour  trouver  ies  racines ,  comme 
l'on  a  fait  dans  l'exemple  précèdent* 

Si  les  limites  approchées  en  nombres  entiers,  ne  donnent 
pas  les  fignes  des  limites  exa<9£s ,  ce  qui  arrive  lorfque  les 
racines  de  l'équation  dont  elles  ibnt  ies  limites,  font  incom^ 
menfurables,  6c  ne  difibrent  entr'eiles  que  par  des  grandeurs 
moindres  que  l'unité,  il  faut  alors  continuer  l'approximai^ 
tion  des  limites  par  la  ^e  ou  4^  méthode* 

Ou  bien  il  faut  d'abord  multiplier  les  racines  de  la  pro- 
pofée  par  i  o ,  ou  par  1 00 ,  ou  1 000 ,  &c.  en  mettant  un  on 
•plu£ears  zéros  au  fécond  terme,  deux  fois  aérant  au  troi» 
iiéme  terme ,  trois  fois  autant  au  quatrième  terme,  •&  ainl| 
de  fuite  5  fie  après  cela  les  racines  di6fereroat  entr^eiles  de 
plufieurs  unitei ,  &  les  limites  approchées  en  nombres  en- 
tiers qu^on  trouvera  ^  donneront  les  fignes  que  doivent  doa« 
met  les  limites  exaâes,  lorfque  les  racines  de  la  propofée  (ë^ 
ront  réelles  &  difièrentes  «entr'elles  t  6c  fi  elles  ne  les  don» 
noient  nos  ^  tse  ièroit  une  marque  quil  y  aurok  dans  la  pro:? 
pofée  des  racines  égales  incommenfurabies,  oU  dûs  racine^ 
imaginaires.  On  en  tera  une  remarque  a  4a  âki  des  exemples 

Mais  quand  on  a  ajouté  des  zéros  au  4fecond  terme  de  li 
propoiee  &  aux  autres  termes ,  il  faut  divifer  les  valeurs 
jppXDchées  des  racines  de  la  propo£6e ,  quand  on  les  aur4 
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trouvées  y  par  Tunitc  précédée  d'autant  de  zéros  qu'on  eir  # 
'jnis  au  fécond  terme  de  la  propofée,  &ces  fractions  feront 
j£s  valeurs  approchées  des  racines  delà  propofée. 

Il  faut  donc  remarquer  qu'on  trouvera  toujours  les  limî^ 
tes  approchées  en  nombres  entiers,  du  moins  en  ajoutant 
des  zéros  au  fécond  terme  &  aux  autres  termes  de  la  propoi- 
iee^  lorfque  fans  cela  on  ne  peut  pas  les  trouver  en  entiers  }^ 
ou  des  limites  approchées  en  fradions ,  en  continuant  l'api- 
|)roxîmation  par  la  troifiéme  ou  quatrième  méthode,  lef- 
x|uelles  limites  donneront  les  fignes  que  doivent  donner  les> 
limites  exades  y  lorfque  les  racines  de  Téquation  font  toutes 
•réelles  &  inégales* 

;  Ainfî  CiVon  ne  pouvoit  pas  trouver  ces  limites,  ce  feroit 
une  marque  afTuréeque  les  racines  de  la  propofée  neferoiens 
pas  toutes  inégales ,  &  qu'il  y  en  auroit  d'égales,  mais  incom* 
liienfjurables,  ou  bien  qu'il  y  auroit  des  racines  imaginaires, 

IV. 

On  peut  fouvent  diminuer  le  calcul  de  la  méthode  de  ce 
quatrième  Problême,  en  faifant  quelques  tentatives,  fur- 
tout  en  deux,  chofës. 

La  première  eft,  quand  Fa  plus  grande  limite,  qui  eft  le 

{Ans  grand  coëficient  négatif  rendu  pofitif  &  augmenté  de 
'unité  ,  furpaâè  conGderablement  la  limite  pénultième  ,^ 
comme  dans  le  premier  exemple ,  où  la  plus  grande  limite 
14938,  furpafle  confiderablement  la  pénultième  limite  3 4 ; 
au  lieu  de  fe  fervir  deia  plus  grande  limite,  on  peut  faire 
quelques  tentatives  fur  des  grandeurs  plus  approchantes  de 
la  limite  pénultième ,,  comme  dans  leipreroier  exemple  on 
peut  ciTayer  fila  fubftitution  de  40  à  la  place  de  l'inconnue  ^ 
fie  donnera  point  le  fîgne  h-  de  la  plus  grande  Irmîte.^  &  com* 
jne  l'on  trouve  que  40  donne  le  figne-n,  on  eft  afluréquc 
40  furpafle  la  plus  granderacine  de  la  propofée  j  &  on  fe  len 
vira  des  limites  5  4  &  40,.  pour  la  trouver  par  la  première  mé;^ 
|hode,.aiilieu  des  limites  34  &  149 3.8. 

Lai  féconde  eft,  qu'avant  de  refondre  lès  premfercs  &  les 
plus  compofèes  équations  des  limites ,  c'eft-à-d ire  avant  d'eri^ 
chercher  toutes  les  racines,, on  peut  faire  des  tentatives ,, 
pput  voir  ù  les  racines  exades  oa  approchées,  des  dernières- 
&  ptu&fîmples  équations  des  limites,  ne  peuvent  point  fervir 
^mnédiatenient  de  limites  aux.  racines,  de  la  propofée:^.  exti 
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hhRitumt  ces  racines  des  dernières  équations  des  limites  y 
i  la  place  de  Tinconnue ,  immédiatement  dans  réquation^ 
propofce  5  on  trouvera  le  plus  fouvent  qu'elles  donnent  les 
lignes  que  doivent  donner  les  limites  des  racines  de  l'a  pro- 
pofée  )  &  on  les  prendra  dans  ce  cas  pour  ces  limites  des 
racines  de  la  nropofée. 

Par  exemple,  lorfqu*on  a  trouvé  que  les  racines  appro- 
chées de  réquation  des  limites  du  fécond  degré  dans  le  pre- 
mier exemple,  font  la  plus  petite  1 1  ou  Hy  la  plus  grande  28 
ou  19,  on  fubftituera  la  première  de  ces  racines  1 1  ou  11 ,  è 
la  place  de  llAconnue  dans  fa  propofée  j  &  trouvant  une 
fomme  toute  connue  qui  a  le  figne  — ,  qui  eft  celui  que  doit 
donner  la  féconde  limite  des  racines  delà  propofée,  on  pren- 
dra 1 1  ou  ïi  pour  la  féconde  limite,  &  Ton  aura  pour  les^ 
deux  limites  de  la  première  &  plus  petite  racine  de  la  pro- 
pofée, o  &  11^' 

On  fubftituera  de  même  1 8  ou  29 ,  &  trouvant  que  z 8  oa 
19  donne  le  figne  h-,  qui  eft  celui  que  doit  donner  la  troi- 
fiéme  limite,  on  prendra  iiSci%  pour  les  deux  limkesdont 
il  faut  fe  fervir  pour  chercher  la  feconde  racine  de  la  pro- 
pofée. 

D'où  Ton  voit  que  ponravofr  toutes  les  Ifmîtes  de  la  proi 
pofée,  il  ne  faudra  plus  chercher  que  la  grandeur  qui  fur- 
paflè  283  &  qui:  donne  le  figne — ,  c'eft-à-dtre  la  limite  qur 
lurpaflè  la  troifîéme  racine  de  la  propofée,  &  qui  eft  moin- 
dre que  la  quatrième  j  ainfi  il  ne  faudra  chercher  dans  Té- 
quation  dès  limites  du  troifîéme  degré,  que  la  plus  grande 
racine  feule,  dont  les  limites  font  28  &  3736,  &  le  cakuP 
fe  trouve  bien  abrégé  par  ces  tentatives. 

Un  peu  de  pratique  fera:  trouver  beaucoup  d'autresv 
abrégez. 

E  X  E  M  P  X  E       IL 

POtTR  trouver  les  racines^de  Tëquation  x* — jxx'^é  sa  o^ 
qui  n'eft  que  du  troifîéme  degré ,  par  lefquelles  on  aura  le^ 
valeurs  de  X  linéaire  dans  cette  équation  ^  i*'.  il  faut  la  transe- 
former  en  une  autre  équation  qui  ait  tous  (es  termes  avec 
tes  fîgnes  alternatifs  -♦-  &  —  j  ce  qui'  fè  fera  en  fuppofânc: 

ft  —  x^  =s  a:j  d!oà  Ton  aura:  ;çx  sasrS—  x^^  &-  fubftitiianr 

Z**« 
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g i^  â  la  place  de  j^^  on  aura  la  transformée  qae  void/; 

qu'on  regardera  comme  la  proporée. 

'  lo.  Il  faut  en  trouver     ;;^  —  i^^kSj^  ^^5Kr^  4^^  =*=  ^ 
les  équations  des  lîmî-       3  jt  i  o 

tes,  comme  on  les  voit — — 

ici::  3<  — 48^^-»- 1855;.=  Ci 

.divlËtnc  par  jz*»  on  auta  la  première  équation  des  Umitesi^ 

X^  —  i6xj^6i  |5=3 o. 

a  I  Q. 
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divl&tit  par  AX.  >  on  aura  la  demiete  ^guation  des  limites; 

X.  — 8==.a 

30.  Il  faut  prendre  la  racine  8  de  Téquation  linéaire  des 
limites  5;^—  8  =  o,  pour  la  limite  naoyenne  entre  les  dcuir 
racines  de  la  première  équation  des  limites,  &  les  trois  limit 
tes  des  deux  raônes  de  cette  première  jéquatlon  des  limites 
feront  o,  8,  17. 

En  cherchant  la  première ,  c'eft-à-dire,  la  plus  petite  racine 
de  réquation  s^^^^  i,6z^h-^  6  i  ^  5=  o  ,  par  le  moyen  de  fcs 
deux  iiniites  p  ^  8  ^  fixx  trouve  qu'elle  iurpaûè  6 ,  &  qu'elle 
eft  moindre  que  y. 

Pour  abréger^  on  pourra^  avant  de  chercher  ia  féconde 
racine  de  la  première  équation  des  limites,  tenter  £  la  fub« 
ftitutioQ  de  i'un^  ou  Fautre  des  limites  6  ou  7,  à  la  place  de 
^  dans  la  propofée ,  ne  donneiroit  point  le  figne  -h  que  doit 
donner  la  iecQpd^  limite  des  racines  de  la  propofée,  &  ea 
fervir  elle-même  ^  en  cas  qu'elle  le  donne.  Mais  trouvant 
que  la  fubftitution  de  6  au  lieu  de  it^^dans  la  propofée  donne 
zéro ,  on  a  par  cette  fimple  opération  6  pour  la  première 
racine  de  la  proposée  7;^-^  i^z^^Stc^ 

Pour  abréger  ^ncorf  le  calcul ,  on  divifera  la  propofée 
x^  -—  14^^ -i-  &c.  par  réquation  lineafire  x^^^^  éanso,  quî 
contient  fa  première  racine  3  &  l^on  aurait  quotient  xKr^  ^  ^K^ 
Hf-  77.SS5  o^  qui  contient  les  deux  -«ucn^s  laônes  de  la  pro«; 
pofée. 

On  pourra  enfin ,  pour  abréger ,  réfoudre  cette  équatioai 
c^tti  coacient  ies  deu^  autres  raciaçs  â$  h  j^i^ofo^éc^  par  M 
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fliétliodè  qaî  convient  an  fécond  .degré ,  8c  Pon  trouvera 
que  fes  racines  font  7  &  ii«. 

Pour  achever  la  réiolutîon,.on  fubftitqera  fucceffivement 
les  trois  racines  6,  7&  1 1  delà  transformée  s^ —  i45;j;h-&c. 
dans  Téquation  8  —  xx^=^x^o\x  x^r  ses  8  —  ;^,  qui  a  fervî 
à  la  transformation  j  &  l*on  trouvera  les  trois  valeurs  de  xx 
dans  x'— •  7XX  4-  6  =&o  ,.qui  font  xx  =«  i  y.xx^sszi^xx  =: 

—  3- 
D'oi\  l*bn  tirera  les  ûx  valeurs  de  jr  linéaire ,  dans  lapro- 

pofée  x' — jxx^ésssOy  qui  font  x=s-h^i  ,  x=s  —  Vi  y 
X  =  -^  V'i  y  x=ï  —  \/i  }  x8=s-4-vf — 3^x==  —  ^ —  3,. 
D*où  Ton  voit  que  x  a  quatre  valeurs  réelles,  &  deux  va- 
leurs imaginaires  dans  la  propofée  x'— •  jxx  h*  é  ss  05  8C: 
k  propofée  efl  entièrement  rcfolue.. 

£  X  £   M    B   L    B        II  H 

POuR  trouver  les  valeurs  approchées  des  trois  racîhes^de 
réquation  îrrédudible  du  3*  degré  x' — 2700X-H32400 
=  0,  dont  les  deux  plus  petites  racines  font  pofîtives,  & 
dont  la  plus  grande  eft  négative  &  é^ale  à  la  fomme  des 
deux  autres ,  puifque  le  fécond  terme  eft  évanoui  j  i  «.  Il  faut 
la  transformer  en  une  autre  qui  ait  tous  fes  termes ,  &  dont 
toutes  les'  racines  foîent  pofitives  ^  ce  qu'on  fera  en  fuppofant 
le  plus  grand  cocficîcnt  négatif  rendu  pofitif  &  augmenté 
de  Tunité  moins*  une  nouvelle  inconnue  s;^^  égal  à  fîncon- 
îïue.' X î  ee  qjii  donnera  2701  — x=^xi  &  en  fubftîtuant 
cette  valeur  de  x  à  fa  place  dans  la  propofée,  on  aura  la 

transformée fuivante^.  <— 8i035:«;H-2i883503i!;^— i9697i^i78oiaBa;: 
qui:  a  les  conditions  31  i  o 

triéme  Problême.  dwifant  par  )«,,  l'on  a  la  ptemicic 

lo.llfeut  trouver  les     ^^"««0»  des  limites, 
équations  des  limites  z,K. —  54011;^-*- 7i9'4yoi=:o. 
des  racines  de  k  trans-  i  i  o. 

formée  y  comiBe  on  le 


voit  ici:  »:Q5L--HOi^=*o. 

La  racine  de  la  i«       divifant  par  2x.,  ron  a  la  ftccndr- 

équation  des  limites      équation  des  liinitcs> 
étant  x^zss  2701,  les  ;;• —  2701  =  0., 


3^j{  Analyse  de  montre*!. 

liniices  des  racines  de  la  première  équadoii  des  limites  &ront 
o,  1701,  5403.  On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  limites,  oij 
Jfi  Ton  veut  par  la  méthode  àt$  équations  du  fécond  degré, 
que  les  racines  delà  première  équation  des  limites  font  exa<* 
Hiâement  1671  &  1731'. 

Ainfî  les  limites  des  racines  de  la  transformée  feront 
o^  1671^  ^73^1  19697617801. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  deux  premières  limites 
o^  i6ji^  que  la  première  &  plus  petite  racine  de  la  trans- 
formée  eft  entre  1 6  5  6 ,  qui  éwnt  lubftjtuée  i  la  jplace  de  sç^ 
donne  le  figne — ^  &  26J7  qui  donne-*-. 

On  trouvejra  par  le  moyen  de  la  féconde  &  troîfiéme 
limite  1671 ,  ^73 1 ,  que  la  féconde  racine  de  la  transfor^ 
mée  eft  entre  1688  qui  donne  -4-,  &  16S9  qui  donne -^. 

Il  cft  inutile,  comme  on  le  va  voir,  de  le  donner  la  peine 
de  chercher  la  valeur  approchée  entre  d^ux  limites  qui  ne 
différent  que  de  l'unité ,  de  la  troîfiéme  racine  de  la  transfor- 
mée j  cQHjme  jaufli  dp  trouver  des  valeurs  plus  approchées 
4e  1^  première  jSc  de  la  fei:oi7de  racine  de  la  transformée. 

30.  il  faut  fubftituer  d^ns  Téqu^tion  fîmple  zyof  f^s^:^sx, 
qui  a  fervi  â  trouver  la  transforpiée,  à  la  place  de  z^^  les 
valeurs  approchées  en  entiprs  de  la  première  &  féconde  ra- 
cines de  la  tra»sformçe3,&  Ton  trouvera  la  première  &  plus 
petite  yalpur  de  x  dans  U  propoféç  entre  1 1,  qui  y  étant  fub^ 
ftituée  i  la  place  de  x,  donne  m-,  &  1 3  qui  donne — . 

On  trouvera  de  même  la  féconde  valeur  de  x  dapslapro^ 
pofée  entre  44  qui  donne  —-,  &  4J  qui  donne -h. 

On  trouveira  enfuite  des  valeurs  approchées  en  fraâions 
de  là  première  &  féconde  racines  de  la  propofée  tant  près 
qu'on  voudra,  en  employant  la  troifîémp  ou  la  quatrième 
méthode  du  croifîéme  Problême. 

Et  comme  Ton  £^ait  que  la  troîfiéme  &  plus  grande  racine 
de  la  propofée  elt  égale  à  lafomme,  des  deux  autres,  il  n'y 
aura  qu^à  prendre  \^  v)mme des  valeurs  approchées  de  la  pre^ 
miere  Se  féconde  racines ,  &  la  rendre  négative ,  &  ce  ferafâ^ 
yaleur  approchée  de  la  troifîéme  racine  de  la  propofîeç. 

Ou  bie<i  fi  Ton  veut  chercher  la  troîfiéme  racîpe  de  U 
ropofee  jcb \particulier ,  onla  rendra  pofitive  en  changeant 
e  figne  du  quatrième  terme  de  la  propofçe,  &  Toq  av}f^ 

if'TrrlJOQX—'i  2400  ==  O, 

Dû 


f< 


'\ 


vOn.prendrâ  la  fomme  des  deax  moindres  limites  en  npm^ 
l^ces' entiers  des  deux  pluspecices  racines ,  lefquelles  limites' 
font  II  &44,  &  cette  fomme  5  6  «fera  4a  moindre  limite  de 
la  troiiiéme  racine  de  la  propofée,  qui>étaoc^bftituée  à  U 
place  de  x^  donnera  le  figne— % 

«On  prendra  de  même  da  fomme  des  deax  plus  grandes 
limites  1 3i&  45  des  deux  premières  racines  de  la  propofëe, 
&^cette  fomme  58  fera  la  plus  grande  limite  de  la  troifîéme 
racine  de  la  propofée^  qui  étant  fubftituée  donnerai. 

On  trouvera  en  employant  la  première  mécliode  da 
troifiéme  Problême  avec  ces  deux  limites  56  &  jS ,  que  la 
croifiëme  racine  de  la  propofée  eft  entre  57  qui  donne  — , 
&  5  g  qui  donne  ^  ^  &  en  employant  la  3^  ou  la  4^  méthode 
du  troifiéme  Problême  ^  on  trouvera  la  valeur  approchée  eti 
iraâions  tant  près  qu'on  voudra  de  la  troifiéme  racine  de  la 
propofée. 

Exemple  IV.  où  il  y  a  des  hactnes  égales* 

P  O  u  n  trouver  les  racines  de  Téquation  fiiivante  du  qua^ 
triéme  degré  5 1"".  on  en  trouvera  les  équations  des  limites  com- 
me on  les  voit  ici .  .  ..  x^ — i^jc^^i^xxx — 64.0x^^76$ 
t^.  La  racine  de  la  der- 
mcfje  équation  des  lu 
mites  étant  6^  les  iimi- 
tes  des  racines  deJa  fé- 
conde feront  o.,  6  ^  i^ 

On  trouvera  par  le 
Ijiayendes  limites  o^Sy 

3ue  .la  première  racine 
e  la  féconde  équation 
des  limites  eft  4  ;  &  par 
le  moyen  des  limites^ 
i&  13^  que  lafeconde  efl 
8.)  ainfi  les  limites  des 
racines  de  la  première 
équation  des  limites  fe- 
font  0,4,8,  j6.i.« 

Mais  on  trouvera  en 
cherchant  la  première 
racine  de  la  première 

Tme  /•  '  Aa» 
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diviâfic  par  nc^on  aucala  troifiéiae 
équatioo  des  ltmi|û:Sj 


0. 
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4x'. 

^yix^^iS^x-^ 

-  64OX  s=s  0  } 

divifim€p8u:4x»eQaiua  lâpccnûese 
iquaûon  jdss  limites  > 

*•- 

—  i8xx-«-96x— 

léOssa 
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a             I 

0. 
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—  3  6xx -+-96x353 
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diviûnt  par  )x>  on  auca  la  iecondo 
équation  des  limites^ 

XX' 

—  I  IX -+- 3'x  isss  0. 
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j-yO  An  ALT  SE       DEMO  ifTR.E^É*/' 

cquatioB  des  limices  encre  o  &  4  »  que  4  eft  ane  ndaat  exaâe*. 
.  Ainfi  il  y  a  dans  U  première  équation  des  limites  deoxl 
facines  égales  i  4^  &  il  y  a  dans  la  proposée  crois  racmea. 
égales  à  4,  car  on  trouve  zéro  ea  y.  âibftituant  4.. 

Le  plus  court  eft  quand  on  trcave  ainfi  des  racines  égales 
ozaâes»  de  diviser  ia  proposée  par  Téquation  qui  eft  le  pro« 
duic  des  trois  équations  linéaires  des  trois  rSicioes  égales  i  4, 
lequel  produit  eft.x^^—  i  ^xx  -h  48X  —  64  =:  o  -,  &  le  quo- 
tient X — 1 1  sai  o ,  contiendra  les  radnes  inégales  ^.qui  lbn&. 
ici  la  ièule  x=s  11^ 

.  Si  l^ôn  ¥Ouloit  employer  la  methode.de  0^:4^  Pfohlême. 
^  trouver  la  racine  inégale,  delà  propofte.^  il  faadroit  trou* 
ver  la  troifîéme  racine  de  la  première  cquadon  des  limites,, 
en  fè  iervanr  de  la  limite.  8  &  du  plus  grand  Go€iîcient  né^i- 
gaaf  augmenté  de  Tanité,  qui  eft.  1 4:1.  pour  la  féconde  U-- 
mite  ^  &  on  trouveroit  que  cette  racine  eft  lo.  On  (ë  iérvi^ 
rx)it  enfuite  de  cette  racine  i<^  pour  piremiere  limite ,  &  du 
plus  grand  cocficient  négatif  de  la  proppfée  augmenté  d«^ 
l^nité y  quîeft  641-,  pour  féconde  limite;  &  Ton  trouyeroîfe 
par  le  moyen  de  ces  deux  limites ,.  que  la  quatrième  racines, 
de  la  propose  eft  i  z* 

On  peut  remarquer  qu*on  a- dît  qu*îl  falloit  chercher  fau 
racine  inégale  de  la  première  équation  des  lunîtes  ^  entre 
les  limites  8  &  161 ,  parceque  8  furpaâfela  racine  égale  4^, 
mais  fi  la  racine  égale  avoir  furpafTé  8 ,  it  auroft  fallu  eher-> 
cher  la  racine  inégale  entre  a  &  8.  De  même  fi- la  racine 
égale  eât  forpafle:  k  limite  i^ ,  que  la  première  équatièn^ 
des  limites  donne  pour  limite  deia  raaine  inégale  de  la  pro« 
pofëe,  il  auroit  fallu  chercher  la  racine  inégale  delà  pro* 
pofée  entrt  zéro  &  là  limite  10. 

*  •      _        •  •  •  ■  •      ■ 

Exemple  V. où  les  ra^ikes  sont  imagikaihes.^ 

J'OuR  réfoudre  l'équation  jr*^-^iix*^68;rxrr-i9^<«f*^88s=5  0.. 

I®.  On  trouvera  tontes  les  4        3  i-  t        o. 

équations  des  Kmîtcs^com-.  ^* .jg^»^  ijéx- — î^ix^as^o^ 

me  on  lés  voit  ici  t-'  divifâmpar  4x,  on  aura  la  premier»? 

s««  La*  racine  de  là  der-  é^uatioB  de^  lifmcesr 

fliere  équation  des  Itmite^  x^^ — î^>fx-**54*-r4^  f**^: 

étant  3 ,  les  limites  d^»  racî-  5:        i'        ^?        ^*          \     . 

»es  dis  la  fcconde  équation  3  V — iSjcx-^ié^^sss^ 


X'i  ^  i  E   VI.  jjr 

^$  Kmîies feront  0,3^7.  éiriûnt pvix.ônmxnH féconde 

Mais  oh  trouve  que  la  li-  ^      équation  de&  limita, 
inite  3  étant  fubftituée  dans    xx^^^éx  •»•  î  1 1  =5  o^ 
la  féconde  équation  des  H^     .^       t  o.  ^ 

mites  à  la  place  de  x^  doime ..   ^   _■ 

le  figne  -««  au  lieu  du  figne  -^  xxx  •—  6x  aae  o } 

qu'elle  devrok  donner  j  ainfi  ji^jû^  p.^  ^^,  on  aurala  dèrnicte 

4'on  eft  sM^té  que  les  deux       équâtîot^devtimkot»  * 

racines  de  la  féconde  équa«.        ^^    

€i<>n  des  lîiAi tes  font  imitgi-  ^ 

naîres,  &  que  par  conréquent  il  y  a  deux  racines  imaginaim 

xlans  la  première  équation  des  limites,  &  dans  la  propofée. 

La  féconde  équation  des  limites  ne  donnant  aucunes  li*^ 
"tnites  pour  les  racines  de  la  première  équation  àc%  limites  ^ 
on  n'aurapour  les  limites  de  la  racine  réelle  de  la  première 
^uation  des  limites  ^  que  o  àc  4^. 

On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  deux  limites ,  que  3  eft 
4a  racine  réelle  de  la  première  équation  des  limites. 

Âinfî  on  aurapour  lès  limites  des  deux  racines  delà  proi. 
j>ofée  qui  reftent  â  trouver ^  o,  3^  1^3. 

Mais  Ton  trouve  que  la  limite  3 ,  qui  eft  une  limite  exaâe^ 
xlonne  le  fignen-  au  lieu  du  (Igne  —  qu'elle  devroit  donner  ; 
(  car  la  limite  o  &  la  limite  193  donnent  chacune  le  figne  -4-') 
icela  fait  voir  qu'il  y  a  encore  deux  racines  imaginaires  dans 
lapropofée. 

La  propofée  eft  Mfoiue,  car  fçachant  queues  quatre  racî* 
?nes  font  imaginaires^  on  eft  aiTuré  que  le  Problême  exprimé 
^par  cette  équation,  eft  impoffible^  ou  renferme  contradiâlon. 

iEXEMPXE  VL  -iQJjr  APPARTIENT    A    UN  <;A«    QU*IL 
.    EAWr  REMAUQ^EIl  PAR  KAPOllT  A  CETTE  METHODE. 

ir^OuR  réfoudre  Téquation  x* —  i  éV H-  7  ixx  —  6j^  m-  i  é  =:  o. 
I^  Il  faut  trouver  les  équa-  4         3 2 i         o> 

tions  des  limites ,  comme    ax^-.aU'^i±axx--6j^x^os 

on  les  voit  ici4 

.  ao.  Laracine delà  demie.         ,  ^'"^'^^  P?f  tJL*^ *""*  ^ ^"^^'^ 

,         .      j  -  !•    .       .    ■  equ^ooD  des  limites* 

••st  equaaon  des  umices  étant 

^ ,  on  aura  pour  les  limites     •**""  '  ix*  •♦-  5  éx  •—  i  é  ■=«  a 
«des  racines  de  la  feconde      5  *         '         o» 

-^équation des  limites  0^4, 9.    3V'-^24xx-h5^jir:sa<>}       * 

Aaa  ij 


)7t  Ah  ALT  SI      DElf  ONTll£*B« 

On  trouvera  pas  le  moyen       diviiâoc  pat  jx ,  on  auot  la  (ècoùât: 
des  limites  o  &  4^  que  la    équaàoD  des  limites  » 

première  &  plus  petite  ra^  xx  — -  8x  «1-  r  a:  sr  o. 
cine  de  la  féconde  équation      ^         i       o; 

des  limites  eft  x,  ' 

On  trouvera  de  même  ixx— ôx=Oj 

/  par  te  moyen  des  limites  4       divi£mc  par  ix»  on  amala  ooîfiémt 

^       &  9 ,  que  la  féconde  racine    «^  àeaâeic  équation  des  limita ,. 
efté.  X — 4  =  0. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  première  équatibiy  des 
Umitésibnt  o,  i^  6,  17. 

On  trouvera  par  le  moyeades  limites  o,  2.^  que  la  première 
&  plus  petite  racine  de  la  première  équation  des  limités  eft 
jincommenfurable ,  &  qu'elle  eft  entre  zéro  &  l'imité  ^  fc  pat 
rapproximation  de  la  troiiiéme  méthode  du  troifiéme  Proi^ 
blême,  qu'elle  eftentre.-;^,  qui  étant  fubftituée  à  la  place 
de  X  donne  — >.  &  1^  qui  donne  -«-. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  limites^  1  £&<!)  que  la:fecondt 
racine  de  la  première  équation  des  Umites  eft  exaâement  4. 

On  trouvera  enfin  par  le  moyen  des  limites  é  &  1 7,  quf 
)a  troifiéme  &  plus  grande  racine  de  la  première  équation 
des. limites  eft  incommenfurabie:,.&  qu'elle  eft  entre  7  qui 
donne — ,  &  8  qui  donne -4**. 

.    Ainfi  les  limites  des  racines  dç  la  propoféefbnt  o,  -^  oa 
^,  4,  7  ou  8,  &  65.  ;        * 

On  cherchera  donc  la  première  &  plus  petite  racine  de 
lapropofise  entre  les  limites  o  &  ^  ^^  to* 
.    La  féconde  entre  les  limites  |L  ou  ^  &4« 

La  troifiéme  entre  les  limites  4  &  7  ou  8.. 

La- quatrième  entre  les  limites  7  ou^  8  8c  6  y. 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  la  prc^pofëe  par 
Je  moyen  des  Irinires  o  &  ^^  ou  «^  ^  on  ne  tirpuve  point  que 
la  féconde  limite  X  ou  ^%,  donne  lefigoe  —  qu'elle  doit 
donner. 

E>e  même  en  cherchant  la  féconde  racine  entre  les^limi»* 
t      •   tes  1^  ou  -j^  &  4 ,  on  ne  trouve  point  que  la  première  limite  ^ 
ni  aucune  grandtrar  entre  la  première  liinite&  la  féconde  4^ 
donne  le  Hgne  —  qu'elle  doit  donnert 

On  trouvera  le  même  inconvénient  en  cherchant. la  tcoi^ 
£éme  &  la.  quatrième  racine  de  la  prppoieè. 


i  - 


t  I  V  1  E    VI;  375 

*  50.  Datas  ce  cas  il  faut  approcher  les  limites  en  fiiâîbns^ 
tcft  fèrvanc  de  la  troifiéme  méchodê  dû  croifrémePràbl^ 
fttCy  mettre  plu  fieurs  z^ei^os^au  fécond  terme  delapremrere 
équation  de»  lijmites ,  en  mettredçux  foitf  ïmtant  au  troijîéinè 
terme  qu^en  e6  a  mis  au  Second  terme ,  eft  mettre  trois  fois 
autant  a^i  quatrième  terme ,  &  quatre  fois  autant  au  cin-^ 
i^uiéme^  &€.  trouver  énfoite  les  limites  approchées  de'k 
première  &  troifiéme  racines*  de  Ià^|)Ttmiere  ëquacion  des 
limites ,  de  manière  que  le5  deusr  iimites'  pour  la  premiers 
racine,  ne  difièrent  que  d'une  u)i!(é^  &  de  même  les  deux 
limites  pour  la  troifiéme  racine ,  6cc.  ^ 

Il  faut  mettre  ces  limites  pour  numerateuis ,  &  l*umté  prés» 
cédée  d'autant- de  ixvos  qu'on  jcnra  jnis  au  ^CGdïdi  texi))^^ 

f^ouc  chaque  dénominateur  4  ic  eAf^itÇv  ch^chetr  avec  ces 
imites  approchées  les  racines  dc..la.progQfëe.    , 
;    Mais  comme  en  cherchant  k  première  racîfaé  entre  l^a 
deux  nouvelFes  limites  quribntdesffàftîoAs.dbhf  lès  dé'no- 


porte  a  çonciurç  que 
de  féconde  limite  quî'dortne  lé  ïîgne — qu'èrfe  d6n;  donnqr^ 
&  qti-aînfi  il  faut  ouque  la^  première  racfhe  dk  là  première 
équation  de;s  limites  qui  eft  îàcomnpenfuTabîev  feif  égalé  à 
îà  première- ratme  de  la  propofcej  &  que  fi  ori  la^  poû^otf 
trouver  exaûemenr,  elle;, donriérôit  zéro,  érâritiubftjtuéè  à 
la  place  de  x  dàxrslâ*  ptopoféé  j  quece  n*e(t  que  pardtqu^eHè 
eft  incommenfurable  qu'on  ne  peut  pas  trouver  fa  vaïeur 
exade^.qui  étant  fubftituée  dans  la  proppfée  donne  zero^  & 
que  d'ans  ce  cas  les  deux  premières*  racines  de  la  propofëe 
(ont  égales  :  Ou  bfèn  il  faut  que  tes  deui  premières  iràclnes 
de  la  propofée  foient  imaginaires,  parceque  dàm  ce  cas  là 
féconde  limite  delà  première  racine  de  fa  propofée,  quoi- 

3 n'approchée  à  Tinfîni ,  ne  donnera  jamais  le  fîgne  qu'elfe 
evroit  donner,  fi  les  deux  premières  racines  delà  proppféc. 
jétoîent  réelles  &  inégaîes;  "-      1  '^ 

'  Et  comme  en  chÉroiant  là  troîfîcme  SL  qoâtricme^  radnâi 
:Tîe  la  propofëe ,  la  limite  4^  qui  d.evroit  donner  le  fîgne  r^y 
'donne  aufiTlefigne  -h,,  quoiqu'on  l'approche  tant  qu'on  vou- 
*dra,  cela  portCTa  de  mêtne*  i  conclure  que  la  troifiéme  8r là 
^uauriéine-nrcinerde  la  pxopoféeifonr  égaies  ou  miàginaîféL 

Aaaiij, 


\ 
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.  4<*.  Jâ  &tt  tie  U.  m.échode  de  l'arçid^  crotfiémc ,  t>Q  peat 

£è  fstvk de <eUe-Qiv gui  revient  àU même  cboiè. 

0  On.  metxc4  pliiftttK$.gerctt  <w  iècondrcef  me  de  la  propo. 

iee ,  plus  ott  cn.tnaç** .  «C  pli^  W  iêra  affiiré  quela.propofée 

«pparticnt-ait  Cia«;.ppwr  le<l*el  eft  ce  ^ixiéme  eimple.  Oa 

mettra  le  tnêœe  nomi»»  de  «zéros  au  fecondterme  delà  pre.' 

<fiiieie.é()uâtioedes.-iim|tes.  On  mettra  deux  foSs  autant  de 

.jsdros  arantroifièmfr' terme:  cfe  1*  ;pf9ppfée»  &  de  U  pt«m«€ce 

«éqoatioQ  dies  Hmites;  qu'ont  ^:mis  a4>  /ècood  terme.  On 

«en  Jneartrtrôts  ïiôiç  autant  au  <|aacricme»  ijc;  On  en  met 

"^ns  notre  exempje feulement  deux  pour  abréger  le^cul,, 

A  l'oit -aura  les  transforméeai, 

»    y—  M  OoWjoH-  5  éoO06x  -  *—  f  6000000  ïs=  6. 

•  Commc^Von  a  déja^^parJe  premîer.Ôc  le. fécond  article  de 
«jcq  fîxiéme  exemple^  les  raciaes  approchées  de^Ia  première 
équation  desiiniîte?^  ^uî  font  ^  &a  /^  k  féconde  ëxadc- 
jnenc  4^  la  crôifiémis  7  oa^S.).  im  oiearâ  devant  chacune 
^ux  zeco^,  jBc  ^lles  iêrooc  les  racines  approchées  de  la  pre^ 
rôiere  équation  des  limites  de  là. transforniée.  Ces  racraei 
Àpprûfchées  font  k  j)remiere  j;o  ou  &o,^ia  féconde  exzSte^ 
itnent  400,  la  troificme  700  xni»SQo» 

.On  cherchera«nâj?  Ia,.i>remierein^hQèe  du  tzroi&éme 


>^ui  donne 

On  cherchera  de  même  deux  valeurs  ^^prochées  de  k 
;iuQÎ^jijnt  racine^  éc  l'on  iixonvera  744  qiÂ  cbooe<^ ,  &  745 

AinU  ks  limites  des  racines  de  k  transformée  de  Téquap* 
^on  propo&e ,  &ront  o ,  55  ou  ^4  ^  400^  744  oa  745 ,  & 

Mais  en  cherchant  k  preniiere  jracîne  delà  transformée 
^e  Ifi  propofce  »  avec  les  limites  zéro  6c  5  5  ou  54^  on  né 
trouve  pas  que  Ia<ï^conde  limite  5}  oa-j4  donne  le  égne-^ 
•<}tt*eUe  devrait  donner  -»  Comme  Ton  iuppofe  qu'on  a  mis 
^beaucoup  de  zerosi  au  fécond,  terme  des  traûsfQrmées.,  cek 
jiyite  i  cooc^ce  (|pe  lesdei»  peiâieiefiiafç^^ 


I. 
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jSnhéêde  U  propofée,&  par  conféquent  les  deuype^miece^ 
«acinès  de  la  propofée ,  font  égales  ou  ùnagioairès,  t 

La  m&ne  cbofe  arrÏTant  en  cherchant  la  troifiême  racî.:> 
ne,  OQ  en  conclut  de  même  que  les  deux  dernières  racine» 
de  la  propafée  Tonc  égales  oa  ûna^oaiies^ 

5^  On  pourroic,  an  lieu  àcfe  fervfr  deU  méthode  du 
n-oifiéme  article  de  cet  exei|>pte^  c'eft-à-dire,  au  lieu  de  fc 
fervir  delà  troisième  méthode  du  trpifiçme  Problême, .em-  - 
gloyer  U  «jaatr iéme  méthode  du  tpoiftéme  Problème ,  pou* 
trourer  les  valeurs  extrÊmênteBt  apgrocbéa  des  rapipej  de- 
là première  équation  des  limites^     , 

KenmrqHt.far  le  cas  de^  et  fixiiml  êxm^U. 

On  ae  peut  pas,  dans  le  cas  de  ce  Hkiéme  exfmplei, 
s-'aflurer  par  cette  méthode  ^'approximation;  du-qaatncnie: 
Broblême,  ii  les  racines  de  la  propofee,.pour  lefquelles  on 
ne  trouve  pas  des  limûes  approchées  qui  donnent  les  llgne&' 
qu'elles  deivent  donner,  font  des  racines, égales  fie  iiicom- 
menfurables^  ou  fi  elles  font  imacmaires.  Il  faut  avoir  re- 
cours, quand  la.  propofée  ne  furpaflèpas  le  quatrième  degré, 
aux  marques  certaines  qu'on  a  données  dans  le  dnqûiémé 
tivre,  pour  diftinguer  les  ractnes  qui  font  imaginaires ,  de* 
celles  qui  font  égales,  daas  te  quatsiépie,  troiiîéme  Sciêcond 
degré. 

Ob  peôfettcore  ié  &rrir  delà  méthode  générale  des^équsbi  . 
^oos  qui  ont  des  racines  égales  ^qn'on'A  donnée  À  la.  £n  du- 
quatrième  Livre, x*eft-à-.dire,^.chercher  le plas grand  dj^î^ 
feur  commun  de  la  propofée  &  de  la  première  équation ,de^ 
Hmites  •,  &  trou vanr  qne  j«  —  gjc  -h  4  s=s  o  ,  eft  iitf  cfiviftt» 
<}ui  leur  eft  comniub-,  bn  eft  afliu-é  que  les  deux  racines  dc" 
ce  diviièur  commun,  qui  font  x=k4>i-  zV  t^v^^s- 

fbnt  communes  â  la  première  éqûatiod  d  ^  ^  ^■ 

propofée^  &  par  confequent  que  les  deux  àçin^lk- 

de  la  prcpofcc  fônrt  4^5=4— iï'.j,  x=4-  i  é^i\y^- 

dernières  font  j«r=^ 4 -H  1VÏ3,  x=  4-*- 1V.5.  .     ,    .'.      ',' 
,  Obpeut  aulBfefèryir  dela.inéthodedù  cfnquîérft^ Co-- 
rollaîre  du  dixième  Théorème.,,  pour' dîftÎMuer^a.nsle'cM^ 
dfe  ce  4xîémç  eîtémplé,.  s*U  \_  a  des  racUies  égal^f  -  ^ ,  j'  ,  j 


5,7^.  Aval  r  s  m    D£  m  o  k-t  h  b'e; 
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Analyse  qui  enseigne  a  resoudrj^ 

ït%  Froblémes  qui  (è  ^éduiient  à  des  équations 

compofées. 
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£)<  P affroximathn  des  rachtes  des  Jetions 
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SECTION      l 

De  fapfrffximatiottJes  racines  des  équations  littérales 

idéttaminées^ 

PROBLÈME! 

Ï73.   T^OV  T^ E  R  les  ràcims  à" une  équation  linnale  qui  ^a 
.qm^une  inconnue  ^  ou  iion  les  valeurs  àffrochies  des  racims^ 
\  éf^  M  conHnuer  f affroximatlon  À  l'ii^nt. 

MXJHODE    GEN£ILA:I.E    FjOUA    LES   ÉoUATJONS 

jyjLJQXJS    LES    D£6IL£Z. 


jE^S  lettres  connues  des  coëficîens  des  termes  de  Tëqua^ 


l  OO  ^  I  ooo  ^  &c. 
;^/^l^e  raporc  de  chaque  autre  lettre  xbnniie  i  celle  qu^on 
vîénV  die  fîuippfer  égale  a  uil  nombre  ^  étâhit  connu  ^îl  faut 
prouver  la  valeur  en  nonïbres  de  toutes  lés  Àiitres  lettres 

connues 


T^*- 
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eonnoes  par  mport  à  la  lettre  qu'on  a  Tuppcfce  égale  à  uo^ 
nombre  II  faut  fubftîtuer  tous  ces  nombres  égaux  aux  lettres^ 
connues,  à  la  place  de  ces  lettres  connues,  dans  Tcquation 
pxopofee,  &  elle  fera  changiée  eh  une  équation  numérique^ 
Il  faut  trouver  parle  quatrième  Problême  du  fixiéme  Livre^ 
les  racines  de.  cette  équation  numérique ,  ou  leurs  valeurs 
approchées  tant  près  qu'on  voudra.  Ces  racines  ou  leursk 
valeurs  approchées,  feront  les  racines  ou  les  valeurs  appro- 
chées des  racines  dé  la  propofée  ^  âinfi  elle  fera  réfolue. ,     -  ^ 

Exe    m.  p  l,  e. 

PôuR  trouver  les  racines  ou  les  valeurs  approchées  tanr 
pnès  qu'on  voudra  de  Téquation  x^ —  }aax  -+•  ^^^=ss=  o,  il* 
faut  (iippofer  la  grandeur  marquée  par  la  lettre  connue  a  y 
égale  à  un  nombre  pris  i  diferetion-,  par  exemple  i  50 ,  ôé 
Ton  aura  ^=^30. 

Le  raport  des  grandears  marquées  par  a  &  par  ^;  étanr 
connu,  par  exemple  fuppofant  que^sssi,  la  grandeur  mar- 
quée par  ^  fera  égale  i  }6y  aînfi^==3  6.  Il  faut  fubftituer 
ces  nombres  à  là  place  des  lettres  aufquelles  on  lès  a  fuppofé 
égaux  ,^dâns  la  propofëe,  &  la  propofée  x'  —  ^aax-^aall^ 
5=0,  fera  changée  en  l'équation  numérique,,  x' —  1700X 
-+-31400  =  0. 

Il  faut  chercher  par  le  quatrième  Problême  du  fixiéme^ 
Livre,  les  racines  de  cette  équation  numérique,  ou  leurs* 
valeurs  approchées  ,^  comme  on  le  voit  dans  le  troifiéme- 
exemple  du  quatrième.  Problème ,  où  Ton  réfout  cette  mê* 
me  éqjaation  j  &  Ton  trouvera  que  les  valeurs  approchées  en. 
entiers  des  trois  racines  de  cette  équation,  font  1 1  ou  1 3,44. 

0^.45  ^  57  ou  58. 

On  peut  continuer  Tapproxlmation  a  l'infini  de  ces  valeurs^ 
approchées  en  nombres  entiers  des  racines  de  la  proppfée,: 
par  la  troifiéme  ou  par  la  quatrième  méthode  du  troi(iéme> 
Problême  du  fixiéme  Livre. 

Si  on  veut  changer  les  valeurs  approchées  numériques»!: 
qu'on  a  découvertes  ^en  litteralesyontrouvera  que  u  =  i^,.; 
&  encore  12  =  ^  ^  ^  ainfi  \a  ou  j  ^,  font  des  valeurs  appro-.* 
çhées  un  peu  moindres  que  la  première  racine. 

On  trouvera  demême  que  45  =.f  a^,  &  encore  45  ==a  -^ai  y 
Tom  1.  B^bb- 
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aind  1^  pà  ;^i«^>  ibnc  des  valeurs  approchiées  un  peu  plus 
grandes  que  la  féconde  racine. 

Enfin  on  trouvera  que  57  =  f^  d^  &  encore  S7^=^  lî^i 
ainfi  II  4  ou  11^,  font  des  valeurs  approchées  un  peu  moin^ 

dres  que  la  croîfîéme  racine. 

Cet  exemple  fuffit  pour  faire  concevoir  cette  première 
•méthode, 

R   £    M   A  R.   Q^O   E. 

*C  E  T  T  E  méthode  peut  fêrvir  à  réfoudre  par  le  fbul  calcul 
.de  TArithmctique ,  tous  les  Problèmes  déterminez  de  la 
<jeometrie^  qui  peuvent  être  exprimez  par  des  équations 
où  il  n'y  a  qu'une  inconnue^  quelques  compofées  qu'elles^ 
puîfïènt  être,  c*eft-i-dire  de  quelque  degré  que  puifTent  être 
ces  équations  ^  &  cela  avec  autant  d'exaditude  qu'on  réfouc 
les  Problèmes  de  la  Géométrie  pratique,  de  rAftronomie, 
.&  des  autres  parties  des  Mathématiques ,  en  fe  fervant  des 
tables  des  Sinus,  Tangentes  &  Sécantes,  ou  de  leurs  Loga- 
rithmes. 

par  ce  moyen  on  éviteroit  la  dii&culté,qui  eft  fouvent  très- 
grande,  de  décrire  les  lignes  courbes  très-compofées  qui  fer- 
vent à  la  conftruéHon  de  ces  Problêmes ,  &  à  déterminer  les 
jracines  des  équations  qui  les  expriment.  Car  il  eft  évident 
-qu'il  n'y  a  qu'à  prendre  à  difcretion  une  des  lignes  données 
du  Problême,  par  exenjple  celle  qui  eft  repréfentée  dans  l'c- 
quacîon  du  Problême  par  la  lettre  connue  qui  s'y  trouve  le 
plus  de  fois,  ou  par  celle  qui  a  le  plus  de  dimenfîons  j  la  divi- 
lèr  par  le  moyen  de  l'échelle  ou  du  compas  de  proportion , 
etï  tant  de  parties  égales  qu'on  voudra,  par  exemple  en  ico, 
K>co,  looôo ,  êcc.  plus  le  nombre  en  fera  grand ,  &  plus  il  y 
aura  d'exaditude  dans  la  réfolution  j  &  fuppofer  cette  lettre 
Connue  égale  au  nombre  qui  exprime  fes  parties  égales  j  dé- 
terminer enfaitè  par  le  moyen  de  l'échelle  ou  du  compas  de 
proportion ,  combien  chacune  des  autres  Hgnes  données  du 
Problême,  contient  de  ces  mêmes  parties  égales  de  la  pre. 
iftîere  5  &  fuppafanc  les  nombres  de  ces  parties  de  chaque 
ligne  donnée ,  égaux  aux  lettres  qui  repréfentent  ces  lignes 
dans  l'équation,  fubftituer  tous  ces  nombres  à  la  place  de  ces 
lettres  connues  dans  l'équation  duProblêittC.  Elle  fera  chan-^ 
gée  par  ces  fubftitutiûn^  eo  une  éqoack>fi  numérique  qui  ex« 
prime  le  Problème. 


^^^MS" 
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Oit  en  trouvera  toutes  les  racines  ou  leurs  valeurs  à|)pro- 
chées  tanc  près  qu*on  voudra,  par  le  quatrième  Problème 
du  fixiéme  Livre ,  &  ces  racines  ou  leurs  valeurs  extrême* 
ment  approchées,  contiendront  le  nombre  des  parties  des 
Hgnes^ qu'on  cherche,  &  le  Problême  fera  réiblu  ;  car  il  n'y 
aura  qu'à  (e  fèrvir  de  la  même  échelle  qui  a  fervi  à  divifèr 
les  lignes  données  du  Problême  en  parties  égales ,  pour  d^^ 
terminer  les  longueurs  des  lignes  dont  l^  racines  ou  leurs 
valeur^s  approchées  marquent  le  nombre  des  parties. 

On  pourroît,.fi  Ton  vouloit,  fe  iervir  dans  la  réfoiutîon' 
de  tous  les  Problêmes  •d'une  même  échelle,  c'èft-à-dire,, 
d\tne  même  ligne  divifée  en  parties  égales,  comme  en  loo^,. 
ou  en  1000,  Sec.  car  nommant  cette  liene  r,  on  pourrort 
par  le  moyen  des  proportions ,  Tintroduire  dans  tous  \^ 
cocficiens  &  dans  le  dernier  terme,,  fans  changer  leur  risU 
leur-,  par  exemple, en faiiant  cette  proportion  pour  notre 
exemple,  e.  a  ::  a.  à  y  Ton  auroit  aazsszdcy  &  mettant  de 
à  la  place  de  àa  dans  x'  -—  5  aax  -1-  aai  =z  o ,  i^on  auroit 
nj' — 3i/rx-4-^r»o,quin'èn  eft  différente  que  par  i^expreffioii. 
On  donnera  une  autre  méthode  générale  pour  réfoudre 
ce  Problême  dans  la  (ixicriie  Seâion ,  où  il  ne  faudra  poiffi: 
changer  Téquation  littérale  en  une  équation  numérique. 


^»tt 


SECTION      It 

£>f  Id  réfilutiùn  des  équfitions  litteraUs  qui  ^nt  deux 
ou  plufieurs  inconnues  s  &  de  U  manière  de  trou^ver 
U  VéUeur  approchée  k  V infini  y  ou  tant  près  quon  vou^^ 
dra,  de  r une  des  inconnues  de  ces  équations. 

A  V    E    R  T   1    s    s    E    M    E   N    T.. 

174.  Le  s  Problèmes  qui  font  exprimez  par  des  équations 

n*ont  qu*une  inconnue,  s'appellent  Problèmes  détermînex> 
parcequ'ils  n^ont  qu'un  nombre  déterminé  de  réfolutions  j 
i^ivoir,  autant  que  rexpofant  de  la  plus  haute  puiflance  de 
l'inconnue  de  Téqu^aon  qui  exprime  le  Problême,  contient 
d'unitez.  Ainfî  les  Problêmes  déterminez,  dont  les  équa:* 
tîons  font  du  fécond  degré ,  ont  deux  réfolutions  y  ceuics 

Bbbij. 
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idonc  les  équations  font  du  troifiéme  degré ,  ont  trois  féCo^ 
s  lutions  s  &  ainfî  des  autres  :  car  ils  ont  autant  de  réfolutions 
que  l'inconnue  a  de  valeurs  dans  les  équations  qui  les  ex- 
,  priment. 

Les  Problêmes  qvî  font  exprimez  par  des  équations  qui 

.  ont  deux  ou  pluiîeurs  inconnues,  s'appellent  indéterminées, 

.parcequ*ilsont  un  nombre  Indéterminé  de  réfolutions ,  cha« 

vCune.des  inconnues  pouvant  avoir  autant  de  valeurs  que  Tau* 

tre  inconnue  peut  repréfenter  de  difFerentes  grandeurs. 

Ces  Problêmes  indécerminez  font  très-ordfnaires  dans  la 
■  Géométrie  compofée,  &  il  eft  tiéceflàîre  de  f(^av6ir  refon- 
dre les  équations  qui  les  expriment,  c*eft-à-dire,  de  pouvoir 
, trouver  la  valeur  de  chacune  des  inconnues,  laquelle  valeur 
.ne  contienne  que  l'autre  inconnue  avec  les  grandeurs  con- 
nues de  Téquation  :  &  comme  cette  valeur  eft  d'ordinaire 
încommenfurable ,  il  eft  néceflaire  de  pouvoir  trouver  cette 
.valeur  par  approximation. 

Ces  équations  qui  ont  deux  ou  plufieurs  inconnues ,  peu- 
vent quelquefois  (è  réfoudre  à  la  manière  des  équations  qui 
-n*ont  qu'une  inconnue  5  &  il  faut  toujours  tenter  de  les  re- 
fondre de  cette  manière^  avant  de  les  refondre  par  appro- 
ximation, c'eft-à-dire,  foppoiànt  que  ces  équations  ont  4es 
deux  inconnues  x  àcy  avec  les  grandeurs  connues,  qui  font 
des  Cocficiens  des  termes,  &  qu'on  veuille  trouver  la  valeur 
de  Xy  il  faut  ordonner  l'é^quation  par  raport  i  x  y  comme 
fi  X  étoit  la  feule  inconnue  ,^&  que  ^  Fût  connue  j  &  voir  fî 
4*équation  linéaire  de  x  plus  ou  moins  un  des  divifeursexaâis 
.du  dernier  terme  ,  n'eft  vpoînt  un  divifeur  exa<ft  de  l'équa- 
tion: fî  cela  fe  trou  voit.  Ton  auroit  une  valeur  exaûe  de  x: 
fi  cela  ne  fe  trouve  pas.,  il  faut  voir  par  les  Problêmes  du 
quatrième  Livre ,  fi  l'équation  propofée  ne  peut  point  fe 
réduire  en  d'autres  équations  commenfurables  plus  (impies 
irréductibles ,  &  trouver  les  valeurs  approchées  de  x  par  la 
îinéthode  qu^on  va  expliquer  dans  cette' ScxSlion ,  ou  celle 
4e  la  cinquième  Se6kion  fuivante ,  dans  ces  ^équations  plus 
.fimples.  Mais  fi  l'équation  propofée  eft  irrédudible,  il  faut 
y  appliquer  immédiatement  la  méthode  qu'on  va  expliquer, 
cou  celle  de  la  cinquième  Seâion  fuivante. 
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PROBLEME    H. 

te 

'75  •  TR  OWE  R  la  valeur  approchée  de  la  racine  x  d*une  équation 
littérale ,  qui  a  deux  inconnues  x  ^  y ,  avec  dei  grandeurs 
-connues 'y  q-  en  continuer  t approximation  à  l* infini  ^  ou  tant 
qt^on  voudra. 

Première     Méthode. 

r.  1 L  faut  fuppofer  la  valeur  de  x  que  l'on  cherche,  reprc* 
fentéè  par  une  uiîte  infinie  de  grandeurs ,  précédées  chacune 
du  figne-*-: Toutes  ces  grandeurs,  qu'on  appellera  les  ter- 
mes de  la  fuite,  doivent  contenir  chacune  deux  chofes 5  pre- 
mièrement, les  puiflances  de  la  féconde  inconnue  y  ou  de 
quelqu'une  des  grandeurs  connues  de  l'équation  propofée, 
de  manière  que  les  expofans  de  ces  puiflances  foient  en  pro- 
greffion  arithmétique ,  &  aillent  en  augmentant  5  (  cette 
grandeur  fera  celle  qui  diftingue  les  termes  de  la  fuite , 
c^haque  terme  étant  la  quantité  où  cette  grandeur ,  qui 
diftingue  les  termes,  eft  élevée  à  une  puîflTance  dont  Texpo- 
fant  eYl  différent  de  celui  des  autres  termes.)  Secondement, 
chaque  terme  de  la  fuite  doit  contenir  une  lettre  indétermi- 
née pour  côëficient,  outre  ta  grandeur  qui  diftingue  les  ter- 
mes: Et  comme  Ton  a  befoin  de  beaucoup  d'indéterminées, 
on  fe  fervira  indifféremment  des  lettres  de  l'alphabet  qui  ne 
ibnt  pas  employées  dans  l'équation  propofée. 

On  fuppofèra  donc,  par  exemple,  x  =  ^ry** -4- i/ -H ry* 
^ dy^ -^ ey^ ^ ff -Ar^hic.  Les  lettrçs^^,  ^,  r^  e^^&c.  font  des 
grandeurs  indéterminées  i  il  faut  remarquer  o^  ay^  n'eft 
que  a  fans^  ;  de  même  a  bb  n'efl  que  bb  feule  j  car  j^,  ou  ^ 
eft  l'unité  dans  la  progreffion  ^%  y^^  y^y  &c.  ou  ^%  ^',  ^%  &c. 

Il  y  a  des  rencontres  où  il  faudra  fuppofer  x^^ay-^by^  ^ 
•4-  fy^-4-  ^*-+-,  &c.  D'autres  où  il  faudra  fuppolèr  x  =  ay 
'^  by  -¥-  cf  ^y  &c.  En  d'autres  on  fuppofèra  x^=ss^ay^ ^by^ 
^  cy  -4-,  &c.  En  d'autres ,  x  =  ay\ -h by\^cy\  -*•,  &c.  Les 
équations  jwjrticulieres  qu'on  .aura  à  réfbudre,  (ërviront  à 
détçrmiper  lesVxpofans  de  la  grandeur  qui  diftingue  les  ter- 
mes ,  comme  on  î'enfeignéra  dans  la  fuite. 

I  •  Il  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  de  ;i^  à  toutes  les 
puiffances  aufquelles  x  eft  élevée  dans  l'équation  propofée: 

Bbbiij 


N> 


3€e  Analyse     demontr  e*^i., 

&  fiibftiruer  cette  valeur  de  x  &  fès  puiflances  à  la  place  de  x 
ic  des  puiflances  de  x  dans  la  propoiee ,  comme  Ton  a  fait 
dans  les  transformations ,  obfervant  de  bien  diftinguer  les 
termes  dans  ces  fubftîtutions.  Après  ces  fubftitutions^réqua- 
tîon  propofée  fera  changée  en  une  équation  infinie ,  qui 
aura  dans  chacun  de  fes  termes  une  dés  mdéterminées  par-, 
ticulieres  de  la  valeur  indéterminée  de  x  qu^on  a  fuppofée  -^ 
on  appellera  cette  nouvelle  équation ,  Téquation  changée. 

3^  Il  faut  fuppofêr  chaque  terme  de  l'équation  changée^, 
égal  à  zéro,  &  l'on  aura  par  cette  (uppofition  autant  d*équa. 
tions  particulières ,  qu'on  a  fuppofé  d'indéterminées  dans  la. 
valeur  de  x.  On  déterminera  de  fuite  à  l'ordinaire ,  par  le 
moyen  de  ces  équations  particulières  ^  les  valeurs  de  toutes- 
les  indéterminées  qu'on  a  fuppofées. 

4^  Enfin  on  fubftîtuera  ces  valeurs  des  indéterminées  à  U 
place  de  ces  indéterminées ,  dans  k  valeur  indéterminée  de 
X  qu'on  a  fuppofée,  &  elle  fera  changée  par  ces  fubftitutions^ 
en  une  fuite  qui  eft  la  véritable  valeur  approchée  de  x  que 
Ton  cherchoît.  Plus  on  déterminera  de  termes  de  la  fuite 
iuppofée,  &  plus  on  approchera  delà  véritable  valeur  de  x. 

jif^ication  de  la  méthode  aux  exemples. 

E  IS    B   M  P   Z.  B        L 

tyé.   PO  VK  trouver  la  valeur  approchée  de  x  dans  l'équatiotï 

-4-  nnx  —  m^  — y   4^  tyx 

1*,  il  faut  foppofer  x  œ^a  -^êy-^cyy-^dy^  ^ey^j^fy^  ^-  ^^ , 
&c,  oii  ay  i,  c,  dy  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées  j 
Ton  fuppofè  la  première  grandeur  indéterminée  a  fans  j/^  à 
caufe  de  —  i»'  qui  eft  dans  l'équation  propofce  fans  lin- 
connue  y,  èc  qu^onrne  pourroitpa^  employer  dans  la  réfo^ 
îutîon  fans  cette  fuppofitîoh. 

1**.  11  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  de  x  à  la  troi- 
iîéme  puîfTancfe ,  &:  l'on  aura 

>f*  =5  -H  ^*  H-  yaal^y  -*-  ^dUyy  -f-^y       Hh  5^^9'* 

-*•  y^^^yy  -^  ^Icy^  -♦-  \accy^      &c^ 
^  laady  ^  f>ahdy'' 
^  ^aaey" 
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Il  faut  fobftituer  enfuite  les  valeurs  de  jc  &  de  x'  dans  la 
propofée,  â  la  place  de  x^  x^y  comme  on  le  voit  ici: 

-H  nnx  =a  '^^nnd  -+•  nniy  -i-  nncyy  •♦-  nna^  h-  mey^  &c. 
-H  iiyx  s»  ^-  «^j/    M-  «i^jjy    •+•  nef     -H  »^*    &c. 

j^x^    as  -H  /r*   -H  3^i^i^-H-  3if^4^Hp-  by      •+-  3^9»*  &c. 

-H  iaacyy  -^  6ab€y  -h  3^rty* 

■+•  3/r^ey* 

^  réquâtîon  propofce  fera  changée  en  réquatîon  infinie 
<ju*on  voit  ici,  dans  laquelle  il  n'y  a  d^inconnue  quc^.  On 
a  mis  les  feuls  cinq  premiers  termes,  cela  fufRfant  pourfair,e 
concevoir  la  méthode  ^  on  nommera  ici  &  dans  toute  là 
fuite  de  ce  Livre,  le  premier  terme  celui  où  la  grandeur  qui 
diftingue  les  termes ,  ne  fe  trouve  point  j  ou  bien ,  fi  elle  fè 
trouve  dans  tous  les  termes,  celui  où  elle  eft  au  moindre  de- 


\ 


^gal  â  zéro ,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  particulier 
TQs^  qu'on  a  fïippofé  d'indéterminées. 

La  j%  ^-4-  jsiM-^  i»*  =  o }  La  i%  ^éMb  -h  9!i»i  =& -i- lu j 
La  3%  3^^r-4-»»r=s3 — 3^^^-«ii^j  La4e,«H3^W-4-m^c&s 
_  Gaie — b^ — nc-^  i  j  La  5c,  nw'^iaae  ;s=i  ^^  ^bbc -^  ^acc 
^—nd  —  ^bd. 

La  i'*  a  pour  dîvîfeur  cxa£t  a  —  »  ==  o  ;  &  la  divifant  par 
a  ^^n  =  G  ,  on  trouve  le  quotient  aa-t-na  ^  mn  ==  o  , 
dont  les  deux  racines  font  imaginaires  j  ainfi  a  n'a  qu'une 
valeur  réelle  qui  eft  -4-  »  j  on  a  donc  azsB^n.  Par  la  2*  on 
trouve  b  =  —  ^  j  par  la  3*  en  trouve  r  =«  -+-  ^  j  par  la  4* 
on  trouve  dzss^  ^^l  .  par  la  5«on  trouve  f  aas  -§-  ^s^* 
4P.  Il  faut  fubftîtuer  ces  valeurs  de  ^^;cy  &c.  à  leur  place 
dans  X  tssa-^by'^cyf^dy'^  ey  -f^Ccc.  &  Ton  aura  x  =s 
-*-  »  —  i/  -^  jijy  +  j^^y  H.  j^y,  &c.  Ceft  la  valeur 
de  X  que  Toii  cheifcboit,  qu'on  peut  augmenter  a  l'infini*    j 
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Le  même  premier  exemple  d*une  autre  manière. 
'77'   Si  d^^s  ^^  propofce  —  i«*-+-»ifx**- jç'acso^  la  grandeur jr 

—y  -*-»y^  .  ,. 

furpaffoir  la  grandeur  n^  par  la  nature  du  Problême  exprimé 

Î^ar  cette  équation ,  il  Faudroit  prendre  la  grandeur  n^  qu'od 
uppofe  à  prefcnt  moindre  quejr,  pour  diftinguer  les  jtermes , 
afin  que  dans  les  termes  de  la  fuite ,  les  puifTances  de  »  (e 
trouvaflent  dans  le  numérateur,  &  les  puifTances  de  j^  dans 
le  dénominateur,  &  que  la  fuite  allât  en  diminuant  pour 
approcher  de  plus  en  plus  de  la  racine  €j^*on  cherche.  Pour 
appliquer  la  méthode  à  ce  cas ,  il  faut  regarder,  n  comme 
Ton  faifoit  dans  le  premier  cas  j^^  Se  regarder  y  comme  fi 
c'ctoit  une  grandeur  connue  j  &  fuppofer , 


lo.  X  SIS  ^  -h  bn -^  cn^ -^  dri} -^^ 


en 


i8cc.  a^  b^  Cy  dy  &c.Tont 


des  grandeurs  indéterminées,  &  Ton  ne  met  point  n  dans 
le  premier  terme  a  de  la  faite ,,  parcequ 'autrement  il  n'y. 
auroic  que  la  feule  grandeur  y,  q^iî  ne.  contient  point  la, 
grandeur  »,  dans  le  premier  terme  de  Téquation  changée-, 
&  Ton  ne  pojrroit  pas  faire  une  équation  particulière  de  ce 
premier  terme  de.  Téquation  changée ,  par  laquelle  on  pût 
déterminer  une  des  grandeurs  indéterminées  qu'on  a  fup- 
pofées. 

'  1^  H  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  x  à  la  troifîéme 
puîfKmce ,  &  Ton  trouvera 


a 


}aabn 


&c. 


3  4acn^  -4-  6abcn^  -4-  éabdn:^    ^ 

-»-  laaen^ 

Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  x  &  de  x'  à  leur  place  dans 
la  propofée  comme  oale  voit  ici,  ôcl'on  aura  Téquation 
changée  qui  fuit ,. 


■/ 


% 


y 


m 

nyx 

nnx 


tir 


laabn 


byn"- 

-+■  cyt^ 

•4- 

dyn* 

&c. 

an"- 

-^bn' 

■^ 

en* 

H- 

&c. 

labbft 

■^b^n' 

•¥■ 

ibbcri" 

•^ 

&c. 

laacri" 

•4-  6abcn^ 

-H 

6abin'' 

•¥■  ^aadn^ 

■+- 

laccrC 

^aaen 
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5«.  II  fâuMiippcfer  chaque  terme  de  cette  éqaitîoti  chan- 

gée  égal  à  zéro ,  &  Ton  aura  par  cette  fuppofition  toutes  les 

équations  particulières  dont  on  a  befoîn  pour  détertoîrier  les 

valeurs  des  indéterminées. 

Par  la  i'*  é^ — y  c=s  o,  ott  trouvera  a  ^s^y^i  par  la  xc 
^aabn  h-  ayn  saa  o,  on  aura,  en  fubfticuant  la  valeur  de 
a^ss^y  à  la  place  de  ^,  bxBA  —  X-,  par  la  3*5^^^^-  ^abh 
^a^èy^ssiOy  on  trouvera, en  fubfticuant  les  valeurs  de  a  &C 
de  b,  déjà  découvertes ,  à  leur  place ,  f  =  —  ^  j  en  fubftk 
tuant  dans  la  4^  yaad-k-  ^abc  -h  A*  -i-  ^  -4-  cy —  xssszo^  le^ 
valeurs  de  a  ^  b^  c ^  on  aura  ^=5-i-  ||^>  on  trouvera  d« 
même,  en  fubftituant  les  valeurs  de  i^^  ^^  ^^  ^,  dans  la  5^ 
yaae  -*-  ^acc  ^  6abd  •+-  }bbc  -*-^H-^««Oy  rs«^  j|j^p 

40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a^  b,  c,  d,  f,  dans  xsoaa 
^bn-k-cn^-^dn^  -¥^  #»*  •♦-,  &c.  &  Tort  aura  x^t^y  —  \n 
^  ^  4.  ^-  ^-  4Jj^  -H^  &c*  C'cft  la  valeur  approchée  de  x 
dans  la  propofée^  quand  n  c§b  mouidre  que^. 

Il  eft  évident  qu*bn  peut  trouver  tant  de  termes  qu'o» 
voudra  de  cette  valeur ,  de  l'augmenter  à  Tinfini. 

T^èmonfiration  de  la  méthode^ 

178»  La  grandeur  qui  étant  fubftituée  dans  une  équation  â  la 
place  de  Tinconnue  x>  rend  tous  les  termes  de  Téquation   * 
égaux  à  xero  ^  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ^  qui  fait  qo6  tou5 
les  termes  fe  détruifent  y  eft  une  racine  de  Téquation  ;  c'eft-i^ 
dire,  cette  grandeur  eft  la  valeur  de  Tinconnue  x.  "*"  Or  il  eft  *  jj^ 
évident  que  la  fuite  que  Ton  trouve  par  la  méthode  pour  la 
valeur  de  llnconnue  x,  étant  con.<jue  infinie,  c'eft-â«dirr,  con. 
tenant  tous&&  termes  à  rufini,  il  eft,dis-je,  évident  que  cette 
fuite  infinie  étant  conçue  iubfttmée  à  la^placede  x  dans  l'équa- 
tion, tous  les  termes  de  Téquation  feront  égaux  à  zéro  ^  pmïl^ 
que  ce  n'eft  que  par  cette  fuppofitioa  qu*4m  trouve  la  valeur 
déterminée  de  dis^que  terme  de  cette  ÎMt.  Pair  confé^oent: 
la  fuite  infiniç  qu'on  trouve  par  cette  méthode ,  e(k  la  vafeur^ 
c^  rixiconnue  x  de  Téqu^tton»  Cù  qn^^ilfaUûitèhmnWtr. 

r  R  ^  M  A  R  Q^u  E  s. 

I. .  • . 

L  eft  évident  par  cette  ëémonftrktfon ,  <jue  plus  on  pron- 
dra  de  termes  çUibs*  kt  fafte  qbc  fait  aroaver  la  méâiode 
Tm*  I,  Ccc 
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pour  la  valeur  de  x^,  &  plus  cette  valeur dèra  approchée; 
c*éft  â-dire^  moins  eUe  différera  delà  moiodre  valeur  dex^ 
que  Toa  ne  peut  pas  découvrir  entière  ^  étant  infinie.  D'oà 
i*on  voit  que  les  termes  de  cette  fuite  doivent  aller  en  dimi« 
nuant ,  &  que  plus  ils  iront  en  diminuant  ^  &  moins  il  faudra 
de  termes  pour  la  valeur  approchée  qu'on  cherche^  tous  ceux 
'  qa'on  néglige  ne  faifànt  pas  une  grandeur  fenfible. 

Or  plus  la  grandeur  qui  diftingue  les.  termes  de  la  fuite 
fera  petite,  &  plus  les  termes  iront  en  diminuant  )  car  cette 
grandeur  fe  trouvant  dans  le  numérateur  de  chaque  terme^ 
6c  les  autres  quantitez  plus  grandes  qu'elles ,  dans  le  déno. 
minateur,  tous  les  termes,  excepté  les  premiers,  feront  des 
fraâions  qui  iront  en  diminuant,  parceque  les  puiflànces  de 
ces  gcandeurs  qui  vont  en  augmentant,  font  que  ces  gran«^ 
deurs  deviennent  plus  petites ,  étant  des  fraâions. 

C'efl:  pour  cela  qu'on  a  marqué  qu'il  falloir  prendre  pour 
la  grandeur  qui  diftingue  les  termes  la  féconde  inconnue  jf 
de  l'équation  propofce ,  quand  elle  eft  plus  petite  que  les 
grandeurs  connues  de  cette  équation  ;  Se  que  quand  elle  efl: 
plus  grande ,  il  falloir  prendre  parmi  les  grandeurs  connues 
de  la  propofée  celle  qui  eft  la  plus  petite ,  pour  la  grandeur 
qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu'on  cherche. 

IL 


180. 


aux  autres ,  pour  diftingui 

chc.  Cette  préparation  peut  fe  faire  de  deux  manières:  i<>.fur 

les  grandeurs  connues  de  la  propofée  j  i^.  fur  la  féconde  in^ 

connue. 

La  préparation  -fè  fait  fur  les  grandeurs  connues,  par  le 
moyen  des  proportions,  obfervant  de  faire  en  forte  que  la 
valeur  iies  coëficiens  ^connus  demeure  toujours  la  même 
dans  ces  changement,  &  qu'il  n'y  ait  que  changement  d'ex- 
pref&on ,  &  non  pas  changement  de  valeur.  Par  exemple  on 
pourra  iuppofer  pqi=xsnn ,  en  prenant  la  grandeur  p  tanç 
petite  qu'on  voudra,  &  faifant  ^.  n::n.  q^  ce-qui  donnera 
fa^ssAfmi  $L  mettant  cette  valeur  de  nn  dan£  la  propofée ^ 
elle  fera  changée  en  —  lasj^f -4-/^ x-4-x'  =s  o^  qui  ne  difïere 

de  la  propofée  que  par  rpxpreffioaj  &  Ton  pourra  prendre 
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k  grandeur^  pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  fera 
ifL  valeur  de  x.  Ceci,  fuffit  pour  indiquer  les  moyens  de  faire 
ces  fortes  de  préparations  fur  les  grandeurs  connues  de  la 
propoCàe,  quijpeuvënt  fe  faire  de  plufiéurs  façons  difieren- 
tes }  parmi  le(quelles  on  choifîra  les  plus  commodes  pour 
Jte  calcul  y  &c  pour  faire  en  forte  que  les  termes  de  la  fuite 
qui  e(t  la  valeur  de  x^  aillent  en  diminuant  le  plus  qu*il  fera, 
poffible. 

La  préparation  fur  la  féconde  inconnue  jf^  fe  fait  par  le 
moyen  des  transformations  j  par  exemple ,  on  peut  fuppo^ 
fer  dans  la  propofée  du  premier  exemple  ^=  ^,  ou  telle 
autre  transformation  de^  qu'on  jugera  la  plus  propre  pour 
rendre^  moindre  que  les  grandeurs  connues  j  &  fubftimer    /^  2 
la  valeur  de^  prife  dans  Téquacion  jsss^^  ou  telle  autre 
qu:'on  jugera  plus  propre  y  dans  la  propofée  à  la  place  de  yf 
çnfuite  on  prendra  Tinconnue  nouvelle  ^pour  diftinguer  les. 
termes  de  la  fuite  qui  efl  la  valeur  de  x  5  &  quand  on  aurar 
trouvé  cette  fuite .  on  fubflituera  dans  tous  les  termes  à  la» 
place  de  l'inconnue  s^^  la  valeur  de  ^  prife  dans  Téquation; 
qui  a  fervi  â  faire  la  transformation.  On  peut  auffi  diminuer, 
les  dimenfions  de  y  ^  par  exemple  s*il  y  avoir  ^  au  lieu  d«^ 
ftyxy  on  pourroit  luppofer  y  =  »»^,  &c.  Par  le  moyen  de> 
ces  préparations^  on  peut  trouver  plufîeurs  différentes  fuité& 
pour  la  valeur  de  x^  &  choifir  celle  qui  eft  la  plus  comniodft 
pour  la  réfolûtion  du  Problême  ^  comme  auffi  celle  dont  les^ 
termes  vont  le  plus  en  diminuant^  &  dont  par  confequenc: 
il  faut  moins  de  termes  pour  avoir  une  valeur  tr^s-appro* 
chante  de  la  véritable, 

n  I- 

1  s  I  •      Quand  l'équation  qui  fait  trouver  le  premier  terme  de  la 
fuite  efl  compofée^  &  contient  plufîeurs  racines  pofîtives  Si  • 
réelles  )  on  peut  trouver  autant  de  valeurs  de  x,  que  cette 
équation  contient  de  racines  pofîtives  ^  &  l'on  peut  cher, 
cher  celle  de  ces  valeurs  de  x  qu'on  voudra  ^  ou  qu'on  jugeri     .    ^ 
la  plus  propre  à  réfoudre  le  Problême  ^  ou  bien  on  pourra^ 
les  chercher  xoutes ,  &  l'on  aura  lé  même  nombre  de  réfo-- 
lutions  du  Problême.  Si  cette  équation  compofée  qui  n'-a:^ 
qu'une  inconnue^  n'avoit  aucune  racine  commenfurable^  , 
on  trouveroît  les  valeurs  approchées  Je  iès  racines  inçom- 
menfurables  par  le  premier  Problême  ^  "^  ou  par  le  Problème  ?  17^ 

Ceci] 


t 
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de  la  derakrfc^âîon  de  ce  Livre,  &  ces  vâteur^  àpptaehiig 
/croîenc  priiès  pour  les  premiers  cermes  des  fuîtes  qu'onr 
.cherche. 

<(  Comme  xette  méthode  eft  de  grand  ufage  dains  lâ  Géo^ 
^-iwetrie  compofëe,  on  va  l'appliquer  à  beaucoup  d'exemples, 
:.&  quand  on  l^aura  ainfi  rendue  familière^  on  donnera  la 
-  méthode  de  diftinguer  les  expofans  des  putfiances  de  la  gran. 
deur  qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite ,  dans  le  pre^ 
.  mîer  ôc  le  fécond  terme,  les  autres  en  étant  une  fuite,  puif- 
.  qu'ils  4lôiv(:nt  écre  en  progreflion  arithmétique. 

I  V. 

;i  8z.  Quoiqu'on  tir  àk  que  quand  la  féconde  inconnae^  potr- 
iroit  être  plus  grande  qu'une  des  grandeurs  connues  de  Vé^ 
quation  proposée,  il  Falloit  prendre  la  grandeur  connue  la 
>\ns  petite  pour  dÛtinguer  les  termes  de  ta  fuite  qui  doit  êcre 
la  valeur  approchée  de  x  ^  cela  n'empêche  pas  qu'on  ne 
puiâè  dire  que  dans  ce  cas  lâ  même  on  peut  prendre  la  fe. 
éonde  inconnue j^  pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu'on 
*"  dherche  :  mais  comme  dans  ce  cas  la  féconde  inconnue^ 
•bit  être  au  dénominateur,  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe. 
Tes  expofans  des  puifiances  dey  dans  les  termes  de  la  luite,. 
iknvent  être  négatifs ,  &  que  d'ordinaire  on  cft  moins  ac- 
èoutumé  au  calcul  de  cespuiffances^  dont  l'expofant  eft  né- 
gatif, on  a  crû  qi>'îl  feroit  plus  commode  de  ne  faire  faire 
attention  au  Lc<Sbeur  qu'à  la  grandeur  qut  dîftingue  les  ter- 
lAes.d^smt  les  puiâfànees  ont  des  expofans  pofitifs.  Cepen* 
dant  pour  faire  voir  que  l'un  revient  à^  l'autre,  on  ra  refon- 
dre le  même  exemple  en  prenant  la  féconde  inconnue  y 
pù^r  diftinguer  les  termes  de  ta  tàké  qu'on  cherche ,,  qui 
«oft  être  h  valeur  de  x. 

Ttùifiéme  manière  de  réfindre  U  premin  Ex  impie. 

183.  r  O  II  R  trouver  ki  valeur  approchée  de  x  dans  l'équation 
j»*-H  ijjrx»  — y =36=  o ,  lorfquejf  peut  être  plus  grande  que  ar, 
-f-  nnx  —  «^ 

éU  fe  ftr vant  pourtant  die  /  êc  des  puîflanees  ée^y  pour  diftio* 
gtaer  les  tei-mes  de  la  forte  qu'on  cherche. 

i^,  Il  feur  fuppofer  x=r^J-^  ^•-t-  cf^^^^'^^ey'*^ 
,  etc.  te»  grandeurs  a^  *,  r,  ôcc.  fcnt  iûééxttitÀnée^. 
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!«.  Il  faat  élever  cette  valeur  de  x  à  la  troifiéfue  paKniQcei 
&  fubftituer  les  vdleur$  de  x  &  de  x\  dans  la  propofée ,  à  la 
place  de  x  &  de  x*,  &  l'on  aura  l'éqtiadoti  changée  qui  fuie  : 

x'  s=s  a'y  -*-^^fyy  \j^iai^y^  by       -*"  3^9'  " -*.&<« 

«+•  34*g'~* 

30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équirimi  châtf. 
gée  cgat  à  zéro ,  &  Ton  trouvera  par  les  équations  paitîcuc 
«ères  que  donne  cette  fuppofîtîon,  d^s:ii  x  y  ^  ==  ;— |  «^^ 
r  =^  —  f  «»,  <^=i-*- 1{  n\  r==  +  ^,a\  On  peut  dégager 
autant  d*aucres  termes  qu'on  voudra^  &  continuer  Tappro- 
ximatîon  i  ilnfinî. 

4\  Il  faut  fubftîtuer  ces  valeurs  de  dy  b^  c^d^e^  dâtfs  k^=say 

'^bf  ^  cjr'^^  •♦-  dy^^-^  ey"^  'Jh  Sec.  Se  Ton  aura  x^stsy 

—  |«y^— |»«y-'-4-^«y-*Hh  ^^y-^tic.  c'eft  la  vàleuç 
de  X  que  1  on  cherchoit. 

Il  faut  entendre  la  mêrae  chofe  dans  Us  câs  kmhlzhXd^ 
où  Ton  fe  fërvîra  dans  la  fuite  de  cette  troifîéme  manière. 

ElCEA^^LB       IL 

^H-     iRouvER  par  cette  méthode  la  fuite  infinie  qui  exprimé 

la  racine  jquarrée  de  la  grandeur  rr — xx^  c'eft-àdîrc,  crott- 

. 2. 

^r  la  fuite  égale  i  V/r  —  jrx  =±îrr— xjir  \ 

Il  faut  fuppofer  ;?;,==  rr — xx  **,  par  côûfèquent  i^^=Lf9 

La  queftion  fe  réduit  à  trou  wr  la  fuite  infinie  qui  exprime 
hc  valeur  de  Tinconnue  ji^dans  cecfce  équadoo^  par  les  pui£» 
lances  de  X.  Pcxir  la  trouver  y 

1**.  Il  faut  fuppofer  x^^ss  a  ^  ixx  -f-  rx*  -♦-  dx"  -H  rV 
-i-/x'**  &c.  ^,  ^,  r^  dy  &c.  font  des  grandeurs  indctermiflées; 

^"^.  Quanaat  chaque  men^bre  on  aura- 


ce  aj 


^^=*  Mt^  Xétixn  -♦-  bb^^    -H  Xéêdx'  ^^ 


39^  *     Anaetsz    de  m  O  NT  ll£*S« 

Sukftiniant  cette  valeur  de  ^i;.dans  Téquation  %gj^XM  ^^  rr 
s  o  y  on  aura  Téquation  changée  fuivance. 


\ 


-     ^     XX  =>  •+•  XX 


l 


-  rr  ^s—'rr 

Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
^gal  à  zéro,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  particulières 
qu'on  en  a  befbin  pour  déterminer  les  coëficiens  indéter- 
minez  a^  i,  c^  &c. 

y.  Par  la  première  ^^:=  rr,  on  aura  asssri  parla 
Seconde  %ab=i  —  i,  en  fubftituant  la  valeur  de  ^  à  fa  place 
dans  loi  ^  on  trouvera  b  ==  =^\  En  fubftituant  les  valeurs 
de  a  &c  de  i  dans  la  troifiéme  iac=i  —  U,  on  trouvera 
f  =ss  ^^.  En  fubftituant  les  valeur  de  a^b^  c,  dans  la  qua. 
triéme  xad^ss —  itc^  on  trouvera  ds=^. 

40.  Il  &ut  fubftituer  ces  valeurs  de  a^b^  c^dyi  la  place 
àt  Uj-by  Cj  d^  dans  x^^ss,  a  -♦-  bxx  -h  cx^  h-^x*  &c.  &  Ton 


I 


aura^sss  ^rr  —  xx^=^rr — xx  *  =r  —  î^-^^^-^i^x 
—  ïjp  x'  &c.  C'eft  la  fuite  que  Ton  cherchoît  qui  exprime 
la  racine  quarrée  de  rr  —  xx>  on  peut  en  trouver  autant 
de  termes  qu'on  voudra.  . 

On  trouvera  de  la  même  manière  la  racine  3c,  4^,  &c,  de 
la  fbmme  ou  de  la  différence  de  deux  grandeurs. 

Mais  il  faut  remarquer  que  (i  l'on  cherche  la  racine  quar^ 
rée,  ou  3%  ou  4%&c.  de  rr^xx^  il  faut  prendre  celle  des 
deux  grandeurs  r  ou  x  qui  eft  la  plus  petite ,  pour  en  faire 
la  grandeur  qui  doit  diiîinguer  les  termes  de  la  fuite  qu'on 
cherche,  qui  eft  la  valeur  de  %^  c'eft^-â-dire,  la  racine  delà 
grandeur  complexe  propofee. 

Exemple     II L 
^85-    \lRouvERla  racine  quarrée  d'une  fuite  infinie  a-k-by 
^  eyy  ^  dy^  -4-  fy*  ^  fy^ ^  &^*  c^eft- à-dire  ^  trouver  une 
fuite  infinie  qui  foit la  valeur  àt^/a-^by'^^cyy^dy^^ey''  Sec 

s=i  a  ^  £y  ^  cyy  -hdy^^  ey^  &c.  * 

Il  faut  fuppofer  x  ss  a  -^  by  ^cyy  -¥-  dy^-^  ey"^  &c.  * 
Par  confequent  xx  =:i  a  ^  by  -^  cyy  -^^  dy^  ^  ef  &c, 
&  OsBs— xx-i-^-H^^gfy-*-i^'4- ly*  &c. 


Livre    VIL  3f  ^ 

La  qùeftion  Ce  réduit  à  trouver  la  fuite  infinie  qui  ex* 
prime  la  violeur  de  x  dans  cette  équation ,  dont  les  termes 
ibient  dîftinguez  par  les  puiflànces  dey.  Pour  la  trouver, 

i^  Il  faut  fuppofèr  x===gH-^^-/)jf4-ifey'H-i^*H*/^^  - 

les  grandeurs  g,  h  y  iy  &c.îbnt  indéterminées. 
x^.  En  quarrant  chaque  membre,  on  aura 

•  •    4 

Subftîtuant  cette  valeur  de  xx  à  la  place  de  xx  dans  Téquâ^' 
tion  propofée  o  =—  xx-4-^-»-^-4-rjjy  &c.  on  aura  l'é- 
quation changée  qui  fuit. 

—  XX  =  —  gg  —  tghy-^  xpyy  —  ig^/—  t^lf    &c; 

i— i  ^hyy  —  ihiy^  —  i^iW* 

— //> 
-••4-*r+'g5'&c- =  H-  a   ^hy      J^    cyy  ^   dy^   •♦- ^y*      &C, 
3  ^.  li  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  â  ^ero  ^  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a  befoin  pour  déterminer  les  coëficiens  indétermi. 
»ez  g,  h,  i,  &c.  ^ 

Par  la  première  ggssif^  on  aura  g = ^  ** = v^^.  Enfub- 
ftituant  dans  la  féconde  igh  s=s  ^ ,  la  valeur  de  gj  on  aura 

i^as  — -  En  fubfticuanc  dans  la  croifiëme  xg/as  r — bbi, 


irf* 


les  -valeurs  de  g  &  de  J&4  on  aura  i 


^^ 


8^*        irf* 


En  fubfHcuanc  dans  la  quatrième  i%k  sss  —  xhi  -¥>  d,  les 
valeurs  de  g,  A,  /,  on  aura  ksss  — -^ 


On  trouvera  de  même  les  valeurs  deis  autres  coi;ficiens}  ceci 
ftiffit  pour  faire  concevoir  la  méthode. 

.  40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  g,  h,  iik»i  leur  place 
dans  l'équation  x  sa  g  -h  ;&^  -t-  /j^  4-  4^'  &c.  &  Ton  aura 


•7  y/  - — xy  «^c- 

»*»  4rfT 

14*   ■ 


3^1  An  AL  Y  &  E     Dï  M  ONT  RE'i. 

Çeft  la  ydeurdjC  x  que  l'on  cberchoic^  c*dl.à-4if  e ,' éette 

.fuite  eft  égale  à  y/a^hy-^t^y-^dy^^  &c, 
/On  crôuvera  de  U  même  manière  la  racine  3c,  j^t^  je^  &c, 
de  la  même  Aiice. 


Exemple     IV, 


1 8  6,    X  R  o  u  V  E  JL  la  racine  quar rce  de  la  fuite  infinie  ay^byy 
^  cy^  ^  dy^  ^y  &c.  c'eft  à-dîre,  trouver  la  fuite  infime 

qui  eft  la   valeur  de  Vay  -4-  hyy  -♦-  cy*  -h  dy"^  -4-  ey^   Uc. 

vfs  ay  ^  byy -¥-  cy^-V-  dy^  -h  ^j^^  &c«  * , 

11  faut  fuppofer  jc=s^^H.^j^^H-ry-H-^*&c.  *  Ainfî  quar- 
rant chaque  membre,  on  aura  Véquation  j^j^ssa^^^^^^^. 

p^t^^-^ey^  bec,  $io^==i^-r-xx-^ay'\^hyy'Jhcy^'^dy^  6lc. 

La.queftion  (ë  réduit  à  trouver  la  valeur  de  x  dans  cette 
équation  ,  qui. foie  exprimée  par  une  {uice  infinie  donc  lîÀ 
termes  n'ayent  que  lès  pui0ànces  dejr.  Pour  la  trouver,. 

i^  Il  faut  fuppofer  xz^fy-^hyy  •+-  if^^  ly^  ^ff  &c 
les  cocficiens  g,  h^  i,  &c.  iont  indéterminez. 

x^.  £n  quarrant  chaque  membre,  on  aura 

XX  ^  %yiy  H-  xgA/  ^  ^pf-^  ^%lf  -t-  îffl^^ 

On  peut  mettre  un  des£  de  chaque  terme  parmi  les  coëfî- 
ciens,  afin  que  les  puiflknces  ^^^^,y,y,  &C*  ièrvenc  à 
dîftinguer  les  termes  ;  ëc  Ton  aura 

n  faut  fubftfcuer  cette  valeur  de  xx  à  la  place  de  xx  dans. 
l'équation  propofëe  o  ==  —  xx  -♦-<«/•+•  fy/  +  9^*  &c.  &  l'on 
aura  réquacîon  qui  fuie'. 

50.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  égal  à  lero^ce  qui  don- 
nera les  équations  particulières  dont  on  a  befoin  pour  déter- 
miner les  coëficicns  indérerniinez  g,  i&,  / ,  &c. 

Par 


L  I  y  n  I  -  VH..-  '.  •.  :;  A  3^1 

(  ^AT  la  première  gyg  «s  s,  on  aura,  ^  x  y  »  «s^'t ,  & 

j  ««.i    _  *    i  —  '  -  ■  ■  ■   " 

€«=<«  *  y     *  j  htgysssa'^y^.  En  fubftituanjc  cette  valeur 

degy  dans  la  z*  i^bsssà,  on  trouvera  A  = -|.  ,Jl^  y  ""  Tji 


la*  r 


En  fubftitaant  les  valeurs  de  ^  &  de  A  dans  la  3»  aeyisi^' 
--  jfhh\  on  trouvera  i  wm  —  J^y^  f  ^-  -l-«~  T> 


Subftituanc  les  valears  de  ^,  de  ètcàt  i  dans  la  4»  2<ry/= 
xfbi^i.  on  trouvera  /«»-».      ^     v""" »       ,  ^^    - —  -L' 


d. 


4  • 


•i 

.4-* 


•  •       > 

4an$! 


là  cinquième  *&f^=a'^i;r^/—>«-f.r,  on  trouvera /«^ 


40.  Il  faut  fubfficuer  ces  valeurs  de  «y ,  b\  ï  l  «  ,  da„, 
.      ;      *x*»  gx.*T  ,^^^i         ^ix8x^?^ 


».       «  •  ^      • 


r» 


>n  cherchoit.  ^  '*'  v/+ff *  &ct  que 


sfM  .A  M  A  l  TU  B     D  1  M  O  if  T  I.  B'f. 

Os  crmiittra  deU  même  mamexe  les  jaaaes  |%  4\  5V 
<^y  &£«  de Ja  même  fuite. 

^AyEkTÎSSBMEKTi 

r^  ^eut  trouver  une  formulç  générale,  par  le  moyen  de 
laquelle  on  aiira  CiNic  d'uncpup^  par  la  fimpk  /jubftîcucton^ 
**  fes  racines  <|u^on  voudra  de  la  (bmme  ou  de  la  di£Fcrence  de 
<)iinr  ^raUdeofiis  f  les  radhes*^Vm  vosdra  d«  la  (bmme.  dé- 
crois, dç  quatre,  de  cinq^  de  fix  grandeurs,  &c.  £c  enfin 
les  racines  qu'on  voudra  d>n<  fuite  i^fioie^de  gr4nde<irl«  On: 
jîourra  aufli  pat  le  moyen  de  la  même  formule,  élever  la 
Cbmme  de  deux,  troi^,  quatre  grandeurs ,  &c.  éc  une  fuite 
infinie  de  grandeurs  aune  puiflànce  quelconque  5  ce  qui  abré- 
ger^ de.  beâûcpup  le  calcul  de  cette  méthode,  dam  Ja  réfo^ 
Kxtion  des  équations  àurquellès  on  pourra  Pappliquer. 

On  fera  ici  une  di^reiSîon ,  où  Ton  mettra  tous  tes  prln^ 
dpea  qni  fervent  à  trouver  ^  à  démontrer  cette  formule 
gênerais -)  à  cay/e-de  (à  grande  utilité,  âms  rien  £ippafer- 
que  Içfsvil  calcul  de  ïi^igd:>tQ. 

SECTION     lit 

j^icvifHm  kr  ^uàpès  qm  fervent  i  iemtmtrtr  tes 
^         frites  des  différent  ordres ,  ff  les  ufigts  de  ces  fuites 

^  ^pouPtrounfer  une firtnule  générale poi^Ufim 
*        fmJpinees\t^paur('e^triL£iiwdtf  racines  ^Icouques. 

iS7«  Xéi^Oii^  pommé  daosia  Seâion  précédente  wm  fuite ^  la 
J^mmc  de  tous  les  termes  qui  w>nt  à  Tinfini ,  qui  eft  la  valeur 
â^proebéede  la  racine  d'uhe  équation  ^  &  une  fuite  en  ge-^ 
neraleft-i^fbmme  d*un  nombre  de  grandeurs  jointes  enfèm- 
Me  paf  les  fig^nes  -f-  ou  — ,  ou  par  tous  les  deux,  lequel 
tfomVe  dé  grandeurs  va  à  Tinfini.  Il  y  a  de  ces  fuites  donc 
tous  les  termes  ont  quelque  raport  les  uns  aux  autres  :  il  y 
0p  $1  d1m(rea.où  cela  ne  le  rencontre  pas. 

Les  fuites  que  Ton  va  expliquer  ici,  font  plufîeurs  fuites 
4?  la  ptcwçrç JûrtÇ^ft^.q»  fe»i  i^pcncfanies  k» 


f 

M   •         •    •         •■      • 


^ 


L  I  ff-  ft  B  •■  V-î  I..'.  f^ 

n9tt  écu  «arfeftrl*  prcmkce  cft  fiippofiieïhitoir  «09«emiiie 
froprkcé  qu'on  rtpli^vera  )  k  ftcqade  eft  fonuéc  }M(  fâdL 
ittQoA  £kttB  ptr.9W<  4««  cpm^'cù-k  prtoi^ce)  la 
me ,  par  l'addition  faite  par  ordre  dés  ttr aa«»  (le;la  fi 
U, qu«trifiine, par Vadduion fintc  par  ordie  des tenneid^ 
Utr»ifiéinoj,&aiftfi4eiiiijeeàr}imBi;  * 

.  CqnaBoe  ce»  fuirés  «ontieatuent  les  ptoftkttt  ^nariltà 
des  Atifef  des  vomln^e»  ^  ^n'on  «(^pc^  «le  diggSn'na  «r<W| 
lavoir  dt»  pren»i6V  «urcUe  »  d»  iêeoiid  osdre  y  du  troi^SdiM 
ovdce, &s.  &  qu'oflil^a  L''applkaikMi des  proprictiti  de  caè 
itûte»  gf^ierales  aux  fuites  des-  nombre»  d«  difièreBS  orddflB9i 
on  peut  auQj  les  nommer  Us/mitei  dm  J^fferfm  mlr^» 

Les  fiites  generalet  àes  différais  ordres. 


•  ^ 


f* 


:> 


r- 


*    T 

d. 


Demandes  OU  fftpfofitU^s  fir  ai  fuins^ 

T  • 

IrES  gflMdxnf»  M<préfi(n«éies  i»  generaf  parles-lettres'  df 
eliaqpe<toldwie:,  feiit  ceft^a^m^appeMèune  foite.  par  e*cm.* 
F»  "sK^yAA  ^«  i«»graiidèar^  die?  ïâ.piw»érc  faîte  i^,i5 
f,  A',  />  font  tes  gpâtodléw^de  laeebndéfiiite'i^ec  âwdë» 
«wres Voit'pttB«ctMiceV<>ii' cjue éftaqtre  eoMrnie' ^à-Hnilhï; '» 
<  Êa?pr*fi^«é  dé^^lkjwtalèréMe  dtquelâ^^^ 
tant  de  termes  qu'on  voudra  prendre  dans  cetteft^îte  àttpf^- 
1^^lfK*Mi4fi>j.éamprit{Ht  îftf-ptécftrfrtftr  n^Birdty  tetiiftt 
de  cette  Ibmme ,  parle  terme  qui  fuit  îmm^diaifeineiirïr 

Dddii 


.o-^x 


i9i 


9f  A  K  AiirïB  I  de-*a#oVt  ili'e. 

fikt  ttrmc.  de  cette  même  iomme  ^  jcominâ  l^iimtè  eS  t 
jwc.graûdeur  donnée  r^  qaToiî  jtppeUeKi  fexpofànt  de  ceare 
ittiçe^  par  exemple^  -rf-»^^4.r^^^  4/:t  i.gi  d'oà  il  fuie 

:  Aiaii  la  propriété  de  cette  première  fuite  peut  aufls  s'ex. 
primer  de  cette  manière  :  La  fômme  d'autant  de  termes 

Jii'oD  TOTsdra  depuis  le  jiremier  4;  compris,  eft  égale  au  proù 
ui^  du  terme /qui  fuit  îrtimédiatendent  le  dernier  terme  d 
de  cette  fomrae,  pir  le  noiÀbre  des  termes  4  de  la  môme 
ibmme,  divifç  par  la  grandeur  déterminée  e,  qui  eft  Tex. 
pi^fant  de  la  première  fuite  a-^A-^c^dsss  ^^  de  xncmlf 

1  L  ^ 

189.  Dans  chaque  autre  fuite,  c'eftâ.dîré  dans  la  t*,  la  3*, 
la  4%  &c.  le  premier  téripe  eft  toujours  égal  au  premier  ter* 
Aie  de  la  (bitcj  qni  fa  précède  irhmëdiatèrhent  j  lé  fécond  ter« 
sne  eft  égal  4  kfommiedet  denx  prepiiers  ternies  de  la  fuite 
qui  la  précède  injmédjatémeAtj'  le^roiiiéme  t^rme  eft  égal 
i  la (bmme desti^ms  premiers  tcrme^ de ifi foitfc  qui  la pré> 
cede^  &ainfide  JTuite^  t 

Dans  la  fecobde fuite  g^ss^r^  i^=sxa-Jhlr,  iws^a-^-b-^c^ 
k^a^h^^c^dtià.      ;    -^.  j    \^   :    '• 

Dans  la  tiforfrcmjdt  I*=g7  )^F==gr*-^^  q^g'^h^i  &c. 
il  en  eft  de  même  4ei  auijres  (ipitès  fuivantes ,  dont  il  faut 

concevoir  quele  nomjbre,  en  va  d  rinfini.    ., 

■  "t 

Première  fréfâjttion  Jmr  UsJuiHs^  qui  en  coniient  la  propriété. 

^-  .•  '  •  •  •  .    .  ,     .     \»  .    - 

An  s  chaque  fuite  la  fomrne  id^autant  de  termes  qu'on 
voudra,  depuis  le  premier  conipfis^eft  égal  au  produit  du 
nombre  des  termes  de  cette  fominî,  par  le  teirme  qifi  fuie 
lê  jderniér  terme  de  Ja  mêmefomme,  divife  par  iine  grafl*. 
deur  donnée  qu'on  appellera  t  expirant  de  atte/nite^  lequel 
^xpQÛAt  eâ  toju JQiuï  Texpoût^t  e  <fe  la  premiere^utte  ^  9Ag«* 
fhentéi^  r4mité.4ansia  iècnnd  fuit^,  augniientédf  4ettX; 
nôi^x  clans  la  troifiéme^  de^troîs  luikex  4in$  la  qoatriémei 


V  •  « 


Sait  Ja  iQmpie  de  cane  de  cecine^  q^'ofl  voudira  dit  elHtqufl 


AÛCe.sssj;'.:' ...      ,;,;,:•:     :'-•.:  -i  r--      '.<.  ..:>;i'.>,.-j 


L  1  y  n  1  '  Vir.  5^7 

^  Le  nombre  de$  termes  de  la  fbmme  fdit  a  )i'3  Bc  comme' 
•n  n'en  preqd  q«e.quaare:]90ttf  &r?ir  d*exem^v  4«aii.  ^^ 
r  Le  tef  me  qui  fuie  le  derpier  4e  la  féconde  iuice  eft/^  celai- 
de  la  troifîcme  eft  /j^de  la  quacricme.^,  &c.    - 
Ainfi  la  propriété  de  la  (econde  fuite  eft  / as /x  i^";. 

;  La  propn>tçdetJa,troîfichne  fuite  efl/Œxr^  ;^ 

;.  La  propriété  de  la  quatrième  fuite  eft  i  sa  ^  x  ^* 

^'  £t  ainu  des  autres  fuivante;s  i  rinfini.  .    . ., 

.,  ■  ».     -  ,    .  «      « 

i 

Démonfiratian  de  la  fec^nie  friUi 
Xl  faut  démontrer  que  g  H- i& -4- i-i-isssjf  ss/x  j^: 


Parla  i«fuppof.i/ 
^Parlai«(uppofI 
Parla  i^fuppof. 
Parla  i«fuppof 
Il  eft  évident,  que  . 
.  Dojîc  ^,*  ^  - 


a 

o 


A  f 


^x 
ax 


li 

-  ê 


# 
f 

II  —  » 

4 


j^  parla  z'fup« 
/  par  la  i^  fup. 
h  parla  i*  fup. 
gpariai^'fup» 


ao. 

ii  j 


li 


.1-" 


ms 


hxf^ 


h  -f>  ^  -f-  o  )  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe  ^ 


"7* 


Mais,  i<>,  pqîfqqç  parla  féconde fuppoficîon/-4-i 4- rr«ti 

-»-*i^  =? /,  Ton  aura  ^  x  f^d-^-c-^-b-^a  ss^xL 
t^.  n  étant  égale  à  4  dans  notre  exemple  ^  on  peut  difpofêr 

les  produits  négatifs  — s^-^^— ^— -^  de  la  manière 
i(uivante^    . 

•        »  ^  ^^ 

•'       ^  -  •  , , 

—  r— »  — ^ 
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li 
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•        % 


mt 


<Ainfi  1^  aara  par  la  féconde  (ûppo/idoii 


Î5 


•  f 


T^»" 


Donc 


f    <>» 


•  «         T 


rf^Hf 


k 


A. 


Ddd  iij 


L 


iLfMcafic  i.  oreifint  dans  Vé^aàitéA  »  fil^  W  'iri 


McttatK  i  preicnç  daos  Vcgalité  l  m  /•*- i(  h- #  •«- * -f- < 
^.iU-Âihg-HO}  mutâplMM  le  eoac  p^  r^  ft  oraalpoânCy 

a ■  ■     '.     •.■■■■■■■■■•  'i  '        ■    r   '     ' 

on  aura«/*=sr  X  **  i-*.^-*.  g -*-r)f  *  +  /♦*•♦•  ;g| 

dîvifanc  £kà(^  memt^re  par  #-*- 1 ,  on  aarà  -^xf^a^à 
^  I  H- A -»>  g.  Ce  qui!  fâlfok  démontrer. 

Dèmnp'étH»»  f^nr  ht  tntfihur  fiitt. 

Il  fill«clénK»ntfer<ÏHtf /aa«-H/-»-f^-4-rsafX,"f^,      J 

Par  la  âimoïAt.  préced.  ik  hp-  i  -^  ^H^-ga*^  x /:*«>»  p»rUi«ftj. 
a  eft  évidentgue  oas^xjraaq».  . 


i^k'^i-¥'h-^g  par  la ièconde  fuppofidont, 

•V;  T»~H;;|*;iH  » .«  A — /«—  i& — gss — r  par  U  ««  fup. 


Donc  aktaamoLi^i  la  place  de  .-a.  x  /-«-*-«-/-♦- A -h g, 
&  —  ^rV:./-.r.i.  la  place  de  —  ^"*iZ,*"*  dans  Tégalitii 

l'on  aura  ^,  —  '"*»>  "  «p '">»- î ?•■/►-*?»  i joultif Ikto» 
le  toujç  par  »  -»»  i ,  &  tranfpofint ,^  on.  aura  nts^f-^t  ji, 
p  «t-^.-*-  ^  Hh  M  -^  1*, X.  r "j-^f  •¥•  f  -^mi  dîvifanf  chaque 
wemhjje^pju:  r ^.i Hf  x»t»/^  i ,  on  trouvera  tx^  «sr 
Ht>  f  ^-  ^.rfe  P::  Ce.  <)u*tl  foUoit  démontrer. 
Il  çé-étidenrqnçla-Tirtnwdémonftration  peut  s*appU-. 


•    *  • 


Cô&Ot.LAIft.«I^ 

f^x.  On  oonàKim  2  l*«kpo<Mtiiecfatqttefiilte,f^4.àlit, 
on.^polferft  que  £  rçpféfetitc  4  pour  tft  pitmteiê  fiiïie,  e  ^  t 
Ipour  u  (ècooie«  /  ••»  »  pour  ia  troiâotntf ,  4}ac.  on  Aftpeâeiit 
s  ie  nombre  des  termes  ^jp  le  <teniier  cetine  )  ^  le  ttifnè 
^ui  fille  le  dernier  terme  ^  /  U  (bmme  des  Demies. 
•  .  «tm  W|  k  J  1er*  1»  forade  qai  fthrirt  à  trouver  là  fi)ri)fne 
^es  termes  de  chaque  ftdte.  Il  tt*y  Aun  qii*i  (tMictter  i  là 
place  de  w{,  le  terme -qui  fuit  le  dernier  terme  i  i  k  pbct 
de  «^  le  nombre  des  termes  |  &  à  Ja  place  de  i?«  l*eip«lÎMK 
de  la  fuite ,  &  Ton  ^r^  la  ibmme  des  termes  de  la  lùices.  v 
Pour  avoir  une  féconde  formule  par  le  mo^co  du  dernier 
terme  D  de  chai^ue  fuite  «  on  remarquera^que  le  oombec 
des  termes  qui  précèdent  le  dernier  eil  «  — *  t ,  jpar  coole- 
quenc  la  fomme  des  termes  moins  le  dernier,  lera  /  — •  D 
ma  D  k  *^,  Ajoutant  *4»  D  à  chaque  membre,  ôti  A\irà 

isB  D  X  "-^^  Ainfi  éai*Vx  ^^^  fera  la  formule  qid 
feryîrâÀ  trouver  la  Ibmme  des.  ternies  de  chaque  ûmke ,  lorC» 
q9*on  connolcrà  le  nombre  des  termes,  le  dernier  terme,  H 
f  e  jcpofapt  de  la  fuite.  II  n*y  aura  qu'à  \qs  fubftituer  à  la  pUcQ 
des  lettres  qui  les  repréfeotent  dans  çêttè  formule.  , 

C  O  ».  «   t  L  A  t   It  1       tl.  -* 

19  t.  ËM  ftippofimt  que  le  dernier  terme /de  la  première  iuii% 
eft  donné ,  que  le  nombre  des  termes  de  chacune  des  fuites 
eft  le  même  qui  eft  auffi  donné  «  &  repréiènté  par  »  «  &  que 
Texpolànt  delà  prenHere  Aûte  eft  r,  qui  eft  SQfu  donné  \  on 
peut  trouTer  pit  le  moyen  de  la  foriii'ule'  ss^Dh  '~g*'* 
les  iômmesdechaqoefbite  te$  utiei  aprèè  lés  aiitres ,  c*eft-i. 
dire  la  valeur  dé  chaâue  ràog  perj^ndiculaîre,  &  en  même 
temps  la  valeur  du  dernier  rang  paraliele ,  ou  la  fomme 
égale  àf'^i-^f-^l^^iu.  La  même  mét&ode  Isrvira  à  trou- 
ver  tel  autre  rang  faralléle  <|ué  roii  voudra. 

I^  Pour  aiv^Ja  fi»mmé  dçs  teilmés  dleÛ  première  fuite, 
ft£iut  fubftitoe^  dins  b  fbriDu^e  jr  «f  j|>  «f  ^4^,  /  à  ù 
place  de  I>s  l'&cpoianc  de  IdpMlere  £h13B.««  à  la  place 
4c  Mi  U  r^n  ailra pour  la ioqiiAe ^e:  ki^  paokxe  iuite 


^  ip.  pour  là  féconde  fuite  ^  il  faut  fubdicuer  Ja  fomme  de  lâ 
j^remîere  fuke  /x  *-^^'^*\  qui' eft  égale  au  dernier  terme  / 
4e-  lafecaqde  fuite  par  la  teconde  fuppofition ,  â  k  placé 
'^e^D  dans  }a  formule  /bsJD  x  ?:"]^-^,  &  l'expofànc  e-^  9 
jdê  la  féconde  foîçe^  â  la  place  de  £  s  &  l'on  aura  pour  la 
ibo>n9e  de  la  féconde  fuite  s  x^fk  ""—yts  x  ^  as  #  par  I* 
féconde  fuppofidon. 

1.  i  ^«  PoUr  ia  troifiéme  fuite,  il  faut  fubflituer  dans  laiormule 
1  s^  i>  X  ?r^r^^  le  dernier  terme  de  la  troifiéme  fuite, 
twp/xtei^:-'  X  s^îi  à  la  place  dé  Dî  &  Texp^fenc  e^z 
de  la  troifiéme  fuite,  à  la  place  de  £;  &  Ton  aura  pour  li 
fommtdQlz  ^ifmtc  s^fx^-^=i^^x^  ' 

D*où  il  eft  évident  qu^en  continuant  à  l'infini  la  fuite 
fx^f±jx  -j^x  ^-i^.x  '^^^i^  X  24^^  &c.  les  projluiti 
de  fés  termes  pris  de  fuite ,  donneront  tout  i  la  fois  &  le« 
fômrhès  dé  chaque  fuite,  Scies  valpirsdes  termes  du  dernîec 
rang  parallèle  /,  /,  r,  ^^  &c.  ^ 

'  Comme  le  nombre  des  termes  eft  rfcprcfenté  en  gpnèrat 
par  fiy  en  fubftituant  au  lieu  de  n  tel  nombre  de  termes  qu\>n( 
voudra,  &  à  la  place  de/ le  dernier  terme  de  la  première 
fuite  .qui  répond  à  ce  nombre,  l'on  aura  par  te  moyen  de 
cette  fuite  les  fommes  de  tant  de  termes  qu'on  voudra '^de^ 
chaque  fuite,  ficks  valeurs  des  termes  dettâlrang  parallèle 
q<on  voudra!'  ,  .  ,  _ 
'  Snonde  iiffoStion  tUs^ fuites. 

0  «  ^       » 


••t.  ./ 
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V* 


1  ^    T 
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i. 
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Troifim 


y  ,  .    .-      »       *,  '     " 
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Trci/émefitpfopion.  '    ' 

E  t  mêTmes  fuîtes  peuvent  être  dîfpofées  comtiae  on  le$' 
voit  ici  Le  premier  terme  de  là  troifiéme  fuke  eft  à  côté^ 
du  fécond  terme  de  la  féconde  j  le  fécond  terme.de  la  trqi^ - 
iiéme  fuite  elfc  àx6té  du  troifîcm& ternie 4e. la  féconde.  &c« 
fe.pt-emiér  texmedek.quatriémc  fuite  e^â.côté;da  ièccmd^ 
terme  de  la  troideme^^ic^fècond  termede  la  quatrième  fuîtes 
éft  à  coté  du  troiïîéme  termede  la  troifiéme  fuite  ^.&c.  Sc 
âînfi  des  fuites  5;%  6\&c. 

"-  Le  nomBre  de.s  termes  de  la'  premiere^fc  de  la  fecontlè 
fuite  eft  égal}  d&as  la  tr<ÀCiétûts  il  eft  moindre  d^ùné  ûmtéf 
dans  la  quatrième  yjl  eft  moiadre  de  deu^  untceiv^j  dam  kér 
cinquième,  de  trois<unitez;i  6c  ainfidefuke.   , 

Nommant  n  le  nombre  oe^  termes  dé  la  première  8c  di^ 
la  féconde  fiiite^» — i  eft  le  nonibré  dès  termes  de  la  troî-T 
jiéme  ;  n^-^i  eft  lê  nombre  dbs  termes  dé  la' quatrième}; 
jj-'-^j  delà  cinquième,  &e.      ;  -.        .         \ 

^  Oa-nommera ,  convipe  ci-deflus ,  Je  dçmtér  eérme  de cfaa^^ 
que  fuite  D  ;  k  terme  qui.ïuis  le  dernier  j^^  rexpofaM  xle 
chaque  fuite  £.9  &r le  dernier  terme' dC'kt  prencûere  fuite /v 
qviH>n  (uppofe  donné ,  a>vec  â>nrexpo{ànt  e: 

Seconde  proppJltiùnJUries  fuites  ^  quienfiiffie  i  trouver  les  valeun 
^     des  termes  F  y  1,  r,  v;  yvz.,  &c.  du  dernier  rang  farallèle  ^. 
o»de  tei  autre^  rang-farallete  qu*on  'wudra^ 

194.  On  fe  fervîra  de^la  formule  s  =&  jp  x  * "" ' T.^  pour  trouver 

ia  valeur  du  dernier  termede  la  feconde  fuite ^8& de  la  fbr^ 
mule  j  ssv^  X  f  pour  trouver  les  derniers-  termes  delà  3*, 
4%  5*,  fuites,  &c. 

I^  Pàqr  la  fecondô  fuite,  le  nombre  dès  teirmes^  m  le 
dernier  terme  /xju'bû  cherche,  eft  égal  à  la  fojnmé  des  ter- 
mes de  la  première  fuke.  OA  aixra  Ik  fomme  des  termes  de 
là  première  fuite ,  en  fubftîtuànt  dans  /cî=s  IX  x  ^^—^  ,  /  i^ 

la  place  de  JD,|Sc  e  àla  place  de  £5  âinff/s=c/x  iî^^*. 

2®.  Pour  la  tçoîfôme^  fuke^ le  nombre  d^s^terine&eft^  —  i  ^ 
le. dernier  terme  r  çft  égal  î  la  fomme  àesî termes  delà 
feconde  fuite,  moins  le  dénier  terme  qui 'ea  eft  exclit»^ 
Âlnfiii Êiut  trouver  la  fdijinie  des  termes  de  Ja  zc  fuite*,  le 
nombreiies  termesécant .»  -^  i ,  leiprmé  mii  fuit  je  dernier 
étant ise/x  «^;.*i^A:rcxpofàiit  delav  luitè  ètancr*  ^ 

TmHtl^  Eee. 


Il  eft  évideni:  qtfil  ne  fiiut  pour  cela  que  fubftîtiier  dans 
%  formule  /  ==^  ^  |,  fx  ^l'^^'ilz  place  de^-j  n-^  i  k 
da  place  de  ii^:&  ^^-  lA  la  place  de  E  i&cVon  .aura  x-ss/x 


•-i 


.  5**.  Bktns  la  quatrième  fuîte^  le  nombre  des  termes  eft 
If  .^  ^ .  !e  derhîer -terme  eft. égal  i  la  fomme  des  termes  de 
îi.tfoîfiëme  firfte,împîhs1e»derme^  terme  r  qui  en  eft  exclu^ 

écqrH  eft  égal  ifx  "-^^^  x  J^'. 

,  Pour  trouver  le  dernier  œrme  v  égal  ^laiomme  m  ^-/ 

^.^  3  il  eft  évident  i^u'il  nefauc  que  fubftituer  dans/sats*/^  x  |^ 

.fl^  nssji^x'  5^>  â  la  place  de  <3^;  a — -i  à  la  place  de  n  j  $c 

rexpofaat  ^h-  t  de  là  troifîémé  fuite,  àlaplace  de £i  &  Itoa 

iura  v«/x  --^j^  X  f~;  X  J-J. 

D'oà  il  eft  évident  qu'en  cootinuant  a  llnfini  Là  fukJB 

/x  ^l^  ^rri^i^  ^  T^^  7^4  f  -to:-  1^^  produits  de  fe» 
œrfBfi$  pris  de  fuite,  donneront  par  ordre  les  uns  aprè^  les 
filtres,  les  vaiiectrs  des  termes  du  4ernier  rang  parallèle  de 
la  féconde  diipofîtioa  des  fuites  /^  /,  r^v^y^  ^,  &c. 

Mais  n  reprcfèntanten  gênerai  td  nombre  de  termes  qu'oa 
voudra,  en  fubftituant  dans  cetteimte  1  enonîbrequ'on  vou  ira 
:^la  place  de  ^,  &le dernier  teribe  delà  première  fuiœ qui  ré^ 
pond  à  ce  nombre  de.tcrmes,â  la  place  de  J^ Ton  aura  par  cette 
juite  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  parallèle  qu^on  voudra» 

Jipptication  dexe  qu*on  vient  de  islêmontur  des  fuites  tn  gênerai^ 
aux  frites  des  n^nAres  des  diffèrens  ûrèf^s. 


i^ fut  te 


4"",  ordre. 


•  * 


1 1  -:•  -^ 
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^95*  .1^ Jà  .premiianr  colômit  cowient  les^  unitâz  ,  dtnît  ciiâqiè! 
cerme  n*e(l  que  runiccy2&ki  £;>n)0)e  des^cermes  eft  égalé  oU 
nombre  des.  termes  j  par  exemple  ^ la  foniraede  cinq  unicez 
eft  ég;ile  au.  nombre  des  cermes  5.  Ec  de  plus,,  la  ibmme 
d'autant,  de  termes^  c'e{l;;^^à^dire  ^  d'autant  d'uniti&x  qii'ott 
Voudra;  par  exeixipie  ^.^^qfiiçfl;  |a  fomme  de  quatre  terme^^ 
efl  au  produit  du  nombre  de»  termes,  de  cette  fomme  par 
le  terme  qui  Tuit  le  dernier  qui  eik  i,  lequel  produit  eft  4^,. 
comme  l-unité  eftf  i  runitc,.  c*e{b~à'djre ^rà  une  grandeur 
donnée;  aihfi  I  eft  rexpofant  de  la. fuitp  des  unîtez.  Oubien^i 
ce  qui  eftla  même  chofe,.  la  fomnie  d*autant  de  termes 
qu*on  voudra  j  par  exemple^  h  fomme  ^.de  quatre  termes 
cft  égale  au  produit  du  nombre , des  termies  dé  cette  fomme], 
lequel  nombre  eft'  4,  par  le  terme  i  qur  fuit  lé  dernier^ 
divîfë  par  l'expofant  i  de  là  fuite  des  onicez  ^  car  4  =^^1^-^. 

Ainu  nommant  n  le  nombre  des  termes,  .f  leur  /bmme^ 
P6n  aura /.  «x  ï  :m.  i -oq  bien/acs^^; 

Les  nombrès^du  premier  ordre  font  formez,  par  l'àddîtîbflL 
feîte  de  fuite  dps  unitez,  &  ce  font  1rs  nortibrés  niaturels*; 
lepremia*  r  eff  égal'  attpremîer  i  de  la  fuite  dès  uhîtez  j  le 
fécond  1  efl  égal  â  la  fomme- des  deux  premiers  termes  dé 
la  fuitÈtd^  unice%^2:=a&  V'^i  *,  le  troifieme  3  ^ft  ^al  â  liai  fuite 
desutrdspr^ieçs  ternies,  delà  fui^  des  u^^  -f*  3:^1) 

&  ainfî^cjejuite.  :  •  ,.    .^  /    ;.     •^;  .     •    • '•;  ::'  h     •::>ut..it 

Les  nçrabre^  du  fécond^  ordre  fpnt  fornie^i^e  Wm&nft 
manière  par  Vaddition  faite  defuite  désnombres  du  pr^ttipr 
ordre. 

Les  nombres  dU  troinëme^  ordre,  ^mforn^f  pat  l'ac^^ 
tion  fàittf  d6  fuifié  des  nombre^  du  fçcbnd  cn^fè  j^  ajiiii  dc^ 
autres' ordres.  \  '     "  f  '] 

e  o  K  ont  X  À  I  k  r    I.      , 

19^.  X.L  eft  évident  que  les  proprietez  qu'on  a  démontl^ei  des 
fuites  en  gênerai  ).  conviennent  à  ces  fuites.dè/s  nombres  dès 
difi&rens  ordres.  Ainû,,  io«  rexpofànr  des  .uiui^£  écanc  i  ) 
Tèxpofant  du  premier  ordre  eft  i  «h  1  ^m'^'i  çelui'du  &cond 
eft  z  -H  I  =a  3  j  celuiv  du  troifiéme  eft  3  4*  i  «pb4  j>&v  ainfi^ 
des  autres.  _  .  ;  :;.  :i 

2.^.  £n  nommanclènombre  des  termes  dfe  cbaquè  fuite;» ;> 

JBee  îj. 


^ar  famm«  /^  le  dernier  terme  I),  celui  qui  fuît  le  âeroief 
terme  c/^,  Texpcfànt  "de  chaque  fuite .£•,  Pon  aura  ces  deux 
cforniules  pour  trouver  la  fJomme  des  termes  dans  chaque 

ifuite y  s 3=0^ x.|.,  /•«=  2)  X  '""y"'^> 

En  fubftituant  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  deux  for« 
;mules  le  <iernicr  terme  i  de-la  première  fuite,  ou- le  terme,  i 
iqui  fuit  le  dernier^à  la  place  de^  ou  de  D,&  f  expofant  i 
41a  place  de-B,  t'en  aura  pour  la  fomme  de  la  luitc  des 
4inîtex  i^±cs4  X  f  =  5 ,  qui  eftle  dernier  terme  de  lafeconde 
^par  la  quatrième  iuppofitîon. 

En  fubfti tuant  dans  la  féconde  formule  /=  2)  x  ;"'**"* 


£        S 


4edernier  terme  du  preniîer  ordre ,  marque  en  gênerai  par 
^  >c^,  à  la  place  de  i),  &  t^expofant  i  du  premier  ordre  â  la 
^place  dejB^  on.  aura  pour  la  lommedes  termes  du  premier 
ordre  j=:i  x  f  x^*  égale,  par  là  quatilémeJuppoCcion^ 
<iu  dernier  terme  i  5  da  fécond  ordre. 

En  fubftîtuant .  dans  ia  m ême  formule  j  ==  D  x  -rl"^  ^ . 

ie  dernier  terme  i  x  fx  l|ii  du  feçonjd.  prdre  qu'on  vient 
de.  trouver  à  ja  place  dé -S,  &  rexpdfant  3  du  fécond  ordre 
^la  place  de  £^  on  aura  j)oui:  la  fommexles  ternies  du  fécond 
ordre  i  ==  i  x  f  x  ^'  k  ?^*  égalé  au  dernier  texwae  3  j  du 
ïroifiéme  ordre  par  }a  quatrième  fuppofîcton« 
.^  iJEnifi|}>ftitu^ti!t4eTOêine  dans  j-:;asl>^  i»;~:f.  le  dernier 
ftvv^e -ix  J^-^  3»i  x^2i*LLdtt  trôïfiéme  ordre ^'on  vient  de 
trouver,  à  la  place  de  JD,  &  rexpgfant  4  dû  trôifiéme 
ttrdue^ à-Ia-pléc^  de  £;  on  aura  pour.la  fomme  du  trôifiéme 
br^re  j:  =L  1  x  -f  x  J^  x  -s^  x  *^  cgi^le ,  pafla  quatrième 
fuppofîcion ,  au  dernie^  terme  yo  du  quatrième  ordre. 
•  *  ;Ef  dû  il  çft ,  è^îdcnr  qu'yen  continuant  ;â  J'infinî  M  fiiice 
Y^^ic-i^x  4^  V-^  ^3x'^l  &c/  les  ^rodm^^  des 

grandeurs  qui  Ja  cpi^ppfcjnt  ^  pris  de  fuicç  depuis  la  pre- 
mière I ,  donneront  en  même  temps  par  ordre  les  fommo^ 
lie;  fuîtes;  *& 4es 'ter mes  d^  dernier  rang  parallèle. 

Et>comme  n  reprèfente  en  gênerai  le  nombce  de  termes 

qn'on^^vaudrinen  fubftituâknt  dans  céttetifuice  le  nombre  de 

fermer  qû'ôd' •voudra  à  1*  place  de^i/Ton-àura  les  valeurs 

Ass  &ÈQnEiçsée  tant  d^cermes^qu^dn-vôudrade  chaquéTûite» 

.ik  les  valeurs  des  termes  de  quel  rang  parallèle  on^voudra. 


;•    - 
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ajy.  Cette  difpofition  eft  la  même  que  la  iècoode  d^Ipotîtion 
des  iuites  générales  j  aiafi  ta  troiliéme  'fupponnon  8c  la  ■k- 
<onde  propofitîon ,  doivent  Être  appliquées  à  cette  ^conde 
di^ofîtion. 

CoB.OLLAIJt.El1. 

ij8.  PA-H  conïêquent  on  peut  tcouver.par  le  moyen  des  for- 
mules ja=«/^xj,&j  =  I)  X  sr.^ti)  les  valeurs  des  termes 
-du  dernier  rang  parallèle,  ou  de  tel  autre  rang  parallèle 
qu'on  voudra. 

i**.  Le  terme  de  chaque  rang  de  la  fuite  des  unitez  étant 
toujours  I ,  pour  avoir  le  dernier  terme  de  la  féconde  faite' 
ou  du  premier  ordre  qui  cfl  toujours  égal  à  la  fomme  des. 
rtermes  de  la  première  fuite  ou  des  unitez  ,  il  faut  fubflîtuer 
dans  s=D  x  '~]*^j  i  i  la  place  de D,  l'expofant  delà 
première  fuite  .i  à  la.placede  £;&  l'on  aura  pour  la  fomme 
^îles  unitez ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofè ,  pour  la  valeur  da 
■dernier  terme  du  premier  ordre,  f  =  i  x  f. 

x^.  Dans  le  fécond  brilre  ou  dans  la  troifiéme  fuite,  Iç 
nembre  des  termes  eft  moindre  d'une  unité  que  celui  de  lib 
fuite  précédente,  ainfî  c'efl  »T—i.  Le  dernier  termedela 
troifiéme  fuite  efl  égal  à  la  fomme -des  termes  de  la  féconde 
moins  le  dernier  terme  de  la  féconde  qui  eft  exclu  de  cette  > 
fempie  :  on  vient  de  trouver  que  le  dernier  ternie  de  la!ïê/: 
conde  efl  i  x  -s.  Ainfi  pour  avoir  ie  derniet  terme  die  la  trou.), 
^me  fuite  ;  il  faut  trouver  b  ii^mme  lie  la  fecàftds<^ite. 

Ecc  ii] 


^|SP^  ÂNAtrSE      D  »  Ji  O  N  T  H  B'e. 

donc  on  connoîc  le  nombre  des  cçnnes  n — ^^i  ^  le  terme  i  x  ^ 
qui  fuie  le  derQiec  cerme^  &.  L'expolâiic  qti}  eft  z.  Il  n'y  ^ 
qu'à  fubftituer  dans  la  formule  /  =:=  4  x  1  ^  i  x  f  à  la  place 
de  t/iy  n\ — I  à  la  place  de  »^.&  1  à  la  plaqe  de  jEs  &  Ton^ 
aura  pour  la  valeur  du  dernier  rerme  de  la  croiiîéme  fuite 


X    ^   y  X    -,— 


^<>.  Dans  le  troîHeme'  ordre  oa  trouvera^. par  uaièmblable 
raifonnement^.  que  le  dernier  ternfie  du  croifiéme  ordre  efl 
égal  à  la  fomme  du.  fècomi  o^dxa  moins  ion  dernier  terme 

.    qui  eft  I  X  *  X  'î^'yque-le  nombre  des  termes  efk  n  — %  y. 

èi  que  rèxpofant  du  croifiéme  ordre  eft  5.  Ainfl  en  fubftî- 

tuant  dans  j=3io^  x  |,  i  x  i  x  "f-'  à  la  glace  de  </i^  n — 1: 

ila  place  de  »,  86  3  àlapiace  de  £,,Qa  trouvera  que  le  der- 
nier terme  de  la  quatrième  fuioe  ou  du  troifiéme  ordre  eflt 

Formule  generak ,  qullfanf  bilm  remarquer  ffûur  la  frite: 

^99''  r/*Ou  il  eft  évfdent  qu**en^  continuant  à.  Tinfinî  la  fuite* 

i  X  -f  X  ^  X  î^  X  ^  X  -7^  X  —^  ^  ^^>  &c.  lès  produits 

de  tûute&Iës  grandeurs  qjii  la  compofent  pris  de  fuite  depuis 
là  première  i^  donneront  par  ordre  tous  les  termes  du  rang* 
parallele,,par  exemple  du. dernier  i,  5, 10,  10,  5,  i^en-! 
fubflituant.  \t  nombre  des  termes  y  à  la  place  de  n. 

£t  comtoele  nombre  des  termes  marqué  en  gênerai  car  n^^ 
repréfente  tel  nombre  des  termes  qu'on  voudra ,  il  eft  évi- 
dent qu*en  mettant  à:  la  place  de  n  tel-  nombre  ou'ôn  vou^ 
dira ,  on  aura^  de  fuite  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  pa« 
rallele  des  fuites  qu-ôn  voudra^  &  que  c«tc  fuite  eft.  une  rorw 
mule  générale  pour  les  trouver  tous« 

Av^.  UTISS^MENT. 

CaN  peut  concevoir  d'aunes  dilpofitibns  dés  fuites  ge^ 
nerales  des^difierens  ordres,  &  des  fuites  d^s  nombres  de\ 
difierens.  ordres,  que  celle  qu*6n  a^mifeia  féconde;  &  même 
cm  peut  concevoir  d'autres  fuites  qui  naîtroient  de  ces  fuites 
Mnla  mukipli<^tiôn  faite  par  ordre  de  chaque  terme  d'une 
liiite  par  I^ui^tnême ,  ou  par  le  terme  qui  le  précède  ou  qui  le  " 
faic iinmédiacemenfi  dans^k  mêine  fuite,  ou  qui  s'en  pour» 


..  X  î  V  K  E     VIT.      '■    -  jQf 

foîent  former  de  beaacoii|>  d'antres  maiweres,  qui  peuvent 
avoir  plufîeurs  ufages  :  mais  comme  l'on  n'a  befoîn  ici  que 
de  ce  qu'on  a  démontré  de  ces  fukes  dans  leur  première  & 
dans  leur  féconde  dîfpofîtion,  il  eft  inutile  de  prolonger  cette 
digreffion  de  ces  autres  fuites.  * 

^ffhcation  de  la  fomuUi  générale  i  x  }  x^  x-ifi  x  ^  h 
'^  X  «^,  &c.  À  la  formation  des  fuiffanees  de  *la  femhu 

9»  de  la  différence  de  deux  candeurs  repréfenfhs  farz^b^ 
ou  a  —  b. 

Table  de  la  formation  ordinaire  des  puiflànces  de  la  ibmme  oa  de  la 
diffèrencededeux  gfimdeois  tepcé&ntéespar^-^-^*  0U4 M, 


ta 

^^h 

« 

« 

^aa 

• 

H-  xah 

• 

• 

l'puiflânce. 

\a*    , 

-^-^aat 

-^"iabb 

^-«*'     . 

î*  puiffincc. 

4-4^'^ 

4-  6aabb 

-t-4^*' 

^  1** 

4*puil&i 

iV 

^  5^V  -H  iQa^M 

-f-  iQaak] 

^Sab^ 

-l-l^* 

î«  puÂflàme. 


1\  n*y  a <)u'à rmetfcre 4K>ttf  les  puiflàoces de  a-^h^\i^fi%x\g^^ 
«fdcvaot  toas  les  termes  pairs  dans  lefqoels  les  dimenûons 
de^  font  en  nombre  impair,  c'eft  à^ire  devant  les  féconds^ 
les  quatrièmes  ^  les  fîxiémes  termes ,  &c. 

JR   E   M   A   JL  Q^U    B.     , 

iXii.  o  I  l'on  (è  rend  familière  la  formation  ordinaire  des  puîd 
Tances  de  deux  grandeurs  a^i ^  oxx  a- — b^  on  verra  daîl 
rement,  i^  que  les  puiflànces  de  ^^font  feules  fans  b  dans  le 
premier  terme  ^  que  la  puiflance  de  a  dmoinue  par  ordre 
dans  chaque  terme  qui  fuit  le  premier ,  d'un  degré  -,  &  que^ 
eft  toujours  linéaire  dans  le  fécond  terme,  2c  augmente  par 
ordre  dans  chaque  terme  fuivant,  d^m  degré. 

Ainfî  fuppofant  que  Texpofant  de  chaque  puiflànce  a  lâr 
quelle  on  peut  élever  a^b^  ou  ^ — bytOt  repréfenté  en  ge^ 
fierai  par  n^  les  produits  des  lettres  aiib  dans  chaque  ter.» 
«né  feront  pat  ordre  A  ^"^'^-^  ^"-*i*,^''-^^^4^-'V^  &c. 


4q8  a  n  a  l  t^s  e     d  s  MO  ITT  n  eIe. 

1^..  On.  verra  clairement  que  les  nombres  qei  fbnt  tes* 
çoëficîens  des  termes  de  chaque,  puiilànce^  par  es^emple^ 
i^  2, 1,  de  la  féconde }  i>  $^  3  >  i ^de  la  croifiénie  ^  i^  4,  é,  4,  i  y 
4e  la  quatrième }  i^  5^  10 ,  10,  54,1,. de  la  cinquième,  &Cw 
ibnt  exaâement  les  terhies  de  cjiaque.  rang,  perailele  de  la 


fiéme,  &c.  eft. exaâement  le.  nombre  des  termes>qui  défigne 
le  cani;  parallèle  qu'il  fau€  prendre  pour  avoir  les^  coëficiens^ 
de  la  Seconde  puiuance^delà  troifîcme^  de  la  quatrième ,  6ee». 

C  o   R.  o    I.  L  A   I   R  £. 

4^2«  Par  confequent  n  repréfèntant  ce  nombre  des  termes  dans 

la  formule  i>  x  f  h~'  x  ^^  ,,  &c  qui  fert  à-  trouver^  les 

termesde  chaque  rang  parallère,  n  repréfënte  âufli  le  degré 
de  la  puidance,  puifque  le  degré  de  la  puiflance  eft  égal  aa 
nombre  des  termes. 

Ainfi  pour  élever  a-^  6i  quelque  puiâance  que  ce  puiflè 
€tre ,  repréfentée  en.  generar  p^  n ,,  lé  coèlîciént  dû  pre- 

mîèr  terme  de  la  puiflànce  a-Jhi  fera.égal  à.  i^  Je  fécond 
à  I  X  2^ ,  le  troifîéme  à  i  x  f  x-s^'j  le  quatrième,  i  x  ^x  H^  ^ 
»-*,  te  cinquième ,  i  x  f  x  ^  x^-**  x  ï^  j  &  ainli  de 
iuîte':  ce  qui  donne  la  formule  generoifi  foîvante;\ 

Formule  générale  four  élever  la  femme  ou  la  differenee  de  deuA 
grandeurs  a-4-b,  ou^' — h  d  une  fuijfânce  quelconques 

20 J.  ^-h^  sa  i^"  ^  I  X  f  ^"-'*  M^  r  x^f  X  t:^  a^'^^bb  -h  i  x^  * 
^Jii  X  -^  a^'-H'^    r  xf  x^  X  -^  x  --:=J^"-^^ 

H-,  X  ^  x"^  xs^  x^^  X  ^^^^b'  i  &  aiâfi  i  rinfint: 
Jl  n'y  a  qa*à  mettre  le  figne —  devant  tous  les  termes  pairs.^ 
le  fécond,  Je  quatrième,  leiîxième,  .&c.j&  Toaaura  la  for- 
mule de  a — b  . 

On  peut  négliger  runîté  par  où"  commence  chaque  coë- 

fiçiént^^'unitè  n'apportant  aucun  ehangement  dans  les  pro-^ 
dûits, 

Oa  élèvera  par  lé  moyen  dé  cette  fôrmul*  générale  ;Ja 
ibmme  ou  la  diâërence  de  deursrandeurs-â  telle  puiflaoce 
«qu'on  vottdw-,  par  exempk^  à  îa.  féconde  puiiTànce  dont 

Texpoiànc 


tlTKB     vit  40^ 

Béxpofiiot  e(t  1 ,  à  la  croifiéme  dont  l-étpo&nt  éft  3^,  &a 
en  fubfticuanc  dans  la  formuie  l'bxpoiant  d6  cecte  pumdce 
^-kt  plicede  n^  &  la  première  grandeur  d^lajoilace.de'it^  fie 
la  féconde  à  la  place  de  ^;>&  l^n  aura  la  ptnflance  qû^  Voa 
xhexcfae.. 
xoj^r  Qiioique  la'  formule  ibît  infinie,  elle  dènne  pourtant  la 
puiâance  finie  de  la  fomme  ou.'Je  la-  difièrence  dp  deox 
'grandeurs  ^  parceque  tous  les  termes^  kifinis*  de  là  formirift 
ipi.  fui  vent  ceux  quiontfèrvbà  trouvef  la  pùifiance  ^ue  l!oa 
cherchoit ,  deviennent  égaux  à  zéro  y  chacun  contenant 
parmi  fes:  coëficiens  une  grandeur  égale  à  zéro,.  Par^xema 
pie ,  quand  on  élevé  par  la.  formule^  a,^é  i.  la  troîfiéme 
guiflànce ,  après  avoir  trouvé  par  les  quatre  premiers  ter4: 
mes  de.la  formule,  la  puifiance  èca*^  ijiab^i^kbi^^b^  le 
cinquiéme^  terme  6c  les  autres  fuîvans,  contiennent  tdtfs 
parmi  leurs  coëfidens la  grandeur»-—  3  s o ,  qui  rend  touji 
ces  termes  égaux  à  zero^  puifqu'une  grandeur  éCaia  multk 

jgliée.par  zéro ,  le  produit  eft-zero».  \  •,  » 

> 

C  O  K  O  L  L  AI  K'B.- 

■s 

*^ 5 •  Si  l*ôn fe rendïamîliére là  formation-dés  puiflancés de  ttoîs 
Tàndeurs  ^ -h ^ -f» c\  de  qyatre* grandeurs  a^b^c-^di: 
le  cinq,  grandèub  >.^'4-  ^,-v- r -tr  ^ -t- Vi  &  aihfî  i  llnfim^  oa* 
verra  clairement  que.  dans- cba^tiei  puiflance,  par  exemple' 
dans  la  quatrième  ^,  la  quatrième  puiflànce 'dès  deux  pré^ 
miers  .termes,  qureft  /î*^-4^'ié-H6^^^î-h4^^'-K^*',  peut 
fervir  de.f/oTrjjiule  partîcjilîerç  pour  trouver  tous. les  termes" 
dé  la  quatrième  puifiance.de.  à^  i^c^do.a'^b^C'hd^ 
de  ^-i-^-i-r-K^4«/3&;c.' 

Car 
premiers 

premiers  termes  ^  •+-  ^  lont  reprérentez  p; 
fiéme  r  par^j  &  fûppofantque  ^*  dans  la  formulé  grarticu- 
Here  a^^  j^a^b  -i-  6aabb  -h  ^ab^  +  ^%  repréfeûte  la  quatrîè-' 
me  puiilànce  de  a  h-  ^  défa'  trouvée ,  le  fècond  terme  4^'^^ 
marquerar^  qu'il  favc'  prendre  quatre  fois  la  troifiéme  pm£> 
f^ce  à^  ra^'b  repréfèatée  par  ^S  6^  la.  multiplier  par, fv 
repréfentée  par  ^  3  Je  troifiéme  daabb  marquera,  quilr  faui^ 
Ijtreodre.iix  fois  U  fecûnde  puifiance. dt  a^rb  jrepréfenté^' 


^ 


4f  O  AnAIIT^E     DIlfONTR  £*£• 

par  4^^  Scia  malaplier  par  la  féconde  jmiflance  de ^  fepié^^ 
lèocce  pzr  iiiôc  ainfi  de  fuice« 

.  Apres  aroir  aiafi  trouvé  la  quatrième  puîflànce  de  ^  «4-  i 
«4-^9  il  fautfoppofër  ^m^à^t  ivepréfencée  par  a^  &  la  4^ 
grandeur  1/  reprcfentée par  ^  ;  6c  qae  la  quacriéme  puiâance 
de  M'^é-^c  eft  reprétencée  dans  là  formule  parriculîeir  » 
par  a^^  le  &cood  terme  ^a^i  marquera  qu'il  faut  prendras 
quatre  foît  il  troifiéme  puiCance  de  dm-^é'4^€  reprcfencée 
par  ir'^&  la  raulciplier  pu  d  repré(êntée  par  6  Le  troifiéme 
terme  Cadàt  marquera  qu'il  faut  prendre  dx  fois  la  féconde 
puilËtnce  de  d'4-i^t  repréfentée  par  aa^icU  mulnplier 

{>ar  la  féconde  puiflàoce  de  d  repréfentée  par  éèiBc  ainfi  i 

Il  en  eft  de  même  de  toutes  les  autres  puiflaocei. 

Or  iCOmme  chaque  puiflânce  particulière  de  deux  gran^ 
deurs  d '^  i  ferc  de  formule  particulière  pour  trouver  la 
même  puiflânce  de  trois  grandeurs^  de  quatre,  de  cinq^ 
de  fîx,  ic  ainfi  à  Tinfini^  de  m£me  la  formule  générale  ^ 

H-  I  ^"-'*  ^f  X  ^^  a'^^6\  &c.  de  toutes  les  puiflanccs  de 

deux  grandeurs  a^^i^  fert  â  trouver  la  formule  générale 
de  toutes  les  puiflànces  de  tant  de  grandeurs  qu'on  voudra, 
$c  d'une  fuite  infinie  de  grabdeurs.  Et  comme  il  fuffit  de  (ë 
rradre  bien  familières  les  formations  particulières  des  puiC 
lances  de  deux  grandeurs ,  pour  trouver  pat  ces  pui0ance£ 
de  deux  grandeurs  les  mêmes  puifîances  de  trois,  de  quatre:, 
&  d^lne  fuite' infinie  de  grandeurs ,  il  fuffit  de  même  de  fe 
rendre  bien  familière  la  Formation  générale  de  toutes  les 
puillàncçsde  deux  grandeurs,  pour  trouver  ibtmêmela  for^ 
Ihule  générale  dés  puiflànces  de  trois ,  de  quatre ,  de  cinq 

Srandeurs^&  d'une  fuite  infinie  de  grandeurs.  Ainfi  il  fuffiç 
e  mettre  ici  cette  formulé  gênerai  comme  un  Corollaire 
de  la  formule  générale  des  puifiances  de  deux  grandeurs , 
6c  il  eft  inudte  d'ajouter  un  long  difcôurs  pour  faire  Cûnce* 
▼ok  la  formation  de  cette  formulé  générale, 

(  VoycEktTaUe^docitvokileUea.    Art.  ao6«> 

Les  formules  générâtes  de  ia  Table  fervent  à  élever  une 
farté  donnée  de  grandeurs  â  telle  puiflânce  qu'on  voudra, 
en  fobftitnant  dans  lés  formulés  l'expofant  de  cette  puiflânce 
à  la  plistce  dtmlà  première  grandeur  de  la  fdce  donnée  4 


-t  Vtxfofimt  if  reptefentéfur-U  Uttrt  n. 


'guelconclae. 

lire  la  racine  quelconque.  ^ 


^W 


extraire  là  racine  «quelconque. 


i 


Kt-'x  =r  "  '-?  x'-ft'-Hh 

hf  X  ïf!  X  ^  X  "-Jiv,— 'i<J 

ix  îji  X  "fix  !jS^-î<*i 

■^T^'-^x'-^a  —  'idi 
TX=f!x"-px^^-4i^^^ 

'       *îX^X^«-!tt^ 
*-f  x:=!^ei^^^...^,^ 

I        ■«-■fx^'x^ia— ifo, 

!  -t-ï  X  !î-',«  — 'rff 

*TX"-T^   X^«— >W/ 

■*•  îX^a— 't/ 
-V  jxlîii»"-'ig 


-w 


+  &e. 


t'y' 


L  I  T  1.  1    VIL  4n 

U  pkce  de  étlhi  feconde  à  la  place  de  i,  tcc^  llacomuie^ 
dôonée  i  la  place  de  l'inconnae  ^  ^  &c, 

A  y  B   SL  T  r  S  S  I   M   £   N  T. 

Ce  s  formules  générales  peuvent  &rvn:  à  éleyer  deux  gran* 
deurs,  oa  une  fuite  infinie  de  grandeurs^  non  feulement  à 
«ne  puiilance  quelconque  ^  dont  Texpofant  eft  un  nombre 
entier  pofittf,  comme  os  Ta  dlémom:ré  jufon'ici^  mais  encore 
i  une  puiilance  q^œlconque  y  dont  Texpoiant  tôt  un  nomE>fo 
entier  négatif,  &  à  ime  puiflance  quelconque,  dont  Texpo. 
^nt  eft  un  nombre  rompcr,,  foit  pofitif ,  fbit  négatif.  On  vs 
donner  une  démonftration  particulière  pour  le  cas  oè  ï'exJ 
pofant  eft  un  nombre  endernégattf,..&enfiMee.on  le  dcnon^ 
trera  par  la  première  méthode  du  &cond  Problème,,  pour 
lies  cas  où  réxpofànt  de  la  puiâànce  eft  un  nombre  rompu  ^ 
pofitif  o»  négatif)  &  on  mettra  ces  derniers  cas  pour  iêrvir 
de  5%  6^  Si  de  j^  exemptes  du  Problème. 
207^     Il  faut  remarquer ,.  comme  oto  l'enfeigne  dans  rAfgebre, 

que  ^  iè  nurque  ainfi^^^j     ^  ■  ^  fe  marqne  ainiî  a-^à^^^ 
f  fe  marque  aii^   a-^à  k  a^c    j  fc  en  gênerai 


♦4-# 


y^  §é  marque  aiînfî  a 


—  n 


D'bà  rofivoit  qu'un  expofant  négatif  marque  que  la  pm£^ 
fance  delà  grandeur  dont  il  eft  Texpo^nt  ^  eft  dans-  le  dcnow 
mihateup  d'une  fraâîon* 

11  faut  aufll  remarquer  que  les  incommenfurables  fè  max^ 
^ent.commeles  puii&nces ,  &  Teurs  expofans  font  des  nom- 


t     I 


bres  rompus.  Par  exemple  y/a^ssra'^y  ^aa  ^sssa'fyyfaf 


_.3»^"-A.  "^  v*^i^aa^^»y&ainii;des  autres; 

Troifiême  fropiffition ,  qui  ccntisM  les  principes  ou  Problèmes.  qfiL 
fervent  î  leimntrer  que  les  formules  générales  qui  précèdent 
s^etepdent  aux  pesiffances  de  deux-  grandeurs ,  ou  £  une  fuite  ^mk. 
finie  de  prandeurs\  donr  t  expofant  efi  ur^  nombre  entier  nif^ttf^ 

«08.  P  O  u  ïi  trouver  la  fuite  înfinie^.quî  e(f  1»  valeur dier — 4fy* 
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— ^.4 


^.^jt     \  &c.  iliistat  faite  les  opecations  fùivante^ 

I *».  Il  faut  partager  a^6  «=  ^r^^  h-  xa6 ^^  ^^  en ^deux 
grandeurs,  dont  lajpremîere  dïaa-^ai^  laièconde^An-^ 


^î 


:   Ilfautdemê^me^artatgeTé^T*-^  =*=V-+3-wATi-^^irh^ 

4 
£ttie  même  a -^6  ;s^  a*'^  ^b  -i*  ^aahb  -è^  j^dV  ^^  l^ 

en  a:^^}^^b^  iaabb^ab\  Sc^ab^r  iaabb  ^ ^ab^^^  ^*j 
ife  ainfi  des  autres  puiflances^fuiyantes« 

Pour  fatîre  <:-e  partage ,  -il  iaut  que  la  féconde  ^partie  cm 
£fapdeur  étant  le  numérateur  d'une  fraâion ,  &  la  première 
fc  dénominateur ,  -cette  fradion  (oit  égale  à  i^  5  ce  qui  eft 
poflible  dans  toutes  les  puiflances  de  a^  ^  ou  de  ^  —  b. 

.11  faut  enfuite  divîfér  l*umté  par  aa  -4-  lab^^  bb  dans  la 
ieconde  puifTance,  par  a^^  laab  -^  labb^  b^  dains  la  troi. 
îiéme ,  &  ainfi  des  ^.litres ,  en  prenant  pour  première  partie 
4n  divif^r  U  preniiere  g^an^eur ,  &  pour ia  féconde  partie 
du  dîvîfeur  la  îeconde  jgrandeur  qu'on  a  détenninêcs  ci^ 
deflu^. 

^  Cette  dîvifîon  donnera  des  quotîen?  qui  auront  des  termes 
à^rinfini,  &  tous  ces  termes  (èront  des  fraûions., 

'  2^  Tl  faut  faire  fur  chacune  de  ces  fractions  ce  qu'on  a 
fait  dans  la  première  opération,  c'eft-à-dire,  divifer  le  nu- 
mérateur par  le  dénormnateur,  pjenanf  lefeul  premier  ter- 
me dà  dénominateur  pour  première  partie  du  divifeur,  & 
tpus  le» autijss  termes  du  dinon\inatejkir  pour  la  fçconde  par- 
tie du  diyîfeur. 

Tous  -les  quotient  qu'on  trouvera  à  Tinfini  de.  ces  fecon. 
jdes  divifîons ,  contiendront  des  termes  qui  étant  ordonnez 
défaite  lés  uns  fous  les  aut^e;,  donneront  des  fuites  dont  oâ 
trouverîi  les  fotnmcspar  le  moyen  des  fuites  qu'on  a  démon- 
trées çi-deflus. 

'  3^  En  trouvant  ies  fommes  de  chaque  colonne  de  ce$ 
fUîbes,  par  les  méthodes  des  fuites*  précédentes,  on  ayra  I* 
iirite  infinie  qui  exprime  la  puifTarice  que  L'on  cherche* 
:  X)eçi  s'cclair cir9>  p^c  vies  opçracions  luiv^ntçs. 


i  I  Y  n  1     VIL 
Fûur  la  féconde  fmffance. 
P  O  u  n  trouver  k  fuite  cgde  i  = 


4rfi3s 


a 


xab-^U;  ^^^^  ^^  ^^^^  îP^tSger  le  dénominateur  ou  dî. 
viiêur  aa-Jhiab^bt  en  deux  parties,  dont  la  première  efb 
àa^aby  la  ^féconde  ab^bb.^  de  manière  que 


TU 


U  faut  dîvifer  i  i^^t  aa ^ db^^k- ab ^ bb ^  en  prenant  aa^ab 
pour  la  première  partie  du  divifèur,&  ^^-4-^^  pour  la  féconde. 

iwïfer.         {aa^^aby-^ab^bb^   divifèur. 


\aa 


i«refte, 


l^ 


?-F33  3^  -t-^**     ^ 


zkk 


3'  reÛe, 
4*  refte, 


1^ 


jvif  la  gran^ 
Viwqui  cette 
^nutque  pi^ 

Pie. 


En  divifant  i  par  ^^^i^-t-if^^  on  trouvera  le  quotient  ST+Il?» 

enfuîte  il  faut  multiplier  ce  quotient  par  la  féconde  partie 

du  divifeur ,  &  l'on  aura  J^^  =  4-  5  &  comme  il  faut  fou- 

ftraire  ce  produit  de  la  grandeur  à  divifer,  il  faut  écrire  le 
premier  rcfte  4  au  nombre  d  divifer  avec  le  figne  — . 

Il  faut  enfuite  divifer  ce  refte  — -^  par  la  première  partie 
du  divifeur  aa  ^  éb^  &  iV)n  aura  le  quotient  -—  ^  J^.  ^  . 
c*eft  le  fecond  «terme  du  quotient. 

Il  faut  multiplier  par  ce  quotient  la  féconde  partie  du 

divifeur  ab^-^^bb^^  Ton  aura  —  ^^~^  =  —  tt^  4^'^1  /^«^ 
6ter  de  la  grandeur  â  divifer ,  &  Ton  aura  le  ic  refte  -h  ^. 

En  continuant  la  divifiôn ,  on  trouvera  un  quotiçnt  qui 
aura  une  infinité  de  termes ,  qui  font  ceux  que  Ton  voit  ici  * 
marquez  au  quotient. 

^"^^  Il  faut  prendre  nar  ordre  chaque  terme  du  quotient, 
&  trouver  par  la  <Hvinon  du  nunierateur  par  le  dénomina*  -^ 
teur,  la  fuite  infinie  qui  en  eft  le  quotient ,  c'^ft-âdire,  qui_ 
cft  la  valepr  de  la  fraâîon  qui  forme  œ  terme.  On  appel- 
Ittra  cela  réduire  chaque  terme  en  la fui^e  infiniequien  (cft  ^ 


4^4.  AnALT^B    BEkfÔKTKE*'!; 

la  vâkar»  On  cnoovera^  en  faifaac  ces  divifîons,  que  le* 


i«  terme  -^^  fe  réduit  en  J *  .  »  «^  *' ^.  t!  «^i'  -.^ 


#»     «♦     ?    p  '^'i?  *^ 


«^  •  •  ^ 

■c  ï-  —        ^  **       »*  « 

*''  î    "^  /4-.'à         e»  -fc-y---y&C. 

Ce  qu'on  peuc  condmier  à  Finfinf. 
£n  prenant  la  femme  de  cba<pie  rang  perpendiculaire  ^ 


on  aura         '  ,  ^  tss  aHrà""^  ^-1—  Jtt  ^  i*^ 4*^ 

••"  7  "~  1^  &c.  ott^  ce  qui  eft  lia  même  chofe^  la^^ 

Fmr  ta  tr$ifiime  fmiffanct. 
Po  u  R  trouver  la  iusce qi»  eft  égale  à  — L^i^^S^!^  **^ 

^"^ait^b^tn  deux  parties  ^^ -^  xaai^ ati^ -inMi^  i^^ 
^.  AS  qui  font  telles  que- ^î^±^J4f^'  =  ^i  îl  ^ut  divifer 

runité  par  le  dîvifeur  a^^  xuab^aÙ,  ^dab^  zabb  h-  b\ 
en  prenant  la  première  de  ces  d'eux  parties  pour  la  première 
partie,  du  dîviteur ,  8c  la  féconde  partie  pour  la  féconde  par:, 
die  du  dîvifeur^  &  Ton  trouvera  que  le  quotient  eft  la  fufte 


•  -^  '  •  I 


lo.  Ofi^réduira  par  ordre  chacun  des  termes  c&  eettefurte;, 
en  la  fuite  infinie  qui  lui  eft  égale  ^  ce  qui  fe  fait  en  divifanc 
le  numérateur  dé  chacun  par  Ion  dénominateur^  en  prenant 
list  puiflance  de  a  feule ,  comme  u^  dans  le  premier  terme ,, 
é^  dans  le  fécond ,  £cc.  pour  la  première  partie  du-  divifeur^ 


»*■ 
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leur }  ôc Ion  trouvera  que 

«* -h- Mf^  4-'3ï  le  réduit  en  -gî 

i    ■ 

•^•i-vafb-^tuàb  en 

.    ■   •  .  f *       -  ■-      . 


fecodde  ^tfde 


i 


»* 

«» 


7 


en 


en 


en 


en 


4»<  ^  t»* 

>*  ^  *«* 


I*'    .      4** 


4^  4.  Mi»  4.  «^M 

I 

On  peut  continuer  cette  (itite  â  Ilnfini. 
£n  prenant  les  ibiamer  de  chaque  nag  pereendiculaîiv 


7  •♦•  ir  &c. 
^  4-  jr  &c. 


on  aura 


oftt 


7" 


^  H-  2^  &C.  OU t  ce  qui  eft  la  même  chofe, 
iBir-**^*  «ce. 

Po»r  la  fuatriime  fuijfanee. 


Ol^  fédulra  de  mêtnei^^i^ 


-4 
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10.  en  la  fuite  ^^ijUwik^ 


*i>\ 


H 


xo.  On  réduira  enfuite. 
_« .  ^^  X 

*«^ 


l«M 


7 


4* 

4^1  lot* 


ti&' 


if^' 


ecc 


^  &c. 


*♦ 


&C. 


On  peut  continuer  cette  faite  à  rihfini» 


M 


«ce. 


;i^ii  Analyse    ©  i  i^o  n^t  re*e. 

.  £a  prenaoi ici  foraities  de  chaque  rang  pérpcndicGlafre^ 

on,  aura,  ^i  -h  4  —  ^  •+•  * .    ^=™  ï?  —  .?^     *7" 5^  "**  "T* 


2^:9 


a  10. 

é 


&c. 


la  ^:^  — 


Oâ  croavèrar  -dei  m£xne  que 

u*»  _^  70** 


frfi 


^thJ 


^-r 


X 


la  même  chofe;^  iv«~*  --~5i(<~*^-»ip  i  j<«~7^^ 


'  "7'*"  &c.  on  ,  ce  qui  eft 


I^- 


n 


-6 


71'  ^  ^W 


&c.  OU  y.  ce  qui  eft  la  même  chofe,  là 


-  6- 


—7- 


On- peut  continuer  ces  opérations. iiar-1%  feptiéme  pui£^ 
£mce .  la  huitième ,  Sec. .._ 

BL  fi  M  A  R  q^u  B  s; 

APi^'bs-  -s*êltr& rendu  ce»  opérations. très- familières,  oûr 
verra  clairement  que  le  premier  terme  de  la  fuite  contient; 
dans  la  féconde  puiflance,  feulement  ^"^j, dans  latroifîe* 
me  ^-'5  dans  la.  quatrième,  a'^\  &c.  &  que  dans  les  ter- 
mes fuivans  la  puiflànce  de  a^  dont  Vcipoiant  éflf  toujours!» 
négatif ,,  augmente  par  ordre  d*ùn  degré  dans  chaque  terme 
fuîvantj  que  è  eft  lineafre  dans  It  fécond  terme  de  là  fuite/ 
&  que  les  puiflances  de*^  ;  dont  Texpcfànt  eft  toujours  poir*  - 
tif,  augmentent  par  ordre  d'un,  degré  dans  cbaqpe  terme- 
fuivanr. 

•Aînfi  les  puîflànces  'de  a  +•  ^ " "peuvent  être  marquées* 
en  gênerai  par  ^'•",é^^""»^:,.^'""'^*^V&c..  *^ 

Que  les  cocfidéns  dé  chaque  terrpe  font  par  ordre  le& 
termes  du  lecohdsfang  parallèle*  de  là  première  dîfpofîtîoa - 
desiuites  I,  z,  3,4^  j^  é,  7,  &c.  dan  A  fecondepuiffimcev.. 
ceux  dtitroi(îéme  rang  parallèle;  i,  3,6,  ip.iy^ii^  i-Sjdans 
la.  troifiéme )  jceux  du  quatrième  rang  parallèle,  i  ,4,  lo,: 
^^y3  5}  5^y  84,^c.  dans  la  quatrième.}  ceux  du  cinquième 
.  •  ;      '  •  -^  •'   \  /      .  rang 


Seconde  puiflance,  marque  qu'il  faut  prendre  pour  les  coë. 
£ciens  de  la  féconde  puiiTance,  les  termes  du  fécond  rang 
parallèle  j  Texpcfant  3  de.  la  troifiéme,  marque  qu'il  faut 

Î>rendre  de  fuite  pour  les  coëfîciensdela  troinémepuiÛance, 
es  termes  du  troiliéme  rang  parallèle;  Se  ainli  de  fuite. 

Ainfi  fuppofant  que  n  reprcfente  en  gênerai  le  degré  de 
chaque  puiflance,  l'on  a  démontré  dans  la  première  diipo- 
iîtion  des  fuites,  *  que  i  x  f  x  ^'  x  ^  x  ^  &c.  eft  une  *  ifs; 
formule  qui  fait  trouver  par  ordre  les  termes  de  chaque 
lang  parallèle  ^  fi^avoir  ,1  eft  le  premier  terme  de  chaque 
rang  parallèle»  1  x  f  eft  le  fécond  terme,  i  x  f  x  ^  eft  le 
troifîéme  terme ,  &  ainfi  de  fuite  j  l'on  peut  négliger  dans 
chaque  terme  l'unité,  qui  n'apporte  aucun  changement  dans 
les  produits. 

Par  confequenc  la  fuite   i  x  -f  x  —-'  x  =-=p  x  1^  &c. 
fera  trouver  les  côcficiens  des  termes  des  fuites  égales  à 

M-i-6  ,<ïH-i  ,<<-+-i  ',  &c.  I  eft  le  coëficient  du 
premier  terme  ;  f  repréfente  le  coëficient  du  fécond  terme  ^ 
^x  îii  reprcfente  le  coëficient  du  3e  terme  j  f  x  ^  x  ^ 
repréfente  le  coëficient  du  4e  terme ,  ^  x  2^'  x  if^  x  ^ 
repréfènte  celui  du  j^  terme  j  &  ainfi  de  fuite.  Il  n'y  aura, 
pour  trouver  ces  coëficiens,  qu'à  mettre  i  à  la  place  de  « 
pour  la  féconde  puiffance,  3  àlaplacede»pourlatroifiéme, 
§C  ainfi  de  fuite,  &  rendre  négatifs  les  coëficiens  des  ter- 
mes pairs,  c'eft-à-dire  du  fécond,  du  quatrième,  du  fixié- 
me,  fi£c.  fuivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  opérations 
précédentes.  *  *  xo», 

I  I  I. 


î  "•  * 


211*  Quand  HySLa-i-é  ,  a'i-è  ,  &c.  les  coëficiens  des 
ternies  pairs,  c'eft-à-dire  du  fécond,  du  quatrième,  du 
iîxième ,  &c.  font  négatifs ,  flc  ils  féroîent  pofitifs  s'il  y  avoic 

IV. 

au.  La  fuite  de  chaque  puilTance  eft  toujours  infinie,  quand 
rexpofant  eft  négatif. 

Tcme  I,  Ggg 


4i8  Analysb     dxmomthe'e. 

COROLLAIIL£, 

Oà  Pên  dimpntre  qm^en  mettant  —  n  au  lieu  de    ^  ti 

tt 

dans  la  formule  générale  des  fuiffances  de  a  ^  b    ^ss  la^ 
la  mèmefermmle  devient  la  formule  pnerale  des  fuiffances  de 


i*—0 


a-^  b    9  dont  texfofant  efi  négatif. 

* 1 3 •  En  mettant  dan^ Ta  formule  générale  Ja^^^a'^'^^b^^x 
»r  »-  ^-^bb  &c.  —  »  à  la  place  de  -h  n^  il  eft  évident^ 
i^  qu^on  trouvera  les  mêmes  puiflances  de  ^  &  de  ^^  qui 

* *o^.  conviennent  ï,  a^b      par  la  première  remarque. * 

lo.  Que  les  coëfîciens  feront  les  mêmes  que  ceux  de 

*  110 ,  ^  -^  ^      d^  ^^  féconde  &  troifiéme  remarques ,  *  car  Tunîté 

*ïi.  fera  le  coëficient  du  premier  terme ^  — f  le  cocficîént  dû 

iecond  terme  qui  doit  être  négatif  par  la  troifiéme  remar* 

*ixi.  qï»e  j  *  —  I  X  —  24^',  eft  le  même  que  le  troifiéme  coëfi- 
cient 7  X  î—^,  puifqueles  deux  grandeurs  négatives  —  f  x 
....  s^ ,  donnent  le  même  produit  pofitif  que  les  deux  po-. 
fitives  Y  X  "-Y^.  Il  eft  évident  que  Ton  trouvera  de  même 
que  les  coëfîciens  de  la  formule  générale  feront ,  après  avoir 
mis  —  »  à  la  place  de  h«  9 ,  les  coëfîciens  marquez  dans  la 
féconde  &  la  troifiéme  remarque. 

Par  confequent  Ton  a  démontré  qu'en  mettaat  dans 

la  formule  générale  a^b    sss  ^  ^  ^  a^'^b  -»-  f  x 
JL:^a'"^^bb  &c.  —  »  à  la  place  de  -4-11^  elle  fera  la  formule 

générale  pour  trouver  toutes  les  puiflances  de  ^  «t-  ^    ^ 
k>rfque  leur  expofant  eft  négatif. 

214.  Et  comme  la  formule  générale  pour  élever  une  fuite  de 
s;randeurs  à  une  puifiance  quelconque ,  eft  une  fuite  nécef- 
iaîre  de  la  formule  générale  pour  élever  deux  grandeurs  à 

*  lef .  une  pmfiânce  quelconque  j  '*'  il  eft  évident  qu*en  mettant 
auffî  —  »  à  la  place  de  -h  9  dans  la  formule  générale  des 
puiflances  d^une  fuite  ^  Ton  aura  la  formule  générale  des 
puifiànces  de  la  même  fuite ,  lorfque  les  expofâns  de  ces  puif- 
lances font  des  nombres  entiers  négatifs. 

Si  Ton  veut  démontrer  ce  fécond  cas  par  les  opérations 


L  I  ▼  ni     vif.  4r9 

de  I*  propofitîon  *  qui  fnrécede  ce  Corollaire^  il  lofj  a  qu'à  *Mt* 
coDcinuer  les  divifions  dans  la  ièconde  puiflànce  par  le  dîviL 
ièar  entier  aa  h-  xab  -f*  ^^  «h  tac  «-h  i^r  -h  ^r  -i-  tad  -^  i^^ 
•H  icd^ddy  Sec.  après  avoir  déjà  trouvé  les  qoottens  qui 
conviennent  â  la  première  partie  du  divifèur  ^^h-  lai-^M^ 
£c  continuer  de  femblables  divifîons  dans  la  troifiéme  piM- 
£ince,  la  quatrième^  &c. 

ÂTBIlTlSSlMEKjr.. 

/Vf IN  que  les  formules  pour  élever  deux  grandeurs  où 
une  fuite  de  grandeurs  â  une  puiflance  quelconque,  foient 
générales  en  toutes  manières,  il  refte  à  démontrer  qu'elle^ 
conviennent  aufli  â  toutes  les  puiflances  de  deux  grandeurs 
ou  d*une  fuite  de  grandeurs ,  dont  les  expofans  font  des  fra^ 
irions  ou  des  .nombres  rompus  pofitifs  ou  négatifs  j  ou ,  ce 
qui  eft  la  même  chofe,  qu'elles  fervent  aufli  à  trouver  les 
racines  quelconques  de  deux  grandeurs,  &  d'une  fuite  infi^ 
nie  de  grandeurs.  On  démontrera  ces  derniers  cas  par  la  pre# 
miere  méthode  du  fécond  Problême ,  &  on  les  prendra  pour 
des  exemples  de  ce  Problême. 


•"••—•i^i^w»: 


SECTION     IV. 

Oà  VoH  cmtùnue  Us  exemples  de  l a  première  méthode  du 
fécond  Problème  :  On  enjèigne  a  appliquer  la  même 
métlmde  aux  équations  qui  contiennent  des  différent 
ces  s  ^  Von  explique  le  retour  des  fiâtes. 

Exemple  V.  du  second  Problème. 

1 1 5.  TX  O  WE  R  la  fuite  infinie  qui  exprime  la  racine  n  de  an-b, 
tefiiUdire^  trower  la  fuite  infinie  qui  efi  è^le  i  v'*-»-*» 

I  L  faut  fuppoftr  x=s  ^T^^  ^za-^b*, 

£n  élevaoc  chaque  membre  de  cette  équation  à  la  paiC- 
rjUice«^onaurax''3s:^H-^;  & tranfpoiàot, x° — a — ^sso. 
La  qaeflion  fe  réduit  à  trouver  la  iuite  infinie  qui  eft  la  va- 
leur de  x  dans  cette  équation  »-^a  -^^ c.  Pour  la4:rouver, 
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i^  11  faat  fuppofer  x=^c^db^ebb^fb'^gb^^H*iic. 

les  grandeurs  c,  d,  ^>/>  g>  &c.  font  indéterminées. 

'     1^.  Il  faut  élever  chaoue  membre  â  la  puiflance  n  par  \z 

*  10^.  formule  générale ,  *  &  mbftitucr  la  valeur  de  x"  à  la  place 

de  x"  dans  Téouation  x" — ^  —  ^=  o ,  &  Ton  aura  Téqua- 

tion  changée  luivante. 

x^^e^^i^^db^^%''^(f^^ddbb^^^''^x'^^^ 

^^d'-Ubb^^  X  ^  (T-^deb'^i  X  ILTI  yc -^  c""-^^  ddeb^ 

^fLy.nrJc'^-^dfb'^ 

3<5.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égale  à  zéro  ^  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a  befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  indéter- 
minées  c^  d ^  ey  fj  g,  &c.  ^ 

Par  la  première  r  —  ^ssao,  on  trouvera  c^ss^a^. 

En  fubftitaant  la  valeur  de  c  dans  la  féconde  y  c^-^^d^^  i 

«a  G ,  on  trouvera  d  =  ^a   *  . 

Subftîtuant  les  valeurs  de  càcde  d  dans \^  y-^^  c^^^e 

.+.  1  X  îi^r'*-*  ^  =  G ,  on  trouvera  ^  s=  l  x  ^a  ^-^^ 

Subftituant  Içs  valeurs  de  c,  d,  e^  dans  la  4«f  r^-»/-^  7  x 

2L=L.i  ^  «•»  ^^  H.  ji  H  -2^  X  ?^  i:"-J  ^'  >  on  trouvera 

'       »  '^  11»    ^     <»    •• 

Subftituant  les  valeurs  de  r^  d^e^f,  dans  la  J'  7.^'""'  g 
^-i  X  2f-'  r^-^  d£^  f  xipr"*-»  ^H-  i.  X  i!^  X  î=^  ^»-*^^ 
V  X  ^^  x^  X  ^  c^"^  /œ5  o^  on  trouvera  g  sa  ^  x 


s 


ris 


4\  Il  faut  fubftîtuer  ces  valeurs  de  r,  rf,  e^f^  g,  dans  x=sïr 


r  r 


*l-  db -H  f^^  -^/J' -HgA*  &c.  &  Ton  aura x  ==  JiPî -==  ^ 
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.Ceft  la  valeur  de  x  que  l'on  cherchoit ,  c'cft-à-dire   c'cft  la 

'  ï  •  •  '^ 

faite  infinie  égale  i  a-^-b"  Ce  q»i  étoitfrofop. 

I  • 

R  £   M  ▲  &   Q^U   B   S. 

I. 

a  i^.  Si  l'on  fubftitne^  à  la  place  de  n  dans  la  fornnile  générale 


a 


'  I  2r 


.     -  -  ^-  7  ^   ^    ^ 

î^-î^^"-*^'  &c.  on  trouvera  exadement  la  fuite  qu'on  a 
trouvée  dans  le  cinquième  exemple  5  par  confequent  la 
formule  générale  convient  â  toutes  puîflances  de  deux  gran^ 
deurs,  qui  ont  pour  expofant  une  fradlon  dont  le>nume* 
rateur  eft  Tunitc ,  &  le  dénominateur  tel  nombre  qu'où 
voudra. 

IL 

117.  ^   On  trouvera  de  la  même  manière  la  fuite  infinie,  qui  eft 


la  valeur  de  ^^ .^  ^  s»^^^?   en  fuppofant  x = ilji^ 


ce  qui  donnera  x"  s=  ^ -4- ^  ^ 

On  fuppofera  x=^€^  db^elh  -Jhfb^  &c.  les  grandeurs; 
^>  ^i  ^j/i  ^^^  indéterminées ,  &  Ton  prendra  la  valeur  de  x^. 
par  cette  équation.  ' 

On  réduira  aufli  a-^rlT  en  la  fuite  infinie  qui  lui  eft  égale. 

On  fubftîtuera  les  valeurs  de  x",  ^  ^^"  dans  Téqua. 
tion  x"  a=  if  ^6^ y  ce  qui  donnera  Téquation  changée. 

On  en  fuppofera  cEaque  terme  égal  à  zéro  j  &  par  îesr 
équations  particulières  que  donnera  cette  fuppoficidn ,  o» 
déterminera  c^d^e,/.  Sec. 

On  fubftîtuera  les  valeurs  déterminées  de  c^  à^  e^f^  &c^ 

dans  réquation  xssza  -h^"^  z=x  c^  db  ^  tbb  •+•  fb^  &c» 

&  Ton  aura  fa  fuite  infinie  égale  à  i^î:Z^ ,  ^^^  ^^^^-\ 
vexa  être  exaâement  la  formule  geaferale   a^b    ^s^  a"^ 

•4-7  ^""""^if&c.aprè^avoir  fobftitué  dans  la  formule  gène- 
«le  2  à  ra  place  de  »i 

III. 
2 1  î.      On  trouvera  de  k  même  manière ,  en  cherchant  les  fui, 


41»  AHAtTSK    obmont&e'e.  ^ 

tes  qu!  font  les  valeurs  de  -.J..  ^^  ZZTl  ~  "  &  "C   _ 

tszM-t-i  "" ,  que  ces  fuites  ibnc  exaâement  la  formule 

générale  de  ^  -4-  ^  ,  en  fubfticuanc  dans  cette  formule  -— ^ 

i  la  place  de  n  dans  le  prenûer  cas ,  &;  -r-  ^  â  U  place  de  s 
dans  le  fécond  cas. 

IV. 

2 19*  II  laut  auflî  remarquer  qa'en  élevant  par  le  moyen  de  la 
formule  générale  ^  deux  grandeurs  repréfèntées  en  gênerai 
par  4-t-^j  à  nne  puîflance  quelconque^  dont  Texpoiant  eft 
marqfié  en  gênerai  par  n^  on  peut  commencer  par  la  (ècon* 

de  ^,  comme  s'il  y  a  voit  *  •+•  ^  ^  de  manière  que  i  fôt  la 

première,  &  ^  la  féconde  ;  St  il  faut  choifir  celle  des  deux 
manières  qui  donnera  la  fuite  dont  les  termes  feront  les  plus, 
commodes  pour  la  réiblution  que  Too  cherche. 

-  V- 

120*  La  même  formule  générale  peut  fervîr  i  trouver  les  ra« 
çines  quelconques  approchées  à  Tinfîni,  ou  autant  près  qu'on 
voudra ,  des  puiilances  numériques  imparfaites  j  il  n'y  aura 
qu'à  partager  la  puiflance  numérique  imparfaite  en  deujc 
parties ,  dont  la  première  foit  la  plus  grande  puidànce  nu^ 
meriquie  parfaire  contenue  dans  la  puiflance  numérique  im^ 
parfaite  propofée,  &  la  féconde  partie  foit  le  nombre  qui 
ref^era ,  après  avoir  ôté  de  la  puiflance  imparfaite  propolee 
la  plus  grande  puiflance  parfaite  qui  y  eft  contenue;  Il  faut 

çnfuîte  fuppofer  que  ^a-^b^  ou  ^^-^"^  repréfente  la  puiL 

fânce  numérique  imparfiiite  propofée^  que  a  repréiènte  la 

{première  partie ,  &  ^  la  féconde  partie ^  èc  que.^  repréfente 
•expofant  de  la  racine  qu'ori  veut  extraire.  Il  faudra  enfin 
fhbftituer  dans  \a  formule  genecaleà  la  place  âitayt^n^  les' 
grandeurs  numériques  qu'elles  repiéieorent  j  &  après  les 
iubflitutions  /  l'on  aura  la  racine  approchée  que  Top  cher- 
choit.  Ain  fi  pour  trouver  U  racine  troînémc  dé  1  z ,  on  fup- 

poféra  a-^b  ^=  8-4-4»^^&an  fubflituera  les  grandeurs 
numériques  d  la  place<ios  littérales  ifeu^  Ja  formok  geoarak. 


ly  1  n  B  vn. 

Exemple     VI. 


4^5 


211.  Tr  OV  ver  la  frite  infime  qui  efi  la  valeur  Âe  a  -h  by  -t-  cy  y 


^  dy'  -h  ey^ 

Il  faut  fuppofer  X 
Par  confequenc  x" 
£n  tranfpofant  o 


îyf&T. 


1^ 


a 
a 


fficc.  ^ 


< 


l 


cyy  ^dy-^ey 
x"  -+•  a  -+•  èy  •¥•  cyy -i- ajr  &c. 

La  queftion  fè  réduit  â  trouver  la  valeur  de  x  dans  cette 
équation.  Pour  la  trouver , 

1  ».  Il  faut  fuppofer  x  =  g-^h-^iyy -*-  ky*-\-ly*'^ff  &c. 
les  grandeurs  g,  h,  iy  k,  &c.  font  indéterminées. 

t».  Il  Êtut  prendre  la  valeur  de  x*"  par  cette  équation  ea 
fè  fervant  de  la  formule  générale^  *  &  fubftituer  cette  valeur.  *  ,©<. 
de  x"  à  la  place  de  •—  x"  dans  l'équation  o  =s  —  x"  -^-k 
^tyj^cyy.  &c.  &  Ton  aura  l'équation  changée  fuivante. 


fS"-'*y' 


4- «-h  «y +•««'*«•  «»•♦-<*       -»-^/  ■*"97  -^if 

3«.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chaiiL. 
gée  égal  â  tero,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
doiit  on  a  befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  g,  h^  i,  ky  &é» 

Par  la  première  ^ssa,  on  trouvera  gsss  a~.  ' 

En  fttbftituant  cette  valeur  de  a  dans  la  féconde  |  g"-*  b 

1  — n 

BB^,  on  trouvera  h^^j  a  "  ^. 
En  fubftituant  les  valeurs  de  g ,  i& ,  dans  la  3  c  7  g"  -  •  /  =*■ 

l-»n 
■l-3-X^it       «       ^^ 


-X 
1    " 


?g"-*  z&Â  -I-  c,  on  cronvera  1 


i-« 


1  —  tt 


En  fubfUtttantles  valeurs  de  g,  /&,  «^  dans  la  4*  f  g*  -  '  k» 
—  f  x'-Tixifig^'-'A'-rf  x2f^^-*i&/-h<<,  on  trou- 
vera k  «B  . 


i  »  ^  ><  '-t?*  ' 


i^'-^ét 


1  -.in 


^« 


I  — Il 


<;. 


4^4         Analyse    dïm  on  t  r  e*e 

'    On  trouvera  de  la  même  manière  les  valeurs  de  /^  de^>&c; 
4^,  Il  faut  fubftîtuer  les  valeurs  de  g,  h^  t\kj  &c.  dans  x  =ag 

H-/y-f-/jy-«-i^'&c.  &ron  aurajtfe=^-h^-^9jy-*-<^'&c.'^ 


H|-~-4      "      gj^  ••"^^^^T^^     ^       ^^ 


} 


Câ  qui  îtoit  frofop, 

£  X  S  M   P   L   E       VII. 

^^^^TrÔWER  U  frite  infinie  qui  efi  U  valeur  <fc  ay -j- byy 

<  •  I 

H-  cy'  -*-  4y*  -4-  ey^  &c.  "« 

Il  faut  fûppoier  a;  ^tstay  ^  fyy  ^  Çy'  •+•  ^*  -^  <rj^^  &c.^ 
Par  confèquenc,  x"  .c=  ^jr  -i-  ij^y  -§-  c/  •+•  ^j^*  •+-  ^y^  &c^ 
Et  tran/pofant  o  =  —  x^'^ay-^  byy + ry'  -^  dy^  4-  ty^  &c.     ' 

La  queftîon  fè  réduit  à  trouver  la  valeur  de  x  dans  cette 
(équation.  Pour  la  trouver, 

i^  11  faut  fuppofer  x  =^  ÎJ'  ^  hyy ^ iy^^ky^  ^  ly"^  &c, 
les  grandeurs  ^^  h^i^  &c.  font  indféterminées. 

2^  ïl  faut  prendre  la  valeur  de  x  par^eecce  équation  en 
.  iç  fervarit  delà  formule  générale,*  &la  ïubftituer  à  la  place 
4.C  —  x"  dans  l'équation  oif^.^^itr^ây^byy  &c.  &  Pon 
aura  réquation  changée  .qui  fuit. 

Pour  donner  à  c^tte  équation  changée,  la  forme  qui  lui 
convient,  afin  que  les  puiflances de^,  prifes  de  fuite  y, j^^ y, 
y\  &c.  en  diftinguent  les  termes ,  il  faut  faire  en  iorte  que 
^n^— t- fç  trpuve  dahsi  chaque,  coëficîent \.  en-confideranc 
jqMV)npreod.pQurcocficicns  Joutes  les  graûdeujrs:qui  préce* 
^^pc  ^dans  chacun  de  ces  produits  les  puiflfànces  y^  yy  ^y^^ 
y, y,  &ç.  dé  l'inconnue j^^  qui  doivent  dîftinguer  les  termes 

de 


*iotf 


A 


L  T  ▼  il  B    vu.  41.J 

['équation  }&  il  faut  qu'en  faifànt  ce  changement,  chaque 
produit  ait  toujours  fà  mêftie  valeur,  &.que  cela  ne  làxhange     .  ^ 
-point. 

En  fàinint  ce  changement  comme  on  le  voit  dans  l'équa-  ■" 
tion  fuivante,  on  aura  exaâement  la  même  équation  çhan^ 
gée ,  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  dans  la  feule  estpreC 
-lion ,  £c  le»  termes  de  l'équation  feront  diftinguez  par  les 
puiflances  y»yy»y»  y\  /,  &c. 

H-*r4-A»'-+-g'»*c.«-f-<ry    ■+.^  -i-y  »^dy*  Sec, 

3«».  Il  faut  fuppofèr  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
;ée  égal  d  zéro ,  ce  qui  donnera  les  équations  parn'culieres 
iont  on  a  befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  indétermi. 
nées  g,  ht  i,  k,  &c. 

Par  la  première  de  ces  équations^"-*  j^œs^ï,  on  trouvera 

^— ^"/"^j&gr^^V^- 
En  fubftituant  la  valeur  de  g  ou  de  gy  dans  la  .féconde  / 

fg"'""'/°""*=*^»  00  trouvera  A  ws  1  rf '"="  ^jf 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g,  A,  dans  la  3  •  f  g»  -  »y-*  » 
6=  •—  s.  X  t=2g»-»^n-i  Ah-i-e,  on  trouvera  i  «  -*•  î  ;< 


I  — n  1  ~  n 

D 


a    -     éiy   -   4.!^   »   ^^  - 


«  — « 


En  fubftituant  les  valeurs  de  g,  i&,  /,  dans  la  4*  f  g^'/  "  'k 
</,  on  trouvera  A*=s->-ix '-5^ x^ip^   '    i*y    '  -i-ix 

1  — m  I  —  n  1  —  n  1  — n 

rf    "    icy  ■    -t-ii»   ■    <//■"=". 
40.11  faut  fubftituer  ces  valeurs  deg,y&,/,ifc,dansx5=rg^.*-^jy 

iy*-¥-ky*'^iyZcc,  &ron aura xass^jr-t-i^j^-^-^''-*-*^'  ûtc.  • 

4-i^  "   f>    " 
Terne  I.  Hhh 


ï^i^K  ^tJ^^^   ° 


^x 


1» 


\^ 


Vf^ 


*•, 


** 
^ 


ra}, 


1» 


I-la 


£ 


f-  X  -î^^  K'-7S^a    '      ^rjK 


^ 


uy 


1  ■»■  4» 


r— 1« 


•    idy    "^ 


1  -  ° 


li^     "     ^i' 


n 


^*&C 


Cfcû:  la  ftfte  qui  eftlà valeur  dé  ay^^yy-^c/- 

JEe  qui  était  2^^f^P^ 

R.  £   M  A   H'  QJU   B  S.. 

Il  faut  faîre  fur  Te  fî^i^me  &  le  feptîéme  exemple  les  m& 
mes  remarques  que  Ton  a  faites  fur  le  cinquième  exemple  ^. 
&  l*on  verra  clairement  que  la  première  méthode  du  fécond 
l?robIême  étant  démontrée ,  lés  formules  générales  pour 
élever  deux  grandeurs  &  une  fuite  infinie  ^e  grandeur^  a 
jone  piiiffance  quelconque^. font  auffî  démontrées  pour  tou^ 
les  cas  j*c*eft.à-dîre^.on  verra  clairement  qu^ôn  a  démontré 
qu'elles  fçrvent  à  élever  déux^^anileurs  &  une  fuite  infinie 
de  grandeurs  d  une  puîfTance  quelconque  ^  quelque  nombra- 
qu*èn  puiffe  être  Texpofant,  foit  entier^  foit  rompu  ^/oit 
pofîtif^  foit  négatif  j  &  qu'il  eft  auflî  facile  d'élever  par  cette 
formule  deux  grandeurs  ou  une  fuite  infinie  de  grandeurs 
à  une  puiflance  fort  élevée,. qu'il  eft  aifé  parla  méthode 
brdihaiire  de  les  élever  au  quarré  ou  à  la  troiuémepuiflànce  y 
ic  qu'il  eft  auâî  facile  d*en  extrauré  là  radne  quelconque, 

2ue  d'en  extraire  là  racine  quarrée  ^  puifqu^il  n'y  a  qu'à  fub- 
ituer  dans  ces  formules  générales  le  nombre  entier  où 
rompu,  pofitif  ou  négatif ,  qui  eft  rêxpofant  de  la  pui^nce 
qu'on  veut  trouver,  à  la  place  de  n  qui  lé  repréfente ,  &  les 
grandeurs  dont  on  cherche  la  puîfTance  ou  la  racine,  à  ia^ 
place  des  grandeurs  a^  t^  r>  &c..des  formules  générales. 

On  verra  auflî  que  quand  l'éxpofant  de  la  puîfïance  à  la- 
quelleon  veut  élever  plufîeurs  grandeurs ,  efl  un  nombre  en* 
tier  pofîtif.  Ton  trouve  une  fuite  finie  j  mais  qu'elle  eft  infinie* 
dans  les  trois  autres  cas  ,c'eft.i-dire,  quand  Tèxporant  de: 


la  pù>ffitnce  eft  up  nombre  «Dtier  négatif^  fit  cpitacFSt  cft  UA 
nombre  rompu  pofitif  ou  négatif. 

1  ï.  •       ^ 

On  verra  Tufage  de  ces  formules  générales  qui  fervent 
à  élever  deux  ou  plu-Heurs  grandeurs ,  o.u  une  fuite  de  grao^« 
<)eurs  à  une  puiflance  quelconque,  dans  les  exemples  fui  vans, 
&  Ton  doit  avertir  ici  qu^elles  font  d^une  Extrême  utilité 
pour  trouver  des  formules  générales  qui  fervent  â 
¥rir  la  réiblution  des  Problèmes  les  plus  comppféz* 


1 


£xemi*leVIII.  j^ 

»i4.  POuR.  trouver  la  valeur  de  X  dans  l'équatioox'—^-^^*' 

"  H-  6»'/ 

1*,  n faut fappoferxa»i^-f-i5y '■*"»-♦- r^*  **^-i- 1^3 *•" »  &c, 
4ifb  a  Cf  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées. 

1*.  Il  faut  fubftituer  dans  la  propofée  les  valeurs  de  x, 
prifès  de  cette  équation  indéterminée,  &  l'on  aura  l'équa- 
tion  changée  qui  fuit. 

X*  «-*.*>»        •^ia'by*         ^i^aW  Sec 


s»  n*  n 


< 


L 


'  4^ 


^XV      «  H.->  &C. 

3"^.  Il  faut  Âippofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan« 
;ée  égal  à  zéro ,  ce  qui  donnera  les  équations  dont  on  ^: 
^efoînpour  trouver  les  valeurs  des  indéterminées  a^  ^,V,&c/ 

Par  fa  première  a^  i—  '^nnaa  4*  6»'  ss  o ,  on  trouvera  que 

la  plus  petite  valeur  pofitive  de  ^  eft  ji >^,  car  i^^  — •  n  ss  o  ^ 
eft  un  divifeur  exaék  de  d  -*-  7»»^^  h-  é»'  =:  o. 

£n  fubfticuant  la  valeur  de  a  dans  la  x^'t^mah  -—  é^^^ 

^^-Hr^Pt^  on  trouvera  i  sss —. -i-,  -»•  ■  ^^  ^* 

Hhhij 


4t  S-  Analyse    i>  b  m  o  k  t  h  e^e. 

xËn  faUlictfàtitleSt  valeurs  de  a^  ^^.dam  la  3^  upunat^ 

i  -H  I  j4*^^  '^'jfinhby  on  trouvera  r  s= 


< 

» 


i^d: 


n 


^  11 


^4- 


64»  ^ 


7pf 


ÎT' 


40.  Qii  £ubftïtucra  ces  vâfeurs  de  ^,  ^,  c^  dans  j^ 

cyi     ■'^  &c.  &  l*on  aura  x  = 


4r^ 


1 


88> 


r^*  &c. 


8jï*  64»*^  ^4»*  ^4» 

On  peut  continuer  l'approximation  autant  qu'on  voudra-.  .  . 

\Afflicatipn  de  la  premine  méthode^ù  fécond  Problème  à  la^ 
rifolutiomd^s  équations  qui  contWnnen^dts  différences^ 

A  V   F  k   T   I   s    S^.  E    M^   E  N   T.  •    • 

215.  t^E  fécond  Problème  iert  >uffi  à  là  réfôlution  des-cquatîonsi 
qui  contiennent  des  différences ,  &  Ton^  peut  ^par  la  pre^ 
miere  méthode  de  ce  Problême  qu'od  a  expliquée ,  &  par 
la  féconde  qi^n  expliquera  dans  ta  fuite,  trouver  la  valeur' 
approchée  à  rînfîni.dé  laquelle  on  voudra  de^  inconnues  de* 
rëquation,  exprimée  par  une  fuite  qui  n^àura  quelès  puif^ 
fances  de  Tautre  inconnue,  ou  des  autres  inconnues,  s*il  y 
en.  a  plufiears,  avec  des  grandeurs- toutes  connues:  Etcomi^- 
'me  cela  donne  la  réfôlution  de  plufieurs  beaux  Problêmes^^ 
.deGeometrie-,  oà  v^fa^ire.l'àpphçatîûn  de  la  première  mé- 
thode à  plufieurs  équations  qui  contiennent  des  différences^; . 
On  fuppofe  feulemenc  qu'on  fcait  le  calcul  des  grandeurs^ 
différentielles ,  quf  eft  explique»  dans  lon  première^  SeSion  de^ 
Pién'alyfe  des  Infinimens  Petits  î  &  fi  on  veut  l'appliquer  aux 
équations  qui  contiennent  des  fécondes  dif&rences  ou  des.^ 
troifîémes  differcnces ,  &c.  il  faut  fçavoir  le  calcul  de  ceau 
differences  fécondes,  troifiémes,,&c.  qui  eft  expliqué  dans 
/*-^r//r/^  65  du  même  ouvrage. 

Préparation  de^s  équations  qui  cnt  des  différentes  y  afin  dry^   » 
>  appliquer  là  méthode  du  fetondPrtélème.        .    . 

%%(>.  S  U  p  r  G  s  A  NTf  que  les  équations  dîflferentielles  aufquelles . 
on  veut  appliquer  la  niéjhode  du  fécond  Problème,  ont  les 


1  (tjrcia^l 

........  ^    ..    ..   ...fiai- 

^éncé  i^y^dé  Ta  féconde  inconnue ,  loic  dans  1^  denomi^a-- 
teur,  &  ne  foit  point  dans  le  numérateur.  Piir  exenïpfc,  tf* 
l'on  propoie  de  croéver  la  valeur  de  x  dans  PëqtiattonrfV 
•^ydx  —  ïtfy-=o,  il-fàut  dlvifèr  tous  lestermeypar  dy^il- 
l'on  aura  réquarion  préparée  ^-f-  ^  —  i  ==  o.  De  mêm^ 
ffl'on  propoië  dé  réfbud>e  rëquàtion'<fcf'='i^''-»i^';i^ 
faut  multiplier  tops  les  .termes  par  i  — ^^,  &  enfiiite  Içs  divi-* 
ftr  par  dy_^,tçi'oh  aura;  réquatioi^  préparée  i  —  j^/-^-'-/^-^ 
ssso.  Si  Von propofe  Térjuairitm  tCx  k  i*~^^'—ifJ>fVn-;~_wt{ 

'■-■-■  i  •    :  ■      .  i-yrr-^  xi  ■     ■    ■  "> 

aw-^.A-,  il  faùr.niti3cipirerclia'qile.iziembre]}aï  i^/rt-^x:^^ 
te  enfuite  les  divifer  par  dy^  &  J'en  aura  l'équacibiï  pMparée  '>■ 


.^,x^r-*-f— ^  X  Vtr-^x^  .-^^T — xx-  =ss  o.  .   ,,, 

Il  en-ell:den>ê«(>e  des  ancres .éq^at^ns  diârereijtieUè$.,> 
E-x  F  »i  T  L  r     iX,  ;     i 

ny.  J^OuR.  ctoilvelriâ'valçurde'xdanst'é^uadondifierentielle 

ë--»-^— ^=0v  .         .  ,  . 

r".  Il  feut  iuppofer  x^^ay  -^hy  -^  (/•*-  ^*+j^'  &c* 
d'ôfi  l'on  déduira  en  prenant  leç  dtffei'ences  de  6baque  mehir 

1®.  Il  faut  fubfticuer  là  valeur  de  |f  dans- la  propûfée-,.&(- 
ellejcra  changée  en  l'ëquation  qu'on  voit  ici.  ',  '  "  .  - 

}'.  Il  faut  fuppofer  cbaque  terme  de  cette  èqu;itiôn  cbâ^  ^ 
•     g^^  égal  à  zéro, «  qui  donnera  autant  d'équations  parti,  j 
" oulieres  iju'on  a  fuppofë  dé  cocfieiensind'étermineZjlei^  ^ 
q^eUes  fervîroat  à  en  trouver  les  valeurs,-  ■        - 

Par  la  première -+- rf-—  i  i=o,  on  trouvera  rf  =  li.,- 
JP.aï  la. féconde  -*.  nS»  -*-rftf,=  o,,on  trouvera.  i  =  —  |.- 


Par  la  <5«â«riéfric  -h  4nf'-t--3=r/=ài'8,'*^fi  rrouVèfa  r.s=-i-i-/ 
^4*».', &i  fubftîïu^nt'cjSs.ygîçurç, ;<^  leur  J)lace 


(  f  •'      r  1    •:  ,      ■    •   J  ".  "    •        .■'-•>.  -il 


C'€lt  là  valeur  .apprcM:Jiiée  à^  x  que  Ton  cheirchoiç; 

•  fe  X   £   M   P  X   E      X.     . 

*z8.   ^O'u'iC  trouver  la  yijieur.dÇ[Xjdajis  i'ctjujuSoo  xx  — ft 


>^«L_  o^ 


lo.  Il  Taux iuppafex  x  sssay  -^^  ly^ 4-  cy  -4- ey^  -^ff,  &<^- 
les  co^ciens  a\  i)\'c yiac.  font  indctemTineE.  On  ne  peuc 
IjjïS  fiippoièr  x:=nz  ay  ^hjy  ^;éy^  ^jey^^c,  parcequo  dans 
cetce,fuppûfi£ioo,on  nepourroicpas  trouver  toutes  \^s  équa- 
ttï^  par^ciauliçr.es^  phopn:s:it  xiàiermîner  ks  valeur^  de  tous 
iès  îCoëiicîeiis  iodéterminez* 

En  prenant  la  diâeDcnce  de  chaque  terme  de  x=4fy^-^y 
^4-  ^^'^f-  îon  a«ra g ^=  4«  -4-  3^jy  h-  5// h*  ley^^  ^fy"  &c.    . 
quaWâiM  i;kàque  membre  de  cette  équation ,  on  aura      ^ 

i^arrant  auflî  chaque  terme  de  rcquatîoh  fupppféc  xtssiay 
4r  %.' *  ^y  &c.  tm  aura  .,       .   •  ,  , 

•4-  lafy    *^.itcy^  . 

2^  Il  faut  fubftîtuer  ces  valeurs  de  ^î,  &  de  xx  i  leur 

place  dans  la  propoféè,  &  elle  fera  changée  par  cette  fub- 

ftîturion  en  Tcquation  înfijiîe  qu'on  volt  id. 

4-  XX   7=9; .         .  -H  aayy    j*-^  i^^*     -  i^H-  6èy^        -4-    i^*^  a^ 

—   rr  w=  .p— rr 

^^1?  fep  ^  4*^rr-H  IJ^^/y/-»-  9^^^  V  \/it^erry  -4- 1  jrrrfy» 

^  ioacrry^  ^  3 O^rrry'  -♦- 1  %afrry^  r-^* 


fuppofé  dç  ces  coëfideos  indécerminez^ 


t 
t 


troifiérae,  c  =  -h  nfei  =  P"  •*  'i"""^''*?^.  —  5^?-' 
par  la  cinquième /=,^,',„^. 

4*.  Il  âuc  liibftitiiei  ces  ;nkitKiJj»4,^'jq,  Bec.  idant  l'iiqua. 
tion  fuppofëe  x  =  iiy-t-l^-*-cy'iUi.fiiX<mxafXxtisy 
—  â  +.ié>  —  Tôfe'  +  «&?•  G^aftja^aeut  approché* 
de  X  qu6  l'oh  checchôit..  ~  -    ,  _ ..     .   -'  . 

"?■  POuK  aauTerl3valeuiapprocli,éB<lex<lans  rêqiutiaa> 

I  —i?  -i-'-^=0,.  ,:..'■     ■) 

1°.  On  fuppo&ia  »«=><)r-t-^',-»-.yî*9';'rir^';*6Cijl"oà- 
l'on  déduira  ^  =n-  «  -l-  jfjj'  -f  jfy'  ■*■  jey  -^  j^'  &ç.- 
en  quarraiit  chaque. membre- on  aura 

^  i=  +•  ^o  -*•  6aijfy  ■*•  5%''  +  '4^'/"  -*-  li'îçy',   S'cT,: 
-»-'iorfrf*-+-30^f_y^  4- i8<i)^  ' 

■'         -•     .    ii-4i%"'-    -"  ■• 
î»,  On  fiifaftinjer»-cei««l«ar  de-g;d3»s-k'f!«>p<ifife;, 
&  l'on  aura  ^.-  .    D 

'-tri'-    .==■■-!:■'■      ,'■       ■■■-    •        ■,■..■!,    .■.■.    .'     LU 
—  S?  ==—*«— «V% >%'_  — ;4îîr'— îJ^^'^fc».. 

-:_  rb«g^— -  }owy'  —  '8*/^' 
....:-.  .u     _4ii,y 

3°.  Onftppofificliaqatieime  decettt  é^idbnîchsoi 
çée  égal  à  lero.  ;.     ■     ■   * 

Par  ces  équarions  pïfTticulteres  on^trottveni'if  te-^>  i^;, 

'4».  Onfobftitueracesvâl"élirsde<«,i,f,&c.i  leorplace' 

dans  j(==v«^H^*r' *'*■  ^^  !'''•>.''<>?'"?  *;f=^-f  JZ-'-iMy 
r+- ijf / -t- -nfe^' 8cc.  G'ettla  ïalèùrjipprochce  de.i.'qMe-' 
l'on  cherchoic  '■  •  '  -  .  . 

■    E-X-K  M  f'-ti'»     XHi- ;■,-.  -h  ■.:■„■] 
i:}x>.  SoiT  propofêaetrouïerlayakufd£^'--«pilléiH<î5:jEtt! 
dtl'éqùati»n+^— .(»•«— t^'-H/xjtjçBO..         i    ■ 


'  idètiuîrà  g  =  4- 1^/  4-  44j^'h-  6$jk'  &c.  2c  i^  jf  =*=  h-  ^i»j^* 


i<«fy* 


>/^    ï<>i  On  fubAicujèra  ces  "«ralcuiis à»  k^^^  kkï.  leur  place 
V 4aiu U ipfopofëe , .ôci*»n 4uri.   : 


rrx  =s.  —  arryy    —  hrrj/*    —  tn^      &c;. 
j»xx  =5  '    *»-  ii<«Ây*  H-  xabfy    &C, 

3«.  il  faurfuppofer  çliia<)ue  terme  de  l'équadoncliangée 
çeal  à  zéro. 

On  trouvera  par  ces  équations  p^tsculieres  <«  ^  '+'  ^> 

40..  II  faut  fubftituer  ces  vailèurs  de  a^  ht  c»  Sec.  dans  Téqua- 
■^on  fuppofée  Ar  ass  ^y  -f.  by*  *i>  fy*  &c.  U.  Fon  trouvera 

*'**•*-  ifr  j'/n-  rSW/  **"  »icT3r7W'/  &c.  d'où  l'on 
•     déduira^'  ^  X .^  ¥  -;  j^ yy  ^  ^^/^  îTTT^/  &c. 

Ce  qui  ètoit  frcpop^ 

Si  l*on  veut  fuppoJfer ,  pour  abréger ,  ^  «s  « ,  on  trou- 

Exemple     XIII. 
*3  *♦  JP  O  u  n  trouver  k  valeur  approchée  dp  x  dans  i'équadon 

^o<  jj'r-Hf-^f  X  v'rr— -x^  —  V^^ — ^«^^^^^.^ 

I  o.  Il  faut fuppofer  x^ssmay^bf  ^cy^^y'  ^c.  4*oi5i  l'oa ' 
.déduira  ^  5=5  H*  <•  rf-  34^/  ?*-  î^^*.  '^  7</'  ^. 

.jh  X X  ses  f^aayy  3^  i^a by^  Hr  ^i^*  &c.      h-  x* «=  «4-^*/* 

II  fauF  auffi  rcduîré  y/rr  — ^^cat  =^>r'-r^xx  *  en  la  fuite  qui 
exprime  cette  grandeur,  par  le  moyen  de  la  formule  gçne- 

f«>3.  raie,*  où  il  ne  faut  que  fubllituerl  àlaplace  dé  »,  17  i  la 
place  de  -^ ,  &  — r  xu:  i  la  pjaee  4e  ^  i  &  l'on  aura  •/r  —  xk 


rr-4---xx  

Il  faut  contevoîr  cette  valeur  de  ^ry  ^r^  xx  à  la  placé 

de 


XX  t  X  ,  X  )  «c.  a  leur  piace  aans  la  propoiee ,  oc  i  on  aura 

H-  g  X  f  r =  -t.  «f  >•  +  3*^>5y  -(-  yqry'  ■*■  -jtqry'  &c. 

+  g  x  >v'/r — XX  =  -f  «<r  -H  siflyjK  *  srfly'  ■*■  7»iy- 


tfahty* 

«i^ .,; 

.r    > 

-^y 

— 

<***'/•&€. 

~"  C^ 

— 

ïX4rv 

W^A»„#- 

'^/. 

^<J^y^^/ sec 


"(^ 

^/ 

-1- 

13/ 

-t- 

*r^^ 

+ 

.^/,&c. 

-»■ 

^y 

ViT' XX-sss— f  +  - 


.  1  X4xirï' 

i".  Il  faut  fiippofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  i'  zéro. 
y.  On  Efoiïveraparces  équations  particulières  ^  3=  •4'  ^, 

•^ —       <m'»> — ^      iiorV     '^ (o40r*t" 

4''.  Il  faut  fubfliituerces  valeurs  de  *,  4,f:,  Sec.  dans  l'équa- 
tion fuppofée  x=rfj'^Af'-+-Vy'  ècc.  &  l'on  trouvera  ' 

'         eut*  itoT+t'     ''  ■   -  jo4or  **'  / 

■C'eftla  valeur  Je- X  que  l'oD-cberehoit.    .  ; 

Tomt  J.  lii; 


*5» 


». 


Z2dg 


4)4  A  N  A  L  Y  t  s     X>  !  »  O  K  T  K.  B'e 

£xEM^i<s    XI y. 

PO  v  s^  troittver  k valeur  de  k  dans  Téquatioo  kx  — 

—  ll«H-»/=>ç:Q,  1%  il  faut  fupjiofer  Xsas^H-/^**-^*. 

•«-  Ôcc.  les  grandeurs  a  y  by  r,  ^^  font  indcterminées/ 
x\  \X  Êiut  prendre  par  cette  ^uation  fuppofôe  la  valeur 

de  g^  ^  l'on  trouvera  ^ss^i^icy^  i^^  &c. 

il  faut  fii;bftituer  la  valeur  de  xx  &  celle  de  ^,  dans  la 
|iropo£ee  ^  &  ïott  aura  Téquation  changée  fUivante  ^ 

XX  ssB    .4ur«i-  zafy  '^ifyf  «h  i^r^^  H-  &c. 

30.  Il  faut  fiippofer  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
â  zéro ,  &  Ton  trouvera  par  les  équarioos  pardculieres  que 
donnera  cette  foppofiriou  ^iiissuiiss— -|)  r  =  —  é> 

4^  Il  faut  fubftîtuer  ces  valeurs  des  indéterminées  à  leur 
place  dans  x  =  ^*h^^g9f-4-ôcc.  &l*onaurax  =  «  —  |jfr 


&c« 


g|-.^f  2£c.  Ceft  la  valeur  de  x  que  Ton  cherchoio, 


S^cende  manière  de  refondre  le  même  exemple. 

Stf!  0  é toit  moindre  que  j^^  îl^uidrolc  prendre  une  fuite  oft 
les  puiflances  dey  fe  trouvaflent  dans  les  dénominateurs  des 
termes ,  c'eft-irdire ,  il  faudroit  que  les  expofans  des  puiiTai^ 
ces  de  v.fîjflcnt  négatifs ,  de  la  manière  fuivante. 

i^  Il  faut  fuppofer  x^ssiay^by^^  cy^^-k-ey"^'^  &c. 

x^i  II  faut  prendre  la  valeur  de  g  par  le  moyen  de  cette 
(t^quadpn,  &  l'on  couvera  %  ^sss  a  —  eyr:^  —  tey"  *  &c. 

Il  faut  fiibftituer  les  valeurs  de  xx  îc  de  ^^  dan»  la  pro* 
jpoiee ,  2ç  Tôt)  aura  ^équation  changéje  fui^ante  > 


XX 


^-^ 


>yd* 


tyy 


xac 
'9 


xev^^ 


xa^y 


*x 


n 


ny  «         H 
5*.  Il  ^uc  ruppoAur^c^que  cernne  de  c^9  équation:  ^I 


4"'  il  faut  fuWlituer  ces  valeurs  dans  x  tzs  ay-^hy^  -^  ey"* 
-f>&c.  &  l'on  trouvera  *  =^  —  îa-i-T»^~'-*--ï^»^"*  &c. 
C'eft  la  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit. 

EXIMPLE  XV.  ou  IL    y  A  TH. pis   INGONKUES, 

Avertissement. 

»5  3 ,  Il  y  a  des  Problèmes  de  GeiMnétrie  où  l'on  eft  obligé  d'6m- 

f  loyer  trois  inconftues  x,y,  x^  avec  leurs  diâèrences,  dafi» 
équation  qui  en  exprime  toutes  les  conditions  :Etil^uir 
remarquer  que  cette  équatidh  qui  eitprime  toutes  les  côa- 
ditions  duPtoblême^.a  été  fomiée  par  les  éqtlfttions  partît 
culieres  qui  ont  été  réduites  â-  cette  feule  équation  qui  le» 
contient  toutes  ^  8c  que  par  confèqueot  s'il  y  a  trois  incon- 
nues, ou  un  plusgrand  nombre,  ildoîc  y  avoir  des  équations 
parciculfeves  qui  exprimait  à  part  le  raport  des  unes  aux 
autres:ces  équations  pariiculieres  doivent  être  données  ou; 
connues  dans  les  exemples  oà!  il  s'agit  de  trouver  la  valeur 
de  l'une  des  trois  ibconiiues par  une  fuite  qulne connenne- 
^ùe  les  deux  autres  avec  les  grandeurs-connues  de  l'équation. 
Pour  trouver,  par  exemple,  la  valeur  de  X  dans  l'ëquatiôa 
]^x  —  xdy  ~-'ndy^  o ,  ou  divifant  par  dy,  dans  Téquatioa 
5jJ*  —  X  —  »  =  o  y  où  l'on  fuppoft  que  dans  le  Problème 
qui  a~  donné  cette  équation ,  l'on  a  l'équation  particulière 
iték.~~3i^~^ydy—o,  ou  </^==i(^-i-^,,ou  gsi  ^2.^ 
*=  I  •*•  )Ç"/,  qui  exprime  le  raport  de  j^i  y  :  pour  trouver^ 
dis- je,  la  valeur  de  x  dans  ^  —  x  —  it  ==  o,  i°.  il. &ur 

fuppoftr  X  =-*r"*^  -t-ic*/*  ^  'C*;*'  ■*-  rj^"*/*  -*-  &Cv. 
<*>^.  's  'j  font  des  grandeurs  indéterminées. 

lO.  11  jkut  prendre  la  valeur  de  dx  dans  cette  équariôdi 
ibppofée  ,&  l'on  trouvera  d'abord  dx=saxj^4fy- — atc^yd^. 

^léx^'^ydy—  lisZ  ydz^r^-}CsCYé'~"  i^CYd^"*-  ^^CY^^ 

-~&c.  Il  faut  fubftituer  au  liendedxjA  valeur  ii^h-CV'6&' 
le  divifèr  le  tout  par  dy^  8c  Ton  aura 


lii  ij; 


45g'  A  H  AÎT^  »     V  E  U^  N  T  R  E*e;  ' 

Il  fime  fabdicuer  les  valeurs  de  g  &  de  x  dans  Upropofée; 
8c  l'on  aara  l'équacion  changée. 

— i^cy— 3^cy 

.  30.  Il  faut  fuppofèr  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
à  zéro ,  qe  qui  fera  trou,ver.<« ss 9^  ^  sss «^  ^at^",  c  tsa^n 

»—  J-L  «t 
^=    <    **■• 

40.  Il  faut  fubAicuer  ces  .valeurs  de  a,  $j^^.ticc.  dans  l'éqwu 
tion  fuppofée ,  &  l'on  aura  x  5?=!  «^""^ -h  ,«<"y.-*- f  ««cy 
•*-  ^  «iC^y*  icc  Ç'eft  la  valeur  de  x  que  Ton  ch/erchoic. 


i«p 


Corollaires  qui  Juifoem  de  U  première  méthode 

du  fécond  Praklême» 

C  >0   IL  O  X  2.  A  X  «.  £     î. 

■ 

Qui  contient  ce  ^u^on  affette  le  retour  des  fuites^  ou  la  nutniert 
de  trouver  ta  fuite  inverfe  et  une  fuite  donnée. 

*34^  jLOiisau'oNala  valeur  de  x  exprimée  par  une  fuite  des 
pui0ances^de  y^  avec  des  coëfîcîens  connus  dans  tous  les 
termes,  par  cAmple,  x  ^=^  ay  ^byy-^cy^  -^e^  '^fy^  &c. 
ou  bien  x^^ay-^ly^^^c/-^ e/  -^fy^  &c.  ou  Ken-  x  =  arf 
^iy^^^cy^  ècc.  ou  de  quel  qu'autre  manière  que  ce  puifle 
être  )  on  peut  y  par  la  même  méthode  trouver  la  valeur  dej^ 
par  une  fuite  des  feules  puîfFances  de  x  ^  dont  les  coëficiens 
connus  n'auront  que  les  grandeurs  connues  a^b^c^e^  &c. 
de  la  fuiïe  fuppofée  connue.  C*eft  ce  qu'on  appelle  le  retour 
des  fuites. 

On  fuppofe,  par  exemple,  x  ':s=nay^  hyy  ^-  cy^  -h  ey^-^fy^  &c; 
les  cogfieiens  a^  b^  Cy  e^  f^  &c.  font  fuppofèz  repréfenter  des 
grandeurs  connues  pour  trouver  la  piiîflànce  dej^^  Téquation 
propofée  fera  o  «=»  -^  x  -fi-  4/  -4-  byy  -4-  Cj^  4-  ey^  ^  fy^ 
&c. 

I  ^.  On  fuppofera  y^ss^lx-^h  mxx  •*-  n^^^^fsâ  -4-  qx^  -»-  rx^ 
&c.  les  coëficiens  /,  m^n^^c.  font  fuppofèz  indéterminez. 


A» 


y':=^Px' 


iBmx^ 


fx' 


4fmx^ 


V 


/«x*    &c. 


w'x* 


&C 


On  fabftitaera ces  valeurs  de^,  jjy, &c.  d  la  place àjiy^yy^ &c. 
dans  la  propofée ,  &  l'on  aura 


ri-O'' 


X 

dix 


amxx 
bttxx 


anx^ 
xblm^ 


dfx 
immx^ 

iblnx* 


dqx^ 

xUfx^ 

xbmnx^ 


cPx' 


hbnnx^ 
h  iblqx^ 

•*-  xbmpx^ 
icïïmx  H-  ylmmx^  -h  3  cUfx^ 
4-  3ri7;»x^    -*-  éclmnx^ 


rv^ 


*/^x* 


6eBmnx^ 


3*».  On  fuppofera  chaque  rêrme  de  Téquation  changée' 
égal  à  zéro ,  &  Ton  trouvera  par  ces  équadons/parciculieres 


H-  ->    » 

a 


t 


9 


p î -^r 


ji 


4^  On  fubftituera  ces  valeurs  des  coëficiens  ii 
tiex  ly  iff ,  fiy  &€•  à  leur  place  dans  yi=zlx^  mxx  -*-  nx^  &C4 


£«ap 


•    &  Ton  trouvera^  sa ^ —  ^    .  — , 

ë 


M — <g    t       fâfe — ft'i— <w    4 


11  U) 


MMMHaHrib 


Ç'cft  la.  valeur  4«/  q«e  Ton  eherchoit. 

K  E  M  A  R  <v.u^  I  «- 

>3  5^  O  N  peut  de  la  même  manière  trouver  la  valeur  die^  dam. 
les  éqnaeîoivs^  xsar^^-f-fy'-H  cy^ &c.  x  ===^^4-i5y*-i- ry'  ôcc*. 
&  dans  les  autres  ou  les  expoians  des  puiilaiices  dey  (ont  en^ 
progreffion  arithmétique.  ^ 

C^and  on  aura  les  valeurs  de^  dans  tous  ces  cas  di£Ërens^« 
ces  valeurs  fervironc  de.  formules  pour  trouver  tout  d'un 
cpup  la  réfoludoB  des.  Problèmes  qpi  font  les  laveries  de: 
ceux  qui  font  exprimez  par  les  équations  où  Ton  a  trouvé^ 
la  valeur  de  x  par  une  fuite  qui  contenoit  les  puiflances  de 
f^  dans  les  exemples  précedens^  8c  dans  tous  les  autres  femi 
blables. 

Pour  en  faire  voir  ici  une  application^  on  ie  fervîra  dit 
fixj^  neuvième  exemple,'^  qui  fert  dans  la  Géométrie  a  trouver 
le  logarithme  hyperbolique,  repréfenté  en  gênerai  par  x^ 
;  de  tout  nombre  donné  repréfenté  en  generalpar  i  n-jf. 

L'on  a  trouvé  le  logarithme  x^ssiy  —  ij^-i^  ^y^^Ly^ 

Pour  trouver  le  nombre  i  -f-/^  qu'on'  fuppofe  à  prenne 
inconnu,  par  upe  fîiite  qui  contienne  les  puiflancesdu  loga« 
rithme  connu  x^  il  ne  faut  que  fuppoièr  i  sssa^^^^^sssA^ 
^.^sszCp  — I  =2^,  -Ht™*/>  ^^*  ^  fobftituer  ces  valeurs- 
de^,^^^,6cc.dansIafornralejrs«f-— *^H^^t*j^  &c». 
&  Ton  trouvera  ^  =-  ^  ^^i  xx  -h  £^x'  &c» 

Ajoutant  l^unité  à  chaque  membre,  on  aura  i  -Hissai  ^  ^ 
•♦-  i  XX  -H  x^  x'  &e.  où  X  étant  âippofçe  connue,,^  l'eft  auflL 
Ce  qui  étoû:  propofé. 

1  L 

^yé.  Sans  fuptniter. de  nouvelles  formules  pour  le  retour  des 
iîiices  dans  les  cas  où  les  expoHim  des  puiflknces  des  «r^  n^ 
^DC  pas  dans  la  progreflîon  naturelle  i ,  z ,  3  ,  &c.  mais  fui- 
▼ant  la  progreflion  1 , 4, 5,  Sec.  ou  i ,  3 , 5 , 7,  &c.  ou  une  autre 
quelconque  dont  les  termes  fi>nt  des  nombres  entiers  j  on; 
\  peut  iè  fervÛT  dans  dès  cas  de  k  formule  feule  du  v*  Corot: 


I 

40f 


laire  ^pâr  ex^^le^ la  valeur  dey^a^  ^t^^  tu^^rj^i  ^^ 
ftnt  ierrvir  de  formule  pour  trouver  tout  d^ua  coii|>1â  valeur 
<Ie/  par  les  puiflances  de  Xy  dan»  les  équations  infuiies  o& 
les  pôffîmces  de/  fexùkntf,y\  f^f^  &c.  en  fiippofanc, 
I  ^  tons  les  ceranies  é^  la.  forsiule  ^  te  rrouveoc  les  puiflan* 
ces  paies  de  ir,.  comme  xx,  Ji^,  x*,  &c.  égaux  â  »ero,  ft; 
f etrancluez  ée  la  fbrmulie  j  &  en  fuppo(ànc  ^  2^  égaux  i  zéro 
cous  les  coËfîciens  ^>  ^>  |r>  &c  des  puiilàiices  paires  de  «^jj 
comme j^,  y^^fy  &c,  de  réquatien  tappofée  x  «k  ^rv  h*  mv 

Pour  trouver,  par  exemple,  la  vafeur  de  jf  dans  réqiuu 
don  ♦  X  «=/  -H  i/-4-  ^^y  -H  tîr/  -H  -1^/  êcc.  par  le 
moyen  delà  formule  précédente,  on  fuppofëiu  iP.  les  ter* 
mes  —  ^i?  «H  f^k  -  y^^  -  ^  jc\  &  les  autres  où  les  puîflances 
de  X  font  pairs,  égaux  à  zéro,  Se  retranchez  delà  formule» 

On  fuppoiera,  i"".  afin  que  Téquation  propofôe  y  t — y 
•4-  \y^  Sec.  foit  rcpréfentée  par  x^ss^  ay  ^  iyy  ^  c/j^  ey^ 

•i- J?'' •*•  Çr"  &c-  -^=«ï>  *=o,  ^s»i,  ^«o,/  = 

g=;sO,   i6=î4^,&C 

30;  On  fubftîtuera  dans  les  termes  de  la  formule  où  les 
puîflances  de  x  font  impaires,  W  valeurs  précédentes  dta, 

è,  €y  &c.  &  Ton  aura^as  X  —  ^^.  ^^  &c.  C'eft  la  valeur 
de  jr  que  Ton  cherchoit. 

On  peut  de  même  fe  fervir  de  la  valeur  de  je  sst^  .^  i^ 

^ML^  x'  &c.  pour  le  retour  àts  fuites  dans  les  autres  cas. 

lîL 
^  3  7«  '  ^^^^  n^ëtoit^  pas  linéaire  dans  la  fuite  direâe  x  as  ay^^^byy 
^  c/  ^  &c.  mais  qu'il  y  eût  par  exemple  x'sss  ay^  iyy 
^cy  -^  &c.  ou  en  gênerai  x""  ssi  ay  '^  iyy  -i^^f'-tt  &c.  il 
faudioit  dans  ce  cas  commencer  par  élever  chaque  membre 
â.la  puiflance  -^  ou  ^,  ce  qui  rendroit  x  linéaire  dans  le  pre- 
mier  membre ,  & enfuite  on  trouveroit  la  vaJeur  dey  expri« 
mée  par  une  fuite  où  il  n*y  auroit  que  les  puiflances  de  x 
9LVtc  les  <ocficiens  de  l'équation  propoféë ,  comme  dans  lie 
premier  Corollaire. 

C  O    KO   L   LA  1   E  S     IL 

^}S;  O  Ô  TT  une  équatioa  dont  chaque  membre  contienne  une 
fuite  infinie ,  comme  ax  -nixx  -t^  rx!-4*  ii«?  Hr  ex^  -h  fie*  9i9^ 


'jUo  Analyse     |>BMt>i<rTi.iE. 

ciens  fontfMpofcz  repréfenter  des  graadeurs  connues  & 
dont  chaque  membre  ne  contient  qu'une  inconnue ,  c  ett-à- 
<dire  que  l'inconnue  d'un  membre  ne  fe  trouve  pomt  dans 
Fautre  membre  :  On  peut ,  pa*  fei  même  métiiode ,  trouver 
la  valeur  de  l'une  des.  deux-  inconnues,  par  exemple  dex, 
•exprimée  par  une  fuite  infinie  qui  ne  contiendra  que  les 
puiflances  de/^,  avec  des  coëficiens  connus.^Gette  équation 
peut  fe  marquer  ainfi  par  tranfpofition,  ax  -h  ixx  -♦-  ex*  -»-  dx* 
-erV-H/x'&c  — /j^  — ^jy  — «y— //— £?  — îf*  ^• 


o. 


Pour  ttouver  la  valeut  de  x,  i®.  il  faut  fuppofer  x= -^ 
-*•  Byy  ■+-  C^'-H  Bf*-*-  ^y  •*•  i>'  ^'^^  ^"  cocficiens  A»  B.» 
C,  &c.  font  indéierminezi 

On  fubftituera  cette,  valeur  de  j« ,  &  les  puiflances  de  cette 
valeur  à  la  plape.de  x  &  de  fes  puiflances  dans  la  popofée,. 
fiç  l'on  aura  l'équation  changée  fuivante ,, 


H-.«»  «.  ^,^v»  H-j*^^*±;j;^j;' 


6eASCy 
^cAAVy' 


Il  fout  fuppofer  chaque  terme  de  l'équatioa  changée  égal  \ 
à  zéro. 
-    30.  Il  faur  déterminer  par  ces  équations  particulières  lès 

cocfidens  îndéter minez ^ ^  J?,C^  &  Ton  trouvera ^  =  ly 

^  —  hAA     n n—xbA^  —  cA^      7) p  — ^BH  —  ihAC—  jcABB  —  dA^ 

On  trouvera  de  même  là  valeur  des  jiutrcs;  ^ 

Pour  abréger  le  calcul,  on  làiflè  les  capitales  A\ByC^Ti^  Stc: 
qui  font  les  cocficiens  indétermînez^aufièude  leurs  valeurs 
qui  les  précèdent,  &  ce5? capitales  les:rq)rcfentent. 

4^  Il  faurfubftituer  ces  valeurs  dîe  urf:,^jC^J),&c.<ia& 


C'efl:-  la  valeur  de  x  que  l'on  cherchoir. . 

K  £  M  A   K.  Q^U   E    s,- 

!.. 

1-39.  C>  Et  T  ■  valeur  de  x  peut  fervir  de  formule  pour  trouver 
tout  d'un  coup  la  valeur  de  x  dans  les  cas  où  les  expofàns  - 
des  puiflàoces  des  x&desj»  font  dans  une  autre  progreffion  1 
aritnmeciqne  que  celle  des  nombres  naturels  i ,  1,3,  &c. 

Dans  les  cas-,  par  exemple,  oîtlesexpolànsdespuiflànces' 
dès  X  St  des^  font  impairs  \  comme  i ,  3  >  5  »  7»  &c.  il  faudra 
fuppoftr,  i".  dans  l'équation  ax-^ixx-t-cx'-t'dx* -i-ex* 
•^-fx'&cc.  ^sfy^myy^-ny'-^ff*-^  ^y  •i'ty'  6cc.  les  coëfi. 
ciens  h^^d^f^  &c.  m^p^r^  Sec.  des- puiJTances  paires  des  x  & 
àff$y^  égaux  à  zéro  :  Et ,  i«.  retrancher  de  la  formule  x  ss  ty 
-♦*  2Lii — yy  g^c,  tous  les  termes  où  lés  puil^nces  de  y  font 
paires,  fça  voir  le  1%  le  4%  le  6%  &c.  comme  étant  égaux  i  zéro. . 
S1I  étoÏE'propofé,  par  exemple,  de  trraiver  parle  moyen 
de  la  formule  précédente ,  la  valeur  de  x  dans  l'équation 
X  4-  i  j('h-  ^  *•  -H  S-x'  -t-  ^/,-*'  &c.  =  ry  -H  f/  ^-  ^y 
-'+'  m/  "^^  -nft/  ^^*  ^*  faudroit  fopppfer ,  afin  que  cette  ■ 
équation  fût  reprélêntée  par  ax  -i-  èxx-^  cV  -h  â^**  -h  #js* 
•^fxH.c.sssly-^myy-^ny*'^pf-^0^-^ry*  &c.quetf  =  i^, 
^=io,.^;=cf,  ^«o,  ^=3^,/=3io,  &c./s5=/j  «saoî- 
«=  7  »  /^"'^  o,  y  ^  I5 ,  r=  o,  /  =s  ^ ,  &c.  Il  iâudroic  encore 
fiippoferqiïeles  termes  des  puiflânces  paires  àty^  fçavoii: 
le  1%  le  4%  Je  6'  &c,  de  la  formule  at  =  ^/  -h  '^:nÈd±yy  &c. . 
en  font  retranchez ,  étant  légaux  à  zéro  ;  &  fubflricaer  enfuîte  ' 
les  valeurs  dé  a,  h^tti»  &c.  dans  la  formule ,  &  l'on  auroic 
la  valeur  de*  dans  l'équation  prppofëe  exprimée  par  une- 
ftite  infinie  où  il  n'y  a  que  des  v;ce.qui-eft  facile, 

Z40..  Ceiècond  Corollaire  contient  lepremiér,  c'éftà-dire,  lài 
formule  que  fait  trouver  ce  fécond  Corollaire,  contient  la-i 


.44rx  An  a  t  y  s.  e    b  bj*  o  nt  h***. 

formule  ou  la  vajeur  de  Jt  du  premier  Corollaire  j  il  ify  a 
qu*â  mettre  dans  l'équation  Jy  -«-  i»^^  -h  nf  •»-  &c.  =r  ^x 
-f-  éx^'^  cx^  -H  &c.  X  au  lieu  de  y  dans  le  premier  membre^ 
.&/  au  lieu  de  x  dans  Je  fecond  membre  ySf.  fuppofèr  dans 
le  premier  membre  i  5»dc^.&:w  ts^  o  3  iï  «p-o  y  C*eft-àr4ire., 
fuppofèr  que  le  premier  membre  ne  contient  que  le  plumier 
cerme^  &;  cette  équation  deviendra  ix  =  ay^iy  ^  cf 
H-  df  -H  r^'  -♦-  &c.  qui  eft  l'équation  du  premier  CçroUâire. 
Ce  qui  i^ic  voir  que  la^^ormule  du  fécond  Corollaire  devien- 
dra la  forniiUe  du  preniier^en  fuppofant  dans  cette  formule 
du  fécond  Cor<^llâir€  x  i  la  place  dej^,  &jf  à  la.place  de  x^ 

:&  /  ;»  I  ,  nk  qpp  Q^  »  «»  o,,  /  ;w=  O^  q  a»  O  ,  ÔCC. 

<î  O  -K  O  iL  X  A,  1  «t  E     î  l'I. 

^41*  CÎN  peutpar.  la  nrômc  méthode  trourer la  valeur  de  xda!» 

Téquacion  /^  ^r  myy^^  n^'-^  jpy*^*  f^^Uc.  sslmc  -^  Cjcjc 

^^yyy^  '^rPy^x^jty^x  Hc^  •*•  ixx-^r  Z^xx  ^^^yyxx  -4-  t^xx 

*  îtyVx  &ç.  «pH  ex^  ^:\yx^  ^  iiyyx^  ^-^ijc^ -i-.  £^^'  &<î* 

.•♦•  ^iv*  -4-  Tfx*  ^-  vyyM^  -I*  q>y*x*-4»'pjr^x*  &c.  dont  tous  les 

.coëfiaiensfont  fuppoiêz  repré&oter  des  grandeurs  connues^fic 
,où  les  deux  inconciuesLx  û^yiovA  allées  enfernble^  on  peut^ 
.4i$TJl?i  tJQUVier.U  valeur  dç  xpar  ui]^  fuite  infîniequi  ne  con- 
«luenne  que  les.  puiflàncea  de  jk  avec  des  coëficiens  connus. 

P OUÏ  trouver  la  valeur  de  x.,  apr^s  avoir  mis  par  transd 
^pofition  le  premier  mem'br e  dans  le  fécond^  il  faut,  i^.  fup:. 
pofèr  x=:Ay'^Syy-^Cy^^I)y^hic.lts4^S&àcm  A^  J?, 
C,  &c.  font-indéferminez. 

il  faut  enfiiitetfub^euerles  valeurs  d&i^j  pcx^fyUc.  qui 
tfe  déduifencde  cettefuppofition,,dans  réquationpropofée^ 
jj5c  l'on  aura  réquation  changjée  qui  fuit, 

ff9i    s»        '^Mjfy    -Kti|r«      ^.ffC^       «cw 


B^ 


«M 


CKVUi 


z4r; 


^43 


5^  Il  iaut  croaveries  valeorx  des  coëfîciens  s 
A,  B  y-Qy  &IC.  parie  moyen  de  ces  équations  particulières, 

4P.  Il  faut  isfbftitiier  ces  Talcars  de^^  ^,  C,  &c.  à  kur 
place  dans'  xtit^Ay^  Bjy  4*  (^  &&  6c  iV» 


iy 


(Ui^êAM 


jy 


^z _- , ^ jjj _ y  ecc, 

Ç*eft  la  valeur  dex  que  Ton  cherchoîc. 

On  a  laifTé  pour  abréger  ,>l€s  lettres  capitales  à  la  place 
de  leurs  valeurs, 

Cette  valeur  de  x  peut  (èrvir  de  formule  pour  résoudre 
toutes  les  équations  qui  peuvent  être  repréientées  par  la 
propofee. 

R  fi  M  ▲  K  cuj  t^ 

£  trûi^iëme  CoroUan-e  cotnittvc  It  ftcond  C<bM>lIaî^ ,  9^ 
par  con^<M»9t  il  «ootient  atiiB  le  premier  CoroUaire;  Ac'éfl<. 
Ldk e ,  la  formule  de  ce  troifiéme  Corollaire  deviendra  éelle. 
da  fécond  Corollaire ,  en  fuppofant  dans  cette  formule  dn^ 


ù 


tiroMi^meC 

Corollaire,  0»t:Oy  >^ca>o,  /m»0)  «s 

*o,<^ 

-o,  x=0,  AasO^^ssOjfOEBO)  |>^tii 

bo  ,  r 

^                                                        "O^ 

C  O  K  O  L  L  A  I  K'  E      IV. 

P  Ôv  R'  trouver  les  formules  des  Corollaires' ptéeedens, 
(Hi  peut  iè  iervir  de  la  méthode  de  prendreles  chifres  d^iîAe 
manière  indciiernmiiée  de  M.  de  Zrihtits ,  qni  eSt  dtùs  Iqs 
Ââes  de  Lipfic^  Par  extm|^, .pour  avoir  la  formule  dtt 
ftcond  GôroIliairé.qaî  iert  à  trouver  la  valew  de  x  dans  tou- 
tes  les  équations  repréientées  f^^ax'^ixx  ^cj^^dx^  tcii, 
ssxly^  myy  ^  ny^  ^  fy^  ficc  qui  eft  Pcquatioo  du  fécond 
GoroUairev  où  Ton  fiippofè  que  les  coëiîciem^3  b^  r>  ikc. 
l^^  m  y  Hy  jepréfentenr  àts  grandeurs  connues^  on  iiipi^ 
pofèra  toutes  les  mêmes  équations  repréientées  par  xo^e 
-f- lojcx -1-^ 3 ojf' -4* 40X'* •*•  5*0*^,  Uc^sitQijy^otyy^O'i]^ 
-♦^(3r4/-vo5y,  &<:• 

Le  premier  chlfre  du  rang  le  plus  â  gauche  dans  chaqu0 
terme  repréfente  le  coëficient  de. la  puiilance  de  x  dans  ce 

Kkkij 
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terme ,  par  exemple  dans  le  terme  3  ox\  le  chîfrc  5  du  rattg 
â  gauche  rcprcfente  le  cocficient  du  terme  où  eft  x\  dans  le 
terme  40jc%  le  chifre  4  repréfenté  le  cocficient  du  terme  où 
eft  x%  &  ainfides  autres:  Et  .comme  il  n'y  a  point  de  x  dans 
le  fécond  membre  ,  il*n*y  a  que  des  zéros  dans  le  rang. à 
gauche;^de  chaque  terme  de  ce  fécond  membre, 
.  Les  chîfres  du  premier  xang^  c'eft-i-^dire  du  rang  le  plus 
à  droite  dans  chaque  terme',  reprcfcnte'les  cocficîens  des  ' 
termes  où  font  les  pùiffances  de  jr.  Par  eicempte,  dans  «le 
:  terme  o5j^\  le  chifre  3  repréfenté  le  coëficîent  du  terme  de 
réquatioo  où  eft  y,  dans  le  terme  04^*,  le  chifre  4  reprc- 
fente  le  cocficient  du  Terme  où  eft^*,  &  aînfi  àts  ancres. 

par  exemple ,  Tcquation .  lox  h-  ^^oxx  h-  30;^'  -♦-  40X* 
^  .5 ox^  &ç.  =è:  o  i^  H-  o  ij^  -4-  G 3y  -H  04^*  •+•  o  5y  &c.  reprc- 
fëntant  Tcquation  ax  h-  bxx  h^  cj^^  h-  dx^  ■+•  ex^  ^  &c.  ==  ly 
•H  myy  -4-  «y-+-  /y*-«-  q/  &c.  le  chifre  i  du  terme  i  ox  xe- 
préfente  le  cocficient  a  du  terme  ^xrepréfèntc.par  lox.  Le 
chifre  .1  du  terme  loxx  repréfenté  le  cocficient '^<du  terme 
•H  bxx  repréfenté  pariDxx^  &  ainfî  des  autres.  Dans  le  fe. 
cond  membre  Le  chifre  i  du  terme  01^^  repréfenté  le  coëfi- 
,cient  /  du  terme  ly  repréfenté  par  01^3  le  chifre  x  du  terme 
o^yy,  repréfenté  le  coëficient  m  du  terme  m^  repréfibntépar 
i^xyyiH  ainfi  des  autres. 

*Lts  valeurs  de  i^  3 ,  4^  &c.  de$  chifres.de  l'équation  i  ox 
,^  1  oxx  -H  3  ox',  &p.  =  o  i^  -4-  o  2^  -H  o 3y ,  ècc.  fervent  feu- 
lement à  feîre  reconnoitre  quels  font  les  coëficiens  quMIs 
repréfëntent ,  parceqrfe  i ,  par  exemple,  dans  loxx^  étant 
égal  à  rexpofant.de  la  puifiance  orx  dans  2  ox^^  quand  dans 
la  réfolutîon  on  aura  10,  cela. fera xonncâtre que  20  repré- 
fenté. le  coëficient  du  terme  où  eft  j^.     .  .   . 

De  même  dans  03/,  le  chifre  étant  égiri  à  Peîcpofant 
de  la  puiflance  y,  fera  connoître  dans  la  réfblution  que  03 
repréfenté  le  coëficient  du  terme  où  eftV,  &  ainfî  des  autres. 
.  Pour  trouver  une  formule  qui  repréfenté  ia  valeur  de  x 
dans  les  équations  repréfèntéespar  lox  h-  2  oxx  •♦-  3ox^  &c 
ç=oiy-f.  oiyy-f.03y  &C. 

'!<>.  U  faut  luppofèr  xsss  loiy^  iozyv-i-  io3y-i- ^04/  &c. 
les  cocficîens  i  o  i ,  101,  &c.  font  inaéterminez ,  &  ils  ont 
trois  rangs  pour  faire  jecônnoître  que  ce  font  les  roëficiens 
indéterminez. 


Les  chffrcs  I ,  X 3  3  >  4»  &c.  du  premier  rang  à  droite, 
fêrvçnt  à  faire  connoicre  les  eermes  &  à  les  diftinguer,  le . 
chifre  i  marquaoc  le  premier  terme  pu  efl^,  le  chiite  ^^ 
luarquiiiit  k  fec<md  terme  oà  ^J^/>  le, chifre  5, manquant 
le  trpifieme  terme  où  eft  y.  Sec. 

XI  faut  fubftioier  dans  la  prQpQfée  i  pj»  -i- 2 oxx^i-  3  ox*  ôcc* 
»^  oijr  —  02^,  — .o3jf's=: G,  à  la  pUce  de  jc^  xx,V j  &c- .. 
leurs  valeurs  prifes  dans  Téquation  fuppofée  indéterminée 
X  =  I G  ly-H  I  o^y/^i  çy^^y^icc.  &  IToU  aurïL  T^é^ation  chan^^ 
gée  quLfuir^      -  :    -  -  7  ^ ,  .* 

^  oo  X  «*=»         4-io  X  loi  >y  +•  W  X  io  X loi  X loijf*  «4-  to x  loi  y* 

...:::-  '  *J?fW:Xioxioixiojy&c 


.     40  X  «*  =*  ^  40  X  lOl  Jf*  *c. 

10.  Il  faut  fuppofèr  chaque  terme  de  l'équatîbn  changée 
égal  â  zéro,  ce  qui  donnera  les  équations paBticuUeres<|ui 
fervent  à  trouver  les  valeurs  des  coëficiens  indétermipes 
lor,  ïoi,  103, • 

3°.  Par  la  première  de  ces  équations  loxioicsoi^on 

trouvera  loi  =3ps  t^a  par  la  féconde  lo  x  ici  -♦-  lo  x  igi 
=îB  o  i ,  oli  iura  1 6x  iss^^tsiîaidiâ*.  parfe  tiroifiéfne  to  x  1 65  > 


*■     m-     .        ♦   *,    ■«  ^      ' 


-I- (i)  X  i6  jt  161  x' f 02-4^'3ô X  toi  s=  03,  pri "trouvera  lày' 
s=  o<  -<0 X  le  y  I o^i  X 10 ,-  <ô  X I o I .  p^ji^ quatrième  îto X ^ 04^ 

-^:iOx  1Q2  i|-|i^xXOX.IpI.X  I03-î4-(3r))Cjax  lOrl:  XJOIt 

^>4'40  X  101  7:=:04,  OQ  aà»  I04.iafe?^7  ^?,^i?.^Tjy  ff  *^'j?iî^ff.1  ■> 

-^ "* ^  ^oxioiN^o>~4<>xtot .  On îaîÛè dans  ces  valeursVponr^ 
abréger  le  calcul,  les  coëficiens  îndétermihêi  ici  /ici,  &c. 
a  la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées, 
•  4^.  Il  faut  fubftîtuer  ces  valeurs  des  côcfjcîens  îndétcr-' 
minez  loi,  ici  ,&c.  à  leur  place  dans  Te quatîon  fuppofée 
«  =  loi^  ^- loi^-H  iG3y  &c.  &  Ton  aura^ 

X  ^^z  Si.  v-^-  ot-toyToi  ^^  j,    04— eux  xoxroi^iot— loXToi  y* 
1 0/  ^  i  o  Jj  "^  10  ^^    -       / 

4-  o^^xoxior  ~ftW2.Qxteix.tot-<Oxiô'x«>i  xraa^4gxiQ>  y^feç^ 

Ceft  la  valeur  de  x  que  l'on  cherdiokjoo  plutôt  c'eft  U- 


I  44^  AWAEYiE      DEMïOWT^E^r. 

foraittlé  geiierale  qui  Ikrt  Suttonveri^  valeur  Ae  x  àûos  mtu 
tés  les  ^qiiadoos  Kpréientée»  |»aF  iox-h  t  oxx  ^  3  o:^\  Sec. 
r=^  er^  -f-  oi;y-l*03y ,  &€.  It  A''y<  âUf a  pk»  quU  fub^fUtuer 
dfttis  ^e^e  formule  les  coëllciefiâ  des  éq^ictoBs  qu^on  von» 
dra  réfoudre  ^  à  la  place  descoëficiens  ^  laformiik  qui  fes« 
reprcfeotÀRit  )  &  1^  aura  la  valeur-  de  j#  que  Thmi  >ciie«cJier 
exprimée  par tifiie  fiiîce  od  il  a'y  aœrar.quedes  j^^ 

1^  E  S  chîfres  r  &  3  renfermez  par  des  parenthefés ,  ne  fontr 
:pas  repréfèptatifs  eo<nme  les  aptres',..mai5  veficables  j  par> 
.  exemple  daoslag^raodeur *<— (z) x  2t>^  io{.x.io2 J[e<^ifre  2. 
'marque  quil  faut  prendre  le  produit  20x  101x102  deux 

'  fois  ^  de  même  3  dans  —  (3)x  50X  loi  x  ioi^marquequll 


faut prendrexroiiibis  le pcoduic  regréièncé  par  30  x  xol  ir. 
loz  ^  Sc-ainii  des  autres^ 

G  O   R   O   i    L   A   ï-  H  B      IT. 

^44*  Pour  avoir  une  lemWable  formule  qui  ferve  i  trouver  là; 
vfleui:  de  X  dans  les  équations  repréfentées  par  celle  du  troi« 
fiçme.  Corollaire,,  où  les  x  font  mêlez  avec  les  /r,, on  iuppo^ 
feriSKjue  ces  équations  font  r^éient^es  par  Téquatibn  lox 
•H  I  yfx-t-  rtjiyx  -»?  Xiy^^  ■<•  i^x^  &c  -♦•  xoxx  -h  2  rfxjtf. 
^*  zyyxjç  -»- 1  j^lafx  ■*-.  2iyf^xx,  .&c.  ^^  3px*^.  3  i/x'+  3  zjyj^?^ 
-^  33^V-h  34X^x',  &ç.  ^-4ox^^-4i/x^-i-42j^x'*-»-43^'x* 
^4iyf*^*\^&C=  oiy  H-  02^;^ -H  03y-H04;y^-i»ojy,  &c., 

Ixs  'cécfîcfctts  4^^  chaque  terme  repréftritènt  lès  cocficîéns 
doaiieir  dfes  isAjm^^dit^x^  équttkurrdoiiisée^  qui  eft  re« 
pJT^jleptiîe  par  cetlIej^ciVcPour  les  difUn^r  &  les  reconnoitre^ 
îlj  adeux  çhîfres  dans  le  coëfîcîénc  de  chaque  terme,  celui' 
qui efF le  pliis  â:  gauche eff  ég^^l  â  Tèxpoiànt  delà  Duiâànce 
de  Xy  <£  oeJui  qui  eft  le  plus  a  droite'eft  é^al  i.rexpoiaint  de  la 
puifl^ce  de/  par  laquelle  la  pui0àace  dé  x  eft  multipliée. 
^Par  exemple^ dans  3v^V^lechifre  3  eft  ëgjal  a  réxpoiànc 
dé  la  puiflance  x\  &  le  chiFre  4  eft  ^1  à  l'expofant  de  la 
puifHincej^i  mais  les  deux  enfemfele  34  marquent  fimple-- 
npefit,  ou  tepréfencefit  le  coëôciënt  donné  du  terme  de 

ltéq|uati(:^di(>anGe  oà iè  troive  le  produit  j^V^  8c  ainfi  des 
autres,. 
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Tour  troutrer  la  formule  qui  reprcfènte  la  -valeur  de  x^ 
tcxprîmcepar  les  feules  puiflances.dfejf,  Ôc  par  les  coëEciens 
xton»ezrepr^eiitez  par  ceux  de  Inéquation  pfîcdedefiite,   '* 

i^.  Apr^s  avoir  mis  le  fecpnd  membre  dans  le  premier 
par  tranipofîrion ,  on  fuppoièra  xz^saioiy^  loi^y  ^  lo'^y^ 
«H  io4y  &c«  les  coëiîcîeûs  loi ,  201 ,  &c.  ipât  ihdécermi- 
sez ,  &  ils  ont  troi$  rangs  pour  les  faire  trecc^naotcre.  Les 
^kifres  i  y  ^^  3 ,  &c,  du  rang  le  pins  â  droite^  ferrent  i  en 
<lîftinguer  les  termes ,  le  chifre  i  marquant  le  premier  terme 
où  eftj^,  %  marquant  le  fccond  où  eft  j^>  3  marquant  le 
troifiéme  où  eft/*&c. 

On  fubftituera  enfuîte  dans  la  propofée  10  x  -4-  11^ a; 
^^-  i  xyyx  &c.  à  la  place  de  x  ^  xx^  x*^  &c.  leurs  valeurs  prilfes 
dans  Pcquation  indéterminée x=±=  \o\y^\<^%yy '^\o'^y\  &c^ 
^  Ton  aura  réquation  changée  qui  fuit^ 

>iixjwan  •+-ï»^>«»ûW  •-HuiCitty*  .  4î- 1 »  X  io5jf*  &€• 

.  igry*    ss  4-  Il  X  loy^*  ^i%%  loiy»  8cc* 

.  13^*     sa  '^f*  ij  X  ioi>»  &c. 

&C-  — •*  - — 1 

«+•  icwwp    sai  -«Hh  ^o-X  loi  Jjl'f-Xi)  Kioxioixioijr  ^  xt^x  ioi>*&c« 

*    •+■  W  X  xb  X  JOT  x  i03[y*  5cc« 

^^IJMMP    sai  :+**»  XÏWy»  -t-ttr)  XWX  lOI  X  I01>*  ace 

—1 

^ Atyjrw»  =1*  -+- 1»  X loi  y*  ace» 

^  jo«*   »  :f^  jox  joi  y  +  &>x  30  X  ïoi  X  ie*y*  &c; 

1^.  On  fuppoièra  chaque  terme  de  cette  équation*  changée 

égal  à  zéro,  ce  qui  donnera,  les  équationa^  fiCârticulieres  pro^ 

près X  déterminer  les  cpëficiens  indétermînez  i ci ,  xox^  &*. 

3"*.  Par  la  première  de  ces  équations  particulières;  quîéfl: 

î  G  XI o  I  =  o I ,  on  trouvera  lo i  =  ||  j  par  la  x*  i o  x  lo t 

M^ri  X  ioiH'^2Cxioiggyo2,onaufaioi:aq*ry^^^'^^^y^"*^l 
par  la3^  lox  103  •+•  11  x  loz  ^  11  x  loi  h-^i)  x  10  jc 

loi  X  ioi  -f-iixioi  •»*3'o  5^  idï'saàfoî.,  oû  rforàiôl 

t— a    Q>~1  l'X  XOl-IlX'lCt«>(l^X  lOX  101  X  loa— tlX  10  I  — 19JC10I- 

parla.  4<?*Hro-x-io4 4*11  x-io^^^+^iiV  loi^ij  «-lo* 
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-hlO  X  lÔZ  -I-(2)X  IQX  lOI  X  103  -+.(l)x  21  X  lOI  X  lûr 

-f-  22  %  l.o.i.r»r(3.)x/30x.i.o.i  x  102  -4-31  x  loi  •«H40X  101 

s=5  04,  on  trouvera  io4m^^^"^^^^'"'^^'Q^'-'^^'Q'-^^'Q* 

'1  - — %•  -^1  — r. 

(i>  XaoX  101  X 10}.'»  UlX^i  X  IQI X  lox  -  Il  X  10*  -(l)  XiOXiOi  X.K1-*mXioi  -  40  X  ir; 

) , j- . ^- 

4«>,  Ott  fubftieuera  ces  valeurs  dès  coëficiens  indécermk 
nex  l'or,  10^,  &c.  â leur  place  dans  xœiôi/h^  102^ 

-h  103/  ÔC.C..&  ron  aura  x=  f|/-h  o^-"^'o/^-^ox777\^^ 

_,     c<  —  Ti  X  îOi  -.11  X  'Oi  —  (4)  Xio  X  101  X  102  •>  SI  X  101     -  «0  X    10  I     -f 

H-. ,0 --^1 f 

.    '04  "*  '1  X  10 J  —  Il  X  lor  — ij  X  loi  —  10  X  'o*     •"  (1}  X  !•  X  lOi  X   lOJ  !/♦ 

t-  '  ■  "lô : /. 

(1}  X  1 1  X  iO£  X ioa.y  li  >Cioi*-^})  X^ jo xio»  XaoiT>}iXiei  — 4oX.aoi      f  ci^^ 
•^  "•  10  —--—--------— ——^—  Jr    OLV. 

C*eft  la  valeur  de  x  c^e  Ton  cherchoit,  ou  plutôt  c'feft  ia 
formule  générale  qui  fert  â  trouver  la  valeur  de  x  dans  tou- 
tes les  équacions  repréfentces  par  Fcqgaiion  propofce  lox 
,   ^4?  I  lyx  -f-  1 2jyx  4-  I  y/x  &C. 

Il  n'y  aura  qu'à  fubftîtucf^  dans  cette^ formulé  lès  cocfî. 
ciens  dés  équations  qu'on-  voudra  réfoudre,  à  la:  place  des  - 
coëAcieos  de.la  formule  qui  les  repréfentent ,  &  Ton  aura  la 
valeur  de  x  que  r<>n  cherche  exprimée  par  une  fuice  où  il 
n'y  aura  que  des^. 

ilfaruéfaire  ici  la  même  remarque  fur  lès  chîfres  2, 3,  &Ci 
renfermez  par  des  parenthefes^  qu'on  a  faite  tkns  l'avertîffèi 
ment.  On  a  laiflc  dans  la  formule  les  grandeurs  indétermi- 
nées ICI,  I Qt^^c.  à  la pUcexie^ leurs  fleurs ^  pour  abréger 
le  calcul^    ,    ,      .         ' 

€0  iC  a  L  L  A  I  ic  E   VI: 

*4î-  'ONpeùt  rendreptus  généraux  les  Corollaires  précedens; 

?xo4.  t>ar  ïè  moyen  dès  formules  générales  '•'pour  élever  deux 

grindeiirs^ôc  une  fuite,  infinie  de  grandeurs  à  une  puiÏÏancfe 

quelconque  ;.^on  prendra  ici  pour  exemple  lé  fécond  CoroU 

laire:carau  Heu  de  l'équation  du  (econd  Corollaire  ^rjv-ir^xjc 

•    '-»-rx^  &!c:  sssfy^mj^y^^ny^&cc.  on  peut  propbfer  l'équation 

ny\^^  j^fy^^iicAts  coëficiens  a^  h^ç^  ây  l^  myicc.  fonc- 
tionnez ,  ou  repr^ft htent  tlés  coëficiens  donnez ,  &  /  teprc*- 
&9|e;.eo  gênerai  unç  puiffitnc&quelçoQque de: x. Se  de./. 

Pour 


/  ■  • 
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Poto  trouver  la  rarleur  de  x  dans  cette  é^uatîon  générale 

<oax  la  formule  générale  qui  repréfeote  cette  valeur.  * 

ir  llfaiitfuppdfer  x«8>^^^-JÎ«y^cyH<i?»*&c.  le* 
coëficiens  v^,^,Cj  font  indétermmet. 

1°.  Il  faut trouvcfparletnoyendelafiOTntiule générale* le»  »i,2' 
valeurs  de  v^  j:'*%  jf'*%^'*i&fc  dam  Véq^iioxx x ssf  ^v       ' 
"♦"  -^^J--*-  ^'  &c.  en  fubftituant  dans  la  fp«nule  générale 
'**-♦- 1  >  &c.  â  la  place  de  ».  ** 

il  Ëiuc  .enfuite  .fiii»ftt«aer  ces  ^alenrs  de  j^',  j^^*  ^<t-«  ^; 
i  laj>laceae  .«e*,;x'*-«  <&c.  dans  féquasioo  pr^opo^,  &i*on 
aura  l'équation  changée  fuivante , 


^a^ 


&c. 


^^*^-''^v'**&c. 


^^^.-Hiy*! 


if/ 


V-rf 


(.«.t,    „t-«-l 


&c. 


•Wf' 


H-5 


,3*';,Ii  faut  fupj^Qfer  chaque  terme  decetice  éq,u.^OQn  chwv. 
gée  égal  .à  zéro,  ce  quî\donnera  les  équations  pàrtiçuiieFçs 
dont  on  a  hefoin  pour  trouver  les  valeurs  des  çoçiîdens 
indéterm'iner .:  On  trouvera  par  la  première  A*  :^=ii%  ^ 

'^  =^i  ,parla  féconde ,  J?  ===  ?  T/ j^lTi '  >  parla  trQifi.é- 


»/*♦'  &c. 


^aA 


cA" 


••'1 


/i*.1 


î^ 


W^W^i^WVa 


or^n»* 


'  J^  '^^ 


'  I  jj  .  '  j' 


^aA*^""^  B s 


■»« 


rsoi^C  ^_ 

On  laiflè^îpour  abréger  le  calcul , 'tes  ktttej  ^,  i?,  e,:&c 
â  la  'plaee«de  leurs  ^valeurs  déjà  trouvées^ 

40.  Il  faut  fdbfticuer  ces  valeurs  de  ^.,  B^  C,  &c»  à  la 
f  lace  de  A^  B_,  C,  &c  dans  x  *=s  Ay^Byy  -^  Oy\  &c. 


&  :ron  iaum   tx 


1 

iT 


"PWWB^W 


•^^^^^^^r*— WP^^T^R-W^ 


i^<«^ 


Céft  .la  valeur  de  ,>f  que  .l'on  ,çhepcholt,  ou  .plutôt  .c!cft,U 
formule: générale, qui  lafrepréfente,;«c.qm  to^UïwuviÇç; 
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Il  n'y  aura  plus^  pour  U  trouver  ^.  qu'à  liihfttfuer  dfttts* 
cette  foroHile  les  co<5fi€Îeas ,,  &;  Les  e^&poÊM^  des  |HjiâIattQeft< 
de  AT  ^  de  ^marquez;  païf^  des  équations,  qu'oa  voiodra^ 
réibudre,  repréfencez  pai"  ceux  de  Téquation  geiicfal&4i;;d 


ri^rfHBata««Wi«MMliMH«*««i^M»ia«HMMMaMMlM«iflMMita 


iBiemarques  0&  Von  explique  h  manière  de  amnofireJeA 

txfofims  des  pMffémes  de  U  quantité  y  qfuL  doi$. 

difiiti^Mrks  tepmesJe  la/kite  qui  efiUiMÈeurde  x*. 

L 

44^.   i^.  1 L  faut  que  toutes  tes  grandeurs^ dè.l'êquatîon  propofce : 
dans  lefquelles  Tînconnue  x,  dont  on  chercke  la  valeur,  ne: 
le  trouve  point,  foient  enipk)yées  dans  Téquation  changée^ 
c^'eft-â-dire^  il  faut  qye  dans  les  équatious  particulières  que 
Ton  trouve  en  iùppofant  chaque  terme,  de  Téquation  chan- 
gée  égal  à  zéro,  chacune  des  grandeurs  de  i^quation  pro- 
pofée  où  X  n*Êft  point  ,.ferve  à  déterncïiner  la  valeur  des^ 
Indéterminées }  d*bù  il  fuir  que  fi  quelqu'une  de  ces  gran- 
deurs ne  peut  fervir  i  déterminer  ces  valeurs ,  ce:  qui  arrive 
forfqu^elle  feit  feule  un  terme  de  rëquation  changée,  ilcft- 
eertain  que  les  expofans  des  purflances  dejf^në  font  pas  dans 
la  progireilion  arithmétique  qull  faut,  dans  kl  valeur  de  x 
que  Ton  a  foppôfée  j  c'eft-â-dire,^que  rëquatîon  propofée  ne-: 
peut  pas  être  réfi>luepar  cette  valeur  de  x  qu'on-  a  fuppofée  ; . 
ou  biett  que  réquatiôn  propofée  a  befoin  de:  préparation 
pour  être  réfolue  par  cette  méthode  du  fécond  Problème, 
$E  qu'elle  ne  le  peut  fis  être  dans  Tétac  oà  elle  efi;:. 

20.  Il  faut  que  daas  Téquation  changée  on  puiâe  faire  itne; 
équation  de  cba<pie  terme*»  qui  ferve  â  déterminer  les  va*. 
Itxtts  des  indéterminées  qu'on  a  fuppofées  j  &  â  cek  n'ar^ 
rivoit  pas,  on  er>  concluroit  les  mêmes  chofes  que  dans 
l'arckle  ;précâdent'}  ain^fî  il.iaut  que.dans  abaque  terme  de 
Pcquatio£>  changée  ï\  y  ait  au  moins*  deux  grandeurs  difFe^ 
reûtes. 

30.  tes  egpofamifes  yrifl&nc» deht  quantité  qui  difKngue 
les  termes  font,  comme  on  Ta  vu  dans  les  exemples ,  en  pro- 
'greffion  arithmétique  j  &  cette  progreffion  arithmétique  va 
en  augmentant  qnaad  ^es  e&pofàns  fofit  pofîtifs  ^  &  en^ 


\ 
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^uigmeneant  pour  ahifi  dire  en  népidcxà ,  quarui  fk  font  cous 
«égacifs  :  mais<|uand  les  ppemiers  expcfims  des  tnêtnes  fmfil 
iknoes  foM  pofitifs  &  devienneM  au  fécond  terme ,  ou  aus 
-«ancres  termes ,  négatifs  ^  les  pofîcîfs  vont  «en  diminuant ,  de 
les  négatifs  en  augmentant  dans  leur  négation. 

40.  On  voit  par  là  qu'il  fuffit  de  trouver  les  expofans  des 
}>uiiran^es  de  la  quantité  qui  diftîngne  les  termes  de  la  valeur 
tte  X  dans  ïes  ceux  premiers  termes ,  pour  avoir  tous  les 
Mtres« 

IL 

Pûwr  les  iqnatiâns  qui  lioni  fM  de  différences. 

«^.  Q*U  AK  D  il  y  a  une  quantité  toute  connue  dans  Péqua. 
tion  propofée,  comme  iw^daos  le  premier  exemple,  &  qu'on 
veut  chercher  la  valeur  de  x  par  une  fuite  dont  les  termes 
font  dîftïngtrei''par  les  puifïances  dcjf  qui  ont  leurs  expoiâns 
poiîtifs  j  il  faut  que  de  premier  oerme  de  la  fuite  indétermî* 
née  qu^on  doit  iitppofer  pour  la  valeur  é&  x  3  n*ait  qu'une 
grandeur  indéterminée  fans  aucun  /  s  ou ,  ce  qui  eft  la  mê^ 
mechofë,  Texpoiànt  de^  doit  être  zéro  au  premierterme; 
Âînfî  on  fuppofëra  dans  ce  czs  x^t:^  ay^  -h  &c. 

'Potrr  trouver  daws  ce  cas  rexpôfant  de  y  dans  le  feconyï 
terme, il  n'y  a  qu'à  cbnfîdcrer  attentivement  quel  expofant 
tfôît  avdrjf  dans  le  fécond  terme  de  h  valeur  indéterminée 
de  x^sssà'^by^^c.  aiîn  qu^on  puiflfe avoir  par  lafûbftîta** 
tion  à^s  deux  termes  a^^y  confiderez  comme  la  valeur 
de  x^  i  la  place  de  x  dans  l'^équation  propofëe ,  un  fécond 
cerrtflfe  de  Pé'qiiatîon  changée,  mû  étant  foppole^gal  à  zéro, 
donne  une  équation  par  laqueUe  on  puiâè  déterminer  la  va- 
leur de  ^  5  &  Ton  verra  dans  le  premier  exemple  qu'il  faut 
fupp'ofer  y  dans  le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée 
de  X.  Ainfî  Ton  voit  dans  le  premier  exemple  qu'il  faut 
fiippofer  xtss  a-^by-^éy^^  &c.  En  appliquant  le  même 
raifonnement  aux  cas  femblables,  on  trouvera  la  fuite  des 
expofansdej  qif  ilfautfuppofer  dans  la  valeur  indéterminée 
de  X. 

3^-  Quand  il  if  y  a  aucun  terme  qui  foit  tout  connu  dan« 
î*équatîon  propofée ,  comme  dans  le  huitiémiQ  exemple  x* 

—  -\k^   -h  ^x*  —  jnnyyxx  -H  ^/y*  H-  <»y  s=«  o  j 
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&  oulûa  veut  trouver,  la.  valeur. de  x  par  une,  feîte  où  les  es- 
po(ai>$  dé  /foient.poiitifS)  dans  ce  cas^^  doit,  être  dans  le 
premier  terme  de:la.valeur  indéterminée  de: x,  Pour. avoir 
lîexpofant.  de  j^. dans  le  premier,  terme.de  cette. valeur  indé- 
terminée dc.xt=/iy  2-  -H  tcc.  11  faut  avoir égard'i  .la  gran* 
deur  4-  6ny ,  dans  laquelle  j^*  eft  au  moindre,  degré  làns  . 
qu'il  y  ait  de  ^^^  &  voir  quel  eft  rexpofant  qu*ilfaut  donner  - 

àjf  dans  le  premier  terme  de  x^=:ay  ^  h- &c.  afin  qu'-en  élfr- 

vaut  réquation  indéterminée  x=^'^-«-  &c.  à  la  fîxîéme- 
puiflàncc.^  x^sssuf^^-K&c*  l!bn.puifle:avioir  là  quantité  a^y^ 
qui  fâlle.a.vec  la. quantité.  6n!y^  de  la  propofee  le. premier 
terme  dei  réquation  changée j  de  manière. qu!ea.fuppoûnt 
ce  premier  terme  égal  à  zéro,  pnpuiile  déterminer ia.valeur 
de  la  première,  indéterminée  a.^  Ot  il  eft.. évident. dans  le 

huitième  exemple ,  qu'il  faut  fuppoferx=s4r^'î^-»-&c.  L'on 
â  donc  déjà  le  premier  expofant  de^,  il  ne  faut  plus  trouver - 
que  le  fécond* . 

4^  Pour  trouver,  ce  fécond  expofant  dej^  dans  ta  valeur 

indéterminée  de  ,xj=sl  ayJ-'^by .  ^  -h.  &c.  il  faut  voir  quel 
eft  celui  qu'on  .peut...  fupppfèn  pour  avoir  ces  deuK  chofes  i 
la  première  ^  que  la  grandeur  -Mfpy^  dei'cquatiôn  propo^lèe 
dans  laquelle, AT  n'eft. point,  fe  puiâè  trouver  dans  un. des 
termes  de  Téquatioa. changée  avec  quelqa'autre. grandeur 
qui  contienne,  quelques*  unes  des  .indéterminées  ^  car  fans 
cela/r^,^.  ne.pourroit  être.employéedans  la.réfolution  de 

l'équation  :  La  féconde  ^  qu'en  faifant  la  fubftitution  de  ay 

^.by.  ^^^ ècc.  SES. AT 3  iJà  place  de  x  dans  là propoiee,  on 
trouve  un  fécond  ternie  dans  J'équatlon  changée ,  qui  étant 
fupppfë  égal  à  zéro  y , donne,  une  équation  particulière  par 
laqueUaon  puiffe  déterminer  la  valeur  de  la.  féconde  indé- 
terminée k^  Or  l*oaJdécoavre.,aîfément^qu'ea:fupppfant 

xmss  ay^-^r  by.  ^-^  &c.  Ton  aura  ces  deux  chofès  j  aînfî 
ï  -hieft  lé  fctoûd ""expofant  de ^  dans- réquation  indéter- 

rirfnée  A:  =  ijry^-h^^**"*4^  &c.  cc  qui  donne  tous  les 
quittes  fui  vans» .         ' 


I 


4 
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€ès  Remarques  Oâ&knt  pour  apj^eodreaux  teneur;  ç«Ues 
qu'iLfauc  faire  dans  cous  Jies  cas' temblables^  pour  découvrif 
ks  expofans  qu'il  faut  donner  au^jr^. dans  la  valeur Jndén 
terminée  de  x,  qu'il  faut  fuppoJfer  pour  en  découvrir  la  v^,^. 
ritable  valeur  par  cette  méthode  î^5c  après  s'ççre  rendu  cette! 
méthode  bien  familiéretîn^rappliquant  a  beaucoup  d'^èyem-^ 
pies,  ils  découvriront aifcment  les  expoiaris  quil  fautrdon-i 
ner  aux  ^,  dans  la.  valeur* indéterminée  dé  x^  jorfqu'on  veuK  ' 
chercher  cette  valèur'jyardesjrdont;  lès  exppj&ns  ibiçni;: 
négatifs j  &ils  pourront  facilêmppt  rappliquer  à  toutes  les* 
équations  qui  auront  deux  ou  plusieurs  inconnues  ^  (ans  qu'i^ . 
foit  neceiTaire  xi'en  groflîr  ce  Traité,  - 

ri  I; 

Pour  les  équations  qui  ont  des  différences. 

E*Es  Règles  que  Ton  a  données  dans  lés  articles  de  U  prç; 
miére  remarque  pour  prendre- lès  expofahs  désj^^tels  qu'il 
faut  dans  la  fuite  indéterminée  que /rdn^i oit  fupppf^i*ppûr 
la  valeur  de  x^  ponviennentraufli  aux  équations  qui  ont  des  ' 
différences}  c'cfl-à-dire  que  pour  réfoudre  lés  équaftions  dîfw 
fèrentielles ,  il  faut  fuppofer  une  fuite  indéterminéeégale  i 
Xy  OÙ  les  expofans-des/foiént  en  progr.effioo  arîthmeti^^     . 
&  aillencenaugmentânti  quand  ils  font  pofîtifs,  Scen  aug^ 
mentant,  pour  ainfîdîre» en  négation,  quand  ils  font  oégft. 
tifs  j  &  que  s'ils  commencenr  par  être  po(îtîf$;Jls'^  aillent 
d'abord  en  dîrhinuant,  &enfuité  en  augmentïint  en  oégd* 
tion  àhs  qu'ils  deviennent  négatifs  -que  cerf  expôfans  des^  - 
dans  la  fuite  indéterminée  qu'on  fuppofé,  foicnt  tels  *  i®.  que  ' 
toutes  les  grandeur s>  de  l'^équatidn^proppféefe  trouvenrem-  - 
ployées  dans  Tequation  changée  ;&  y  fervent  à  déterminer  :^ 
les.  valeurs  des  indéterminées,  i^.  qu'on  puiiTe  faire  de- cha^ 
que  terme  de  l'équation  changjée  une  équation  particulière 
en  lë  fuppofant  égal  i  zéro;  laquelle  ferve  à  trouver  l^và- 
Leur  de  quelque  indéterminée,  &: qu'ainfî  cbnque  terme  de:: 
l^quation  changée  ait  au  moins  deux  grandeurs  diâferentes,. , 
y.  ôe  qu'eniîiî  fi  on  he-peut  trouver  dé  pragreffion  arithme-» 
^que^des^^  foit  .pofîtive ,  fbit  néga.tive^  propre  à  remplff 
c&%  deux:.condition5  ;.  Où  foit  afiuré  que  l'équation  prpppféie  " 
ne  peut  pas  ^tre  réfolue  telle  qu'elle  eft  ^  du  inpias^  uî'p»  n'YJ 
p^t  quelque  préparation; . 

•     "  LU  îi)i 


454^  An  a  X  r  se     »  e  m  5  h  t  h  è'e. 

Maïs  c^eftuore  chofe  particulière  anx  équations' dfÉféreiiJ 
tielles  y  qu'en  iprehant  la  difiference  de  la  fiîke  indéterminée 
*Tsi=  ^^ Af- fy* *i*- ^^ 41- Ac.  ou  x=;^-i-^jfM-gf*^-4-^'-f-&c. 

jr'at  1k  dlfférencfe  ây^  l*ex^oétn:  de  chaquejf^  diminue  d'une 
ûriicé  'diàB  ki-fuice  ûés  expofans^fitîfe, &  aiîgmente  d*une 
ûnîté  négative  dlaifis  la  fûîce  des  etj^pofans  négatift  j  &  que  fi 
Tôfi  fiippore  pour  un  ternie  une  grandeur  îtadérerniinée  fans 
jr^  elte  ne  fe  trouve  plus  dans  la  différence  :  Cchi  eft  caicfe 
faiie  là  graïi(iear ,  où  >  a  pour  expofant  l'uriité ,  fe  trouve 
Un$y  dans  la  dîflfereiice ,  &  que  cefle  oùîl  n*y  lauroic  aucun/, 
ne  s'y  trouve  plus,  &  eft  dévenuci.ero:  Céftpburquoi  quand 
il  y  a  une  grandeur  toute  cdnhufe  fans  jr  dans  inéquation  pro* 
pofée ,  il  n'eft  ^pas  .;u>ujours  -neceâaire  .de  :fupp(»er  dans  la 
ijiice  indéterminée,,  quieft  la  valeur  de  x ,  une  grandeur  in- 
déterminée fans/,  commue  dans  les  exemples  ^%  io%  n%Ti' 
,&  I3^  Mais  dansie  14*  exemple  on  a  fiippofé  un  terme  qm 
contenait  une  indéterminée ians  /,  parceque  fans  cela  on 
ii'âuroît  pas  pu  employer  dans  réquatîon  changée  les  gran- 
deurs h- »y—*a  de  la  propofée. 

Ces  remarqués  fuffiient  à  ceux  qui  fe  font  rendula  mé- 
thode bien  familière,  pour  découvrir  toujours  certainement 
ijàéls  doivent  être  les  ejcpofans  des  /  dans  k  fiiîce  indéter- 
inîhée ,  qtfoii  doit  fûppoftfr  pour  la  valeur  de  x,  dans  les^ 
équaf  îohs  qifî  n'ont  pas  ae  dlièr^nces^  Zi  dans  celks  ^i  ont 
.  de*  dïflferençés. 


«kMMikMiAiiAii— «*iéMtaAia4*4**hAAMkB^tea«»«iNka**««^M#MM*«^i4fei 


*  S  E  c  T  ï  o  isr   V. 

t>&rtfttMpHque'lafico»de  méfhode  duficondPrâ^Sfna 

par  le  moyen  de  la  transfitmatio»  qui/en  i  diminuer 

0  À  augmenter  les  racims  d'ttue  éipiâtio», 

Av£Jl.TISS£M£NT. 

^47,  L  A  fecbndc  méthode  qu'on  va  cxplîqaer,  fait  ^aulG  trouver 
pbUT  là  valeur  de  x  une  fuite  infinie, 'c'éft-à-dire,  qui  a  une 
irififtîté  detettnes  qui  font  diftinguez  les  nns  ties  autres  par 
les  puiCances  différentes  de  la  féconde  inconnue  j^,  dont  les 


li  IV.  R.   E      VII.  <f5J 

saeaont-qiMUOti  ils  rQniC,£^9ilcif&,  qui  v<»  ^tugjaç^i^t^^f^w:^ 
aiud  dire,  AQ  négaJÛçA,  quaad  ws  foot  qé^pijs ,  d^  (j^i  y% 
4'Abof  d  «a  diouu^i^ont  qji^ap4  ils  ii^at^iiv  ciopa^i^gefoçnc  pç^. 
6cif$  ^;S^  qu'iU  deyj^oo^^  ç^lji^  né#a£s  t  ^  4i«haMg^neii^ 
se  a{M:ès  ea  a^Ûoa.  ■ 

œrnoe.  de  la  yale^r^le'  j(  ,,  &'e^.-4^i^Ç»  .^  iin^pi^e  4^  tf/asx!f^ 

1^^^  à  Cr«»v«r  le.rçcQç^«B$fnç^  Iç  tSj^ig^Ç^  &  co^â  l«s 
autres.  Cela,  rendra  la  méthode  plus  facile  ià-:!i^><|C$^ctiç  iS$,4' 
ir^tiqj^  j.  cfp€Hwlattt^G>iv«fti$igpçf»  d^#s  ijîÇvR^iîîjar.qiaes 

ooimneot  après  av9if~urpav&  le  ^«nii^j^  p^ts^Jfi^^^  y^^sm 

de-Af,  oo  pewyt  tt^yçrlf  feqçjn^,  ,lg  tf^ifiéWi^Sf  ÇJ^  te*- 
d^tres  iuivans  pacia  quat^i^me^p^Ja  ciqjf^HÎf  meupé^ods 
d'approxi^PiktiQn  dw/ifttwçip  JU^rj?»  Mï.  i  5J>  §ça^/$-  VoM^ 

S  E  c  o  K  D  E^    Me  t  K"a  u  e; 

148.  POùK  rrcH^v^r  lé  pr^iïifcç  wr^^  i°.îjt 

i^ac  iupppfçr  ius0in4^|iermin^  4  popr  le  co^^gç^^  ce 

premier  *$erm#}4>nfupR|i^a.f;^  ifeale.,  ou^ 

ceqw  eftlîi  raêcne  ckofe,  multipliée  p|iç^^>  s^l  -y  -a  quelque 
grajadçflrtiïmïe-cwanittp  è^^^ 

^yi-Qi»  Y«iilie  que  4«s«Hpc^faii$  d^  piniâ^iices  dç  j^  ^  4|pî  doi^^^ 
ycjst  dJll^gti€tr  les^firmies  4e  la  iuîce  qm  efl;^là  vakw^      ^;^ , 
fe^efit  po^ifs;.4^«iiiçncje;aiM}|^  S'ijî  41'y  a^^ttcune  • 


foie  celle ,  qU'ën  fubfttc«iant  le  produk  de  ;<a;  par^  ceste  pajiil 
fancede  j^  à  là  pl^e4é  jir  da»?  k  pro.pofée ,  Ton  p^iîffe  troiK 
ser  après  la  fublàkuQpiitau  mpins- deax  ^grandeurs  diffëren^^ 
ses  dans  lef<|ipielks.l«  l^cçnde  iiicQPBue^r  ioic  au  inêih^  moîo. 
dre  degfsé;  pour  e&&ine.urte:çqimftî6it  propre  â  d^emminep 
U  valeur  de  Pmdéceri^ifrçe  ^2.  Gei^te  gcandeur  iad^erminée 
a  i^ule  ou  multipliée  par  une  puiflàace  de  j^j^  repréfejucera  • 
lé  pemiêrv£ermexleJa.j(ui£equi'6û  cherche,  q^i  doit^êcre  la  ^ 
yoWr  de  jc. . 

.   2°*  Jl  faut  fuhftitwer  -cette  :gra&dettr  iud^wrmiiïée  qui  re- 
p^efejateJe  premier -terme  4e  liyakur  dfe^^aja  pl^GÇ.4e  «{ - 


4^^  Analyse  demôwtré'e: 

ditii  réqttàtioï)  prôpofëe  ^,  râppoiër  toateiles  grandeurs  Hast 
Icfqudles^  tte/e.ti^ve  point ,  après  k:fitbf^^  égales 

A  zéro  5  &  fi  jf  fe  trwvè  en  tQutes^fuppoTer  égales. â.tero 
celles  ôùj^  eft  àù  4iiéme^ôîïi(i«  degrés  &çroaver la  va* 
leur  de  Pindîétermîftée.^f  par  rcquatiofib<jtïe  d<»ne,çette  iîip- 

{>ofîcîon.  Ce  ce  fera  le  preçnier  tçrii\e  de  la: valeur  d^e  x  que 
•on  çheréfce^  jfi  oa^  fuppôfé  il!*<|ci?Bri»» 
&fi  on  a  mûltiptié  llndécermîtiée  ^i  |>ar  j^/tmllcij^liant'ûeice 
valeur  lie  af^^U  même  puiflaskre  dé  f  par  1d<)uelle4dtiavo}c 
multiplié^  rindéterniiinée  ^  ^  ie  produit  fera  le  lu-emier  iceni«e 
xie4avâtetfr4e  AT^  ' 

50.  .11  feu t  *fupp&ièrie^ettiîer- terme  delà  vâkmr  dei« 


<}uS  611  ykmlra  £bra  la  première 
wiée,  quifervirft.à  rrouvet-le  ^^«nwe  dé  la  valeur  de  le* 

JPpjir  trouycrce  fecond  terme  delà  valeur^  x,  iMl.fafUi 

prendre  upejn^éçerminée;^,  &  la. multiplier jar  une  puifl 

l^nce  de^^  qui  folt  telle  ^  qu'en  Jubftitu'ant  le  produit  de^ 

^ar i cette  ptiiffàfnce 'de  ^^^^/i^^^^^  l^lace  de/^ans  la  première 

.cransformée^,  on  ait  ao  moins -deux  grandeurs  dmerentes 

,idan$:  lefquôllqs  y  (bit  au  m^e  moindre  deeré.  Ce  produk 

:de6  par  cette-pui{|[knçede^3  repréfenterafe  fécond  «eim» 

jdç  la  Valeur,  de  *.  qoe  J*on  cherche,  -at«t.  14  faut;fu^  œ 

{►roduit  qiji  repréfente  àe  fécond  ternie  de  Yz  valeur  de  x-,  d 
^  a  place  de /dans  la  première  cransformiée },  faiijs  *4ine  éqna- 
^tibndes  grandeurs  dansJefqucHesV.tft^n'mSnfie  moîiidre 
tiegré,  'trouver  par  cette  équation  labeur  de  iSrttWtermî- 
néev^ j ;&;mu Wplier  cettevaleur par  la  môme yuiflance  de ^ 
par  laquelle  é^cfk  multiptiée'^  ^  le  produit  )leta  le  J&cond 
terme  àc^ïû.  valeur  de  a;.  30.  Il  faut  fuppd&r  ce^feçojid  terme 
pilus  Une  nouvelle  încomiue 'g,  égal oàripconn^^  pre- 

mière transforrijée ,;&  fiibftituer 'cette  valeur 4e / àfà pla-- 
cevdatts4a>premîere,  transformée  y  éc  l'équation  qui  tiendra 
de  ia  fubftitution  fera  la  féconde  transfori^nce  ;  on  trou^v^ra 
par/oh.  moyen  le  troifîéme  terme^de.lavaleurde  :v,  del* 
irnême  manierp  qu'on  a  trouvé  le  premier  doleifecond  5 ''&  ce 
troifiéme  terme  fervira  à  faire  une  troifîéme  transformé©,^ 
<îui  fora  de  même  découvrir  le  quatrième^ terme  deila^valeujr 
.^e  gc  i  &«  4infi  de  fuite  à.  l'infini. 

Quand 


t  i  V^ii  ï     Vît  4j. 

Quand  les  expofans  des  puîfTances  de^^  qui  doivent  diftîn 
uerles  termes  de  la  valeur  de  x ,  commencent  par  être  po- 
tîfs ,  &  deviennent  enfuite  négatifs }  pour  trouver  le  pre- 
mier ter  me  delà  valcur-de^^^il  faut4fnultiplier  la  premiers 
indéterminée  a  par  une  puiflance  de ^^  qui  foie  telle,  qu'en 
iiibftituant  le  produit  de  a  par  cette  puiâancé  de  jf^  à  la  place 
de  X  dans  P^quation  propoiee ,  on  puifle  avoir  au  moins 
deux  grandeurs  différentes  dans  lefquelles  y  fbit  à  la  même 
puiflance  la  plus^levée  :  &  pour  trouver  le  fécond  terme , 
il  faut  multiplier  la  féconde  indéterminée  i  par  une  puif. 
iànce  de  y^  qui  foit  telle ,  qu'en  fubftituant  lé  produit  de  i 
par  cette  puifTance  de  y  â  la  place  de  l'inconnue /de  la  pre-* 
miere  transformée ,  dfans  la  première  transformée,  on  aie 
au  moins  deux  grandeurs  dans  lefquelles  y  fbit  â  la  puiflance 
la  plus  élevée  I  &  faire  le  refbe  comme  oûra  marqué  pour  la 
recherche  des  deux  premiers  termes  de  la  valeur <le  x^  quand 
Iqs  expofans  des  y  de  cette  valeur  font  pofitifs. 

Les  expofans  des  puiâTances  de  y  qui  diflinguent  les  termes 
delà  valeur  de  x^  devant  être  en  proereffion  arithmétique , 
il  fuffit  d'avoir  les  expofans  de  v  dans  4es  deux  premiers  ter,, 
mes  de  cette  valeur ,  pour  avdir-tous  les  autres-:  C*^ik  pour^ 
quoi  quand  on  a  découvert  ces  deux  premiers  expofans,  il 
faut  fuppofer  x-cgale  à  une  fuite  indéterminée  dont  chaque 
terme  contienne  une  indéterminée  multipliée  par  la  puif« 
fance  de  jr  qui  convient  â  ce  terme.  P-ar  exemple,  pour  trou* 
la  valeur  de  x  dans  4'équation  x'-h  iiyx-^y  ss  o ,  après 


nnx — 2»' 


n  eft  moindre  que  j^^  il  faudra  que  les  expofans  des ^r 
icent  par  être  pofitifs  à  caufe  de  ^',  &  deviennent 


avoir  trouvé  que  la  puiflance  de^  qui^oit  multiplier  le  pre. 
mier  terme  de  la  valeur  de  x,  doit -être  j^^ ,  celle  qui  doit 
multiplier  le  fécond  terme,  doit  êtrej^'5  on  foppoferaxï==^^ 
Hriy^H-  cf^  dy^^  ey^^  &c.  a^b^  c^^c.  font  indétermi- 
nées. Si       "  *     '  M  r-      1  _i  r.    _  i^ 

commencent ,  ^ 

enfuite  négatifs  j  &  après  avoir  trouvé  que  les  çxpofans  de  j^ 
dans  les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  x^  doivent 
^re  ay^  ^  by\  on  fuppofera  x^^af^by^^cy^^  dy^^ 
-i-.8cc.  a^b-yC^  font  indéterminées. 

De  même  pour  avoir  la  valeur  de  x  dans  l'équation  x^ 
—  jyx'  ^  :d^  —  'jnnyyxx  -*-  fpy^  -h  6ny  =  o ,  quand  on 
4iura  trouvé  que  les  expofans  de^  dans  le  premier  &  le  fécond 
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terme  de  la  valeur  de  Xy.fbnty^^/yOïi  fuppoferaquexa*^^> 

^fy^^cy    '^''  ^df^ey    ^"^h^&c.  ^,  *,  c^  &c.  font 
iDdécerminéeSb  II  en  eft  de  même  des  autres  exemples. 

On  aura  par  ce  moyen  la  fuite  indéterminée  qui  repré» 
&nte  la  valeur  de  %;  il  ne  faudra  plus  pour  avoir  la^  valeur 
déterminée  de  X  3  que  trouver  la  valeur  de  chacune  desiade^ 
terminées^  ou  de  chaque  t^rme  indéterminé  y  on  la  trou^ 
vera  cette  valeur  déterminée^  i®.  en  fubfUtuantce  terme 
indéterminé  dans  la  propofée,  à  la  place  dex,  fi  c*eft  le  pre- 
mier terme  ^  ou  dans  la  transformée  qui  convient  â  ce  terme^ 
fi  ce  n*eft  pas  le  premfcr ,.  à»  la  place  dç  Tinconnue  de.  cette 
transformée  5  2^.  faifantune  équation  des  grandeurs  dans 
lefquelles^  fe  trouve  au  même  degré  le  moindre  de  tous  ^  fi 

'^  "^  '  igatifsî.  ôclc 

^ar  être  pofi- 
là  recherche 
des  premiers  :  3^^  déterminant  par  cette,  équation  la  valeur 
dermdécerminéedtt  terme  que  l'on  cherche  ^après  quoi  ce 
terme  fera  connue  £c  enfin  ^4°.  en  fuppofant  ce  terme  qu'on 
vient  de  connokre  plus  une  nouvelle  inconnue  égal  â  lln^ 
connue  de  la  transformée  qui  a  fait  trouver  ce  terme  j  &  fub- 
ftituant  cette  valeur  à  la^place  de  Hnconnue  dans  cette  trans. 
formée^. on  aura  la  transforrtiée  fuîvante,  par  le  moyen  de 
laquelle  on  trouvera  le  tçrme  fuîvant  de  là  valeur  de  x. 

On  ne  fera  la.  recherche  dies  deux  premiers  termes  que 
dans  le  premier  exemple ,  pour  apprendre  la  manière  de 
trouver  les  expofans  de^  dans  les  deux  premiers  termes  ^  & 
pour  abréger  dans  les  autres^exemples  ^  on  fuppofëra  la  fuite 
indéterminée  de  la  valeur  de  x ,  &  on  déterminera  les  valeurs 
des  indéterminées  de  cette  fuite  de  lanianiere qu'on  vient 
d'expliquer;  • 

Afflication  de  la  féconde  méthode  aux  exemples. 

Exemple     I. 

^49-    S  O  I T  propofë  de  trouver  y  par  cette  féconde  niéthode  la 
valeur  de  x  dans  réquatton  x*  -h  nyx  -^jr'    s=^  q^ 


nnx  -—  vn^ 


1^ 


\  Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur ,  il  faut  le 
luppofer  repréfcnté  par  Tindéterminée  a  multipliée  par  j«°, 


r  V  n  ï     VIL  ij,^^ 

.  c*eft-4.dÎFe ,  multipliée  par  Tunîté,  ou  feule  fans y^  à  caufe 
de  la  grandeur  toute  connue  z»^ 

2^.  Il  faut  fubftituer  a  dans  la  propofée  a  la  place  de  x,  & 
Ton  aura  l'équation  changée  a?  -♦-  nya  — ^^     ss  o.  Il  faut 

•4-  nna  —  xn^ 
faiœ  une  équation  de  toutes  les  grandeurs  dans  lefquelles  la 
ièconde  inconnue^  ne fe  trouve  point)  &  trouver  par  cette 
jéquation^  qui  eft  i^^  -h  nna  —  la'  =3  o ,  la  valeur  à^  a^  qui 
eSt^TL  G'eft  le  premier  terme  de  la  valeur  de  jc  qu*on  cher- 
che :  &  Ton  a  déjà  x  =  -h  «y%  ou  x  =  Il^ 

3^.  Il  faut  fuppofer  »-4-/sss3X3  &:  fubftittier  cette  valeur 
de  X  à  fa  place  dans  la  propofée  ^  6c  Ton  aura  la  première 
transformée  — y^    -h  nyf  -♦-  3«/jf -t-/*aa o ,  qui  fervira  i 

trouver  le  fecond  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fecond  terme  de  la  valeur  de  x,  i®.  on  le 
fuppofera  repréfenté  par  Tindéterminée ^multipliée pjar^', 
parceque  fubftituant  by^  à  la  place  de  /dans  la  première 
transformée  ^  on  aura  les  deux  grandeurs  h«  nny  -h  ^niy 
dans  lefquelles^  eft  au  même  moindre  degré,  x^.  On  fubftî- 
tuera  ^  i  la  place  de  /  dans  la  première  transformée ,  6c 
.faifànt  une  équation  des  deux  grandeurs -4- ;i]!^-4-4j»i^3so, 
dans  lesquelles  j(  eft  au  même  moindre  degré  après  la  fgbfti. 
tution ,  on  trouvera  par  cette  équation  ^  =  —  1  ^  mettant 
cette  valeur  de  b  dans  le  fecond  terme  indéterminé  by^  de 
la  valeur  de  x  ^  on  aura  pour  le  fecond  terme  de  cette  valeur 

—  i^j  l'on  a  donc  déjà  x  =  -hii — jy\  3^  On  fuppofera 

—  ^^  -H  g  =  /5  6c  fubfKtuant  cette  valeur  de  /  à  fa  place 
dans  la  première  transformée  y  on  aura  la  féconde  transfor* 

xnée  fuivante,  —  fi/     ^-i^/g  —  \  y?&^z'  —  o, 

—  Té»/  — i«/g  -*-3»gg 

^A-nng 
^uî  fervîra  à  trouver  le  troifîéme  terme  de  la  valeur  de  x. 

A  prefent  qu^on  a  trouvé  les  expofans  o  6c  i  de  y  dans  les  deux: 
premiers  termes  de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x  ^  on  a 
tous  les  autres  ^  6c  pour  abréger,  on  fuppofera  que  la  valeur 
indéterminée  de  x  efl  x  =  ^n^^  -♦-  ^y  -H  ry^  •+•  ^'  H-  6cc. 
les  valeurs  de  ^  6c  de  é  font  déjà  trouvées  -,  il  faut  trouver  les 
valeurs  des  indéterminées  fuivantes,  qui  font  c^d^e^  6cc. 

M  mm  ij 


TcfO. 


4^a.  Aux  t  y  S  E     i>  b  m-  on  t  h  i*£. 

Pour  dëceniiiner  le,  trbifiéme  terme  cy^  de  la  valeur  în« 
déterminée  de  x,  il  faut  fubftituet /^  à  la  place  de  g  dans 
k  féconde  transformée  (  il  fuffit  de  concevoir  cy^  fubititué  à 
la  place  de  g^  fans  qu*il  foit  neceflaîre  de  le  fubftîtuer  aduél- 
lement,  ce  qù -il  ^t  remarquer  pour  la  fuite)  &  faire  une 
équation  des  grandeurs  —  tj  «f^  -♦-  4««g^  =»  o ,  dans  lèt- 
quelles  jreft  au  même  moindre  degré,  &  l'on  trouvera  par 
cette  équation  r  ss  -4-  ^  -,  ainfi  le  troifiéme  terme  de  la 

fiiîte  qui eftla  valeur  de  Xj  ^'-♦•^>'S.,& Ton. a  déjà  x^ssn.i 

Il  faut  fuppofer  -^^f'  -h  ^'  =  g>  &  fubftîtuerxette  va- 
Feur  dç  g  à  fa  place  dans  la  féconde  transformée,  &  Téqua- 
tionqui  en  viendra  fera  la  troîtîéme  transformée,  qui  fërvira 
à  déterminer  le  quatrième  terme  -^  ^JK^  de  li  valeur  indé-- 
terminée  dç.  x.    ^ 

Il  eft  évident  qu*bh  peut  continuer  à  l'infini  ràpproxfma- 
tiôn  de  la  valeur  de  x  par.  cette  féconde  méthode ,  les  ope- 
rations  qu'on  viept  défaire  fuffiient  pour  la  faite  concevoir, 
clairement;:. 


SeCûfidé  manière  de:  ré  foudre  k  même  exemple^ .  ; 

Si  1^  grandeur  n  étoit  moindre que^^ il  faudroit  trouver 
une  valeur  de  x  qjii  fût  telle ,  que  les  y  fe  trouvaffènt  dans 
les  dénominateurs.dês  termes  ae  cette  valeur,  afin  que  ces 
termes  fuffent  Ats  fraâions ,.  &  allaient  en  diminuant  de 
valeur  j  ou ^  ce  qui  eft  la  niêmechoft,  il  faudroit  que  lés 
cxpofans  des^  qui  diftînguent  lés  termes  de  la  valeur  de  x^ 
f uuènc  négatifs.  Voici  la  manière  de  trouver  cette  valeur 
par  cette  ^conde  méthode.. 


fente 

par  af  5  parcequ'en  fubftituant  ay  à  là  pL 

propoféc.jtf'-H»y^— -/î===5a,  pnaura.dans  l'équation  chan* 

gée  ifiy^ ^nay^ ^^y^  =ss..OiJcs>deux  grand^urs-^?)4—  i^, 

dans  lefquelles^  eft  au  même  degr^  te  plus  élevé.  Il  faut  en 
fftire  l'équation  a^  =  ly^^  d'où  Ton  déduira.  ^=S5 1 ,  ainfi . 

Ic.premier.tfirmc  de  Ja,valeur  de  x  ^A.jy^ 


E  I  V  K  E    V  I  Ij  4(î;i 

Il  faut  foppofer  jf  -h/œ:  x  ,  &.fubftituer  cette  taleur  de  x 
à  fa  place  dans  la  propofée,  &  Pon  trouvera  la  premicce 
transformée. fuivante  -H  nf'   h-  Iff^^  lyff  -*•  /^  =5»  o , 

qoî  fervîra  à  trouver  le  fécond  terme  de  là  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme,  il  le  faut  fbppofèr  repréfeo* 
té  par  rindéterminée  b  multipliée  par  y^,  c'eftà-dîre  fàns^ 
parcequ'en  conc^va&c^  fubfcituée  à  la  place  de /dans  la 
première  transformée,  o^  aura  les  deux  grandeurs  -4-  ny^. 
^.3^,dans(lerquelles^efl:au  même,  degré:  le  plus  élevé; 
dont  faifant  l'équation  5^^%=»  '«— «y%  on  troavera  ^=;  — .1  %. 
L'on  a  donc  déjà  x  ==•  ly . —  \n. 

Il  feut  fuppofcr  — f  »  ^-  g  =/i  &  fubfttttter  cette  valeur 
dé  /  à  fa  place  dans  la.  %J^  transformée ,  &  Ton  trouvera  la  i« 
transformée  -h  n^    -h  yy^^  Hp  iy%%  -h  ^  :ss:o^ , 

_4±^}  — nyg  —  ng^ 

qui  fervîra  à  trouver  le  troificme  terme  de  la  valeur  dé  xi 

Les  expofans  dejr  dans  le  premier  &  le  fécond  terme  de  ^ 
la  valeur  de  x  étant  connus,  on  peut  fupppfer  pour  la  valeur 
dé  X  la  fuite  indéterminée  x^ssay  -^  iy^  -*-  cy"*  -4-  ^/"'N 
^-  ^j^  "  *  H*  &c  dont  les  deux  premiers  termes  font  connus. 
Pour  déterminer  le  troifîéme  terme  repréfenté  par  cy^^y . 
il  faut  concevoir  cy  "*  fùbflitué  ila  phce  de  g  dans  fà féconde 
transformée ,  &  iilppofer  égales  à  zéro  les  deur  grandeurs 
•+•  «^.-H  sr^îss  o,  dans  leiquellès^  eft  au  même  degré  le 
plus  élevé,  d'où  Ton  déduira  c  =  —  }»*^  j  aînfi  le  troifîéme  : 

terme  de  là  valtfur  de  jc  eft—  j  ny  '. 

Il  faut  fuppôfer  —  iu^y r'  -Hi&  ssg,  &-  fubflatuer  cette  : 
valeur  .de. g  à  fà  place  dans  la  féconde  transformée,  &  Fdnj 
trouvera  la  troifîéme  transformée  qui  fuit^ . 

^ fèrvira  i  trouverïe  jquatriépoe  terme  de  là  valeur  déx;;. 

Mmmiij; 


j 


4^1  Analyse     di  m  6  n  t  n  e*i. 

Pour  trouver  ce  quatrième  terme  de  la  valeur  de  jt ^  il 
faut  concevoir  ^"^iubftituce  dans  latroifiéme  transformée 
â  la  place  de  A  ,>&  fuppofer  égales  i  zéro  lesgrimdeurs—  II»* 
-+.  3^  =  03  dans  lefquellesj^  ne  fe  trouve  point ,  ou  bien 
dans  lefquelles  Texpofant  de  y  eft  zéro,  ,&  Ton  aura^rsc|J:  «»^ 
Aîrifi  le  quatrième  terme  de  la  vakur  de  x.  efl  -h -14  »*>"% 
.&  Ton  a  déjà  ;^,s=:  i;'^— f  »/"  — j^J'"'  "•"ix  ^y*" - 

On  peut  continuer  Tapproximation  i  l'infini  ^  en  fiippo- 
/ant -H.|4iiy-*  ^i^s=ihj  isL  rubftituant  cette  valeur  de  h 
^d  fa  place  dans  la  trôifiéme  transformée^  il  en  viendra  une 
^quatrième  transformée,  dans  laquelle  concevant  ey^  (ùb- 
;ftituée  à  la  place  de  / ,  &  faifant  une  équation  des  grandeurs 
:danslefquelle«^  aura  pour  expofant~-i ,  c^eft-à-dire ,  dans 
jefquelles  il  y  aura  jr "^^ ,  on  déterminera  par  cette  équatioa 
>le  cinquiéme.terme  de4a  valeur  de  x^  &  ainfi  d  Tinfini.  Les 
opérations  que  l'on  a  faites  fuâîièot^poufilire  clairement  cojou 
^x^evoir  la  re,co94e  méthode. 

K   B  M  A   H  au   E   s. 

I. 

On  peut  abréger  de  beaucoup  le. calcul  de  cette «léthode^ 
lo.  en  n'écrivant  point  les  équations  changées ,  mais  en  con- 
,.cevant  feulement  que  le  terme  de  la  fuite  indéterminée  qui 
repréiënte  Ja  partie  de  Ja  valeur  de  x  que  l'on  cjierche ,  efl: 
fubftitué  à  la  place  de  Tinconnue  -^xar  .on  remarquera  aifé« 
ment  quellesiont  les  grandeurs  dans  lefquelles^  aprèsxette 
fubftitutîon  conçue 3  l'inconnue  yvftk,  trouvera  point,  ou 
jbien  celles  où^  fè  crouvjcra  au  moindre  degré  j  &  \^s  fuppo^ 
iant  égales  à  zero^  on  aura  l'équation  propre  à  trouver  la 
partie  de  la  racine  que  Fon  cherche. 

2°.  On  peut  même  remarquer  qtfil  n'eft  pas  neceflaîre 
d'écrire  le  terme  indéterminé  dans  les  grandeurs  qui  étant 
iiippofées  égales  à  zéro,  fervent  à  faire  trouver  U  partie  de 
ia  racine  que  ce  terme  indéterminé  repréfènte. 

Par  exemple,  au  lieu  d'écrire  a^  -*-  nna^^^  2»'s=  o,  dans 
^a  première  réfolution,,  on  auroit  pu  former  l'équation  par. 
ticulierequi  fert  â  trouver  la  première  partie  de^a  valeur 
repréfentce  par  ^^^  en  fuppofant  les  termes  x^^^nnx —  za« 
5»K  o ,  fans  mettre  a  au  lieu  de  x  3  car  l'on  auroit  également 
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.crou?é  par  cette  équation,  que  la  première  partie  de  la  va. 
leur  de  x  que  Ton  cherche,  reprcientée  par  ^,  eft  »,  puîC- 
quç  X  -^ »  sss  o  eft  un  divifeur  exaâ  de  x^-^mx  -—  m'es o ^ 
ainfî  X  sis^j  c'eft'â-dire ,  »  eft  la  première  partie  de  la  valeur 
de  X. 

30.  Dans  chaque  transformée  il  fuffit  de  divifèr  la  gran* 
deur  du  dernier  terme^d^ns  laquelle  j^  eftau  moindre  de* 
gré ,  par  la  grandeur  du  pénultième  terme  oHy  eft  auffi  au 
moindre  degré  y  car  le  quotient ,  après  en  avoir  changé  le 
figne,  fera  la  partie  de  la  valeur  de  x  que  Ton  cherche.. 

Ainii  dans  la  première  transformée  de  la  première  réfb^ 
hition,  en  diviiant  ^  nny  par  -4-  ^nn^  on  a  pour  quotient 
^-  i^ j  &  changeant  le  fïgne  h*,  on  aura  — ^y  pour  la^jfè* 
conde  partie  de  la  valeur  de  x  que  Ton  cherche. 

De  même  dans  la  ièconde  transformée  de  la  première* 
réfolutibn ,  en  dîvilànt — ^«y^^  par  4-49»^  on  aura  —  gsj^f 
&  changeant  le  figoe,.  on  aura  ^-  j^yy  pour  la  troinéme! 
partie  de  la  valeur  de  x  que  l*on  cherche  ;  &  ainfi  des  au* 
très  transformées».  La  raifon  de  cet  abregç  eft  évidente  par 
L'opération  même. 

Quand  oa  fe  fera  rendu  cette  méthode  bien  familière,  on 
verra  qu'on  peut  négliger  dans  le  calcul  beaucoup  de  gran« 
deurs  dans  les  transformées,  ce  qu'ùirpeu  d'uiàge  apprendra 
mieux.  qu'ûnlong^diicourSfi 

rr. 

zfi\  Ce  qu^ôna  dît  dans  Ift  troifiéme  article  de  la  Remarque 
précédente ,  fait  voir  que  ht  manière  de  trouver  la  féconde 
partie,.  là  troifiéme ,  &  toutes  les  autres  parties  de  la  valeur 
de  X  par  cette  féconde  méthode,,  revient  a  ta  quatrième: 
méthode  d'approximation  du  fixiéme  Livre ^Art.  1 59.  c'èft:* 
à-dire, .qu*àprès avoir  trouvé  la  première  partie  de  la  valeuj?. 
de  X  quN^n  nommera  a^  par  le  premier  article  de  k  féconde: 
roéthode,.pour  trouver  la  féconde  partie,  qu*pn  nommera  ^,; 
il  faut  faire  là  première  transformée,  en  fubftituant  ^ -4-/ 
;^=  X  â  la  place  de  x  dans  la  propofée ,  divifer  le  premier 
terme  par  le  coëiicientdu  fécond  terme  de  cette  transfor^ 
mée,  &  le  quotient,. aprîbs  en  avpir  changé  le  figne ,  fera  la^ 
féconde  partie  b  dé  la  valeur  de  x.  (  Oh  nomme  ici  le  prc-^ 
mier  terme  de  chaque  transforméecelui  où  n'eft  point  1^^ 


4<î4  Anal'Ysis    BI'MONtke'e. 

connuc/deia  tràjj^sforniceî  le  fécond  celui  où  Pincoonoe  / 
eft  linéaire^  &  ainiides  autres.)  Pour  avoir  la  croifiéme  par^ 
tie  delà  valeur  de  x^  qu'on  nommera  c^  il  faut  faire  la  fécon- 
de-transformée,  en  fubftituant  ^+-g<ca=/-à  la  place  de /dans 
la  première  transformée,  divifer  le  preniîer  terme  par  le  coë- 
ficient  du  fécond  terme  de  cette  fecoiidetransforméc,  &le 
quotient,  après  en  avoir  rchangé  le  iigne,  iera'la troifiéme 
partie  c  de  la  valeur  de  x.  On  peut  continuer  cette  approxi- 
mation à  Tinfidi,  comme  on  Pa  expliqué^ans  la  quatrième 
méthode  159.  On  peut  même  rendre  chaque  partie  de  la 
valeur  de  x  plus  approchante ,  comme  on  l*a  enfeigné  dam 
cette  qu^criénie  méthode  d'approximation. 

1  I  I. 

*53-  Après  avoir  trouvé  la  première  partie  de  la  valeur  de  'x 
par  le  premier  article  ,de  la  (èconde  méthode ,  on  peut  au/Ii 
trouver  la  féconde  partie,  4a  troifiéme,  &  toutes  les  parties 
fuivantes  de  la  valeur  de  x  ^  par  la  cinquième  méthode  d'ap^ 
proximatioa  1^6.  Par  exemple,  ayant  trouvé  que  la  pre« 
.ipiere  partie  de  la  valeur  de  x  dans  Téquacion  x}^  nyx — y^ 

'^nnx^^trfi 
«es  o,  eft-H  «,  pour  trouver  les  autres  parties,  il  faut  parta- 
ger rinconnue  x  en  deux  parties  e  &  ^^^  &  fuppofant  t^K^ 
'=s  xi  il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x  dià  place  dans  la 
|iropofce^  & ron  aura  Téquajtipn  t^  -h  jhs^-^  3t^^-*-  <  =  o^ 

^  nnt  -^nns^ 

Ce  fera  la  transformée  indéterminée  qui  fera  trouver^  la 
première  partie  étant  fuppofée  connue ,  toutes  les  autres 
^kirtîes  de  la  valeur  de  x  les  unes  après  les  autres  :  t  repré-^ 
ientera  toute» les  parties  déjà  découvertes,  &  ;^ce  qui  refte 
à  en  découvrir^  &  à  mefure  qu'on  découvrira  ces  parties^ 
pour  trouver  la  fuivante,  il  n'y  aura  qu'à  fubfticuer  la  fom- 
me  de  toutes^les  parties  déjà  découvertes  à  la  place  de  t^  Se 
-après  la  fubftitution ,  divîièr  le  premier  terme  parle  caëfi- 
cient  du  fécond  terme-,  le  quodent,  après  en  avoir  changé 
le  iîgne ,  fera  la  partie  fuivante  que  l'on  cherche. 
J^nd  pour  trouver  la  ieconde  partie  de  la  valeyr  de.  x^ 

il 
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îl-faut  fubftîtuer  la  première  partie  »  connue  par  le  premier 
article  de  la  féconde  méthode-,  à  la  place  de  e,  &  Ton  aura 
^-  rmy  -h  4««v>*  3»^*^  ^  =*  o  ^.  il  faut  divifer  le  premier 

terme -f'  n  ny  — j^  par  ié  coëficient  -1*  4»»  -j^nyéà  fécond 
terme  (  il  fùffit  de  divifer  ^nny  par  -h  4»»  )  &  le  quotient 
•^  4/*  aptes  €n  avoir  changé  le  ligne,  fera  la  féconde  partie 
—  i^de  là  valeur  de  x  que  Ton  cherche.  Pour  trouver  la 

troîîîéme  partie  de  cette  valeur  de  x,  il  faut  fubftîtuer  là 
fomme  dès  parties  -h»  —  \y  déjà  découvertes  ,,à  là  place 
de  e  dans  la  transformée  indéterminée  j  &  après  la  fubftû 
tution,  on  trouvera  cette  troifiéme  partie  comme  l'on  a  trou- 
vé la  féconde  partie  &  &.  ainfi  z  llnfinL 


^ 


tv.. 


2?54.  •  S^il  arrîvoît  dans  la  pratique  dé  cette  féconde  méthode; . 
que  le  premier  terme  de  quelque  transformée ,  c*efl.à-dfre^ 
le  terme  dans  lequel  Tirtconnue  de  c.ette  transformée  ne  fè' 
trouve  point,  fut  égal  â  T^ro ,  toutes  les  girandeurs  dont  ce 
premier  terme  eftcompofd  fedétruifant  par  des  figneis  con^ 
craîres ,  il  eft  évident  *  que  toutes  les  parties  de  la  valeur  *i^f^ 
dex  déjà  découvertes ,  en  feroient  la  valeur,  exaéle,  ^ 

A'  V  E  K  T  I    s   s   r  M   EN   T. 

iV  P  ï^  E  s  avoir  enfeigtié  dans  Ténoncé  de  là  fécondé  mé- 
thode y  lamaniere  de  trouver  les  expofans  de  j^  dans  lester* 
mes  de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x,  pour  abréger  ^ . 
4àns  les  exemples  fui  vans ,  on  fuppofèra  d'abord  la  fuice-in^ 
déterminée. qui  repréfente  la- valeur  de  x. 

E  X    E    M   P    L   B        rii 

^''-yy»  JL^orjv^K  la  valéurdé  x  dans  ^équation  .va:  ^^j^  — •  rr 
s=o  j  c'eft  Péquation  du  fécond  "exemple  de  la  première 
méthode,  art;  1 84.  où  Ton  a  changé  x^^n  xx-^  &  xx  Qnyy: 

lo.  Il  faut  fuppofer  x=T^  ^  byyj^cy^  ^dy^-^ey^  &c.  les* 

randeurs  a^b'^c^dy  &c.  font  indétermmées ,  &  elles  repré- 
ntent  avec  les  puiflances  à^y^  les  parties  dek  valeur  de  x  , 
que  Ton  cherche,  ocelles  ferviront  aies  faire  trouver^ ^  eft- , 
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fans^  dans  le  premier  terme,  parceqiï'îl y  a  rr dans lapiN^ 
pofée  ^  qui  eft  une  grandeur  toute  connue.ians  y. 

lO.  Pour  trouver.ia  première  partie  de  jc  rcprcfcntée  par  ^ 
il  faut  concevoir  ^  fubftitaée  au  lieu  de  x  dans Ja  propofée^ 
jU  fuppofer  aa  m^  rr,  qui  font  les  grandeurs  oiljr  n'eft  points 
.égales  â  .2ero  j  &  Téquation  aa^^^rrzss^o^  donnera  a^ssr^ 
;ainiî  r  eft  la  première  partip  de  la  valeur  de  x  qu'on  cherche. 

On  fuppofera  r^-/=sxj  /efl:  une  inconnue j  &;fubfiÉî- 
«uant  r-*-/ dans  la  propofcc^  on  aura :1a  première  jrans. 

ifQrin.é.c       r^f^x 


XX 

yy 

rr 


^  yy 


rr 


i'*  craas- 
fbm)£e« 


-^  yy  -îH  xrf^ff'saa  p. 

$••  '?our  trouver  la  féconde  partie  de  :1a  valeur  de  x  par 
^cette  première  transformée^  laquelle  partie  eft  repréfentée 
par  h^y^'^A.  faut  jconcevoir  rf-  ^y^  à  la  place  de /dans  cette 
jtransrarmée^  i/L  i^%  l'équation  ^yy  -^  %  rbyy  ;s;s  p  À&s 

:^xû.nàt\Jits^yy  ^  iriyy^  dans  lefquelles  y  eft  au  même 

moindre  degré,  d'où  Ton  aura.rl-  %rbyy=:z^^iyy^  &  divL* 

fant  chaque  membre  par  iryy,  Fon  aura  ^  =  -^^,  &  la. 

féconde  partie  tyy  fera  *f^  ^,yy.  Jl  faut  fuppofer — i^ji;;^  -4- g 


/)  &  fubftituant  -i^  ^yy  4-g  a  la  place  de/,dans  la  tra&s< 
formée ,  on  aura  la  fecondp  transformée^ 


kyy-^  $^f 


ff 

yy 


■i"^ 


Art 

yy 


%l 


1^  trans- 


4*^  Pour  trouv€r  la  troîfîéme  partie  repréfentéc  pa*  cfy 
«n  concevra  cy^  à  la  place  de  g  dans  cette  féconde  transfor- 
mée ,i  &  faifant  une  équation  -»-  ^  -i-  i rcy^  r»  o,  ou  biea 


1  rcy''  rss  -,-  -Jj^,  à^^  grandeurs  dans  lefquelles/  eft  ait 
même  moindre  degré,  on  dîvîfera chaque  membre  par  \ry^^ 
&  l'on  aura  r  ?ss  —-  ^  5  par  conséquent  la  troifiéme  parue 
que  l'on  jchcrche  el]t  rjH  =  -^  »  ^^ 


-  Il  four  fûppofer — -^y^  h- A  =sg,  h  cft  une  ihcoimue  ^ 
fltfubfticuânc  — '^^  -^h  i\^  place  de  g  dans  la  féconde 
eransformée,.  on  aura  la  sroiiîéme  transformée. 


irjK-KA=sg 


t** 


jf  «an».  -I-  ji-jj^8  —  ^jf4A  ^  i&i&  on  0« 

•4-  irA 

y^.  Pour  trouver  la  quatriëme  partie  de  là  valeur  dèx>^ 
ii&préfèntée  par  </^,  il  faut  concevoir  dy^  à"  la  place  de  ht 
dans  cette  troifiéme  transformée,  &  faire  l'équation  •f'  ^y^ 
4-  xrdf^sss  o  y.  des  grandeurs  où/ eftao  moindre  degré  j  Ôç. 
dlviiànt' chaque  membre  do-4-  ir</ys=a!-^|îf^par  in^,. 
Son  aura  </ ssB.—jip^  &  <^  =sa:  — .  jJl^ j,<  eft  la  quatrième^ 
partie  delà  valeur  de-  x  que  l'on' cherche; 

.  Ptcnant'  là.-  fomme^  des  partfès  de  la  -  valeur  dex  que  l'ott' 
a  trouvées,  on  aura  x  sasr'->- ^//  — *■  -^j»*  —  -g^/,  &c»- 
On  en  peut  continuer  lILpproximatron  tant  q^i'ôn  voudra. 

E  X  E  »m;  B     I-IE 

jffjS,-  L  KO'V  V s  iw  la  valeur  de  x  dans  l'équatiofr  o  ati  x;v<—  £■■ 
—  by  ^^  cyy '^  dy^  ^^  ef>  &c.  c*eft  le  tîoiiiéme  exemple  dft; 
la  première  méthode^  art;  i^  f . 

I  o.  Il  fauc  fuppofer  X  ^ssi  f  *^  4jy  "^  ryy 'Jk' sy^ -^  ^  &c.  les* 
;randeurs  /,  ^^  r,  j^  />  &C.  iont  indéterminées  ^  elles  repré-- 
tntent,  avec  lès  puiifiinces  de  y,  les  partiesdela  valeur  de  je 
qpe  l'on  cherche^  &  elles  fervuont  a  les  Êûre  trouver. 

i*>.  Pour  trouver  la'première  partie  de  X  repréfèntée  par/,'; 
il  faut  concevoir/  fubJditnée  à'ià  place  de-x  dans  la  propos 
fëe,,&  faire  une  équation  des  grandeurs //—•<« ,  dans  lefl 
quelles/ ne  fe  trouve  point  ,&- l'on  aura //ara  <*  j  par  cotti 

ftquent  /  ^saK. 

On  fnpi^ofcra  a^  -^f^a  x, ,  &  en  fubftîtuant  <«  *  H-/Ji 

N^û  i|; 


• 
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JLa  place  de  ^  dans  la  propofée ,  on  aura  la  première  ttsfum 


forinéC        <i*  -»-  /;ç=,;tf 


-   a 

-h 

&c. 


a 


Xd^f'irff 


Première 
.^nnsforjnéç. 


1^  */rH// 


•3^/Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  Xy  reJ 
-Çréfcnt;qe  par  qy^  il  faut  concevoir  ,^jf  fubftituce  à  U  place 

de/,  &  faire  une  équation  i^^  qyz^byA^s  deux  grandeurs 
dans  lefquellesjf  eft  au  miBme  moindre  degré }  &  divifaiH 

chaque  ipembre  par  ^a^fs  on  aura  q  =;  — 7,5  par  çonfe-i 

1^* 


quent  ^y 


tV  eft  la  ieconde  partie  de  la  valeur  de  jf 
ta* 

y  y 

■    Il  Éwt  fuppofèr  -»»»Ty  ■*•  g  ssp/j  &  fqbfticuaAt  — 7/ 

<4-rii  la  place  4e  /dans  la  première  cransfomijée ,  on  iim:^ 
la  teconde  transformée , 


T>-»-S=^/. 


94f« 


I 


•  ■  • 

F 

cyy^ 

dyi 

&c. 


&c. 


Jf 
♦    1^  *^g 


Seconde 
eli[ansibrinée« 


^i» 


4>^ 


y  y  ^  -T/g  ■*-  gg 


•  cyy    Hh  i4«  *^ 

Jyi 

jBcc, 


/,       Xjvue    VII..  ^go 

4®..  Pour  trouver  la  troifîcmè  partie  de  la  valeur  de  x^ 

'ï?epréfentce  par  ryy^  il  faut  concevoir  ryy  fubftituée  à  la 

;place  de  g  dans  Ja féconde  transformée,  &  fuppofer  les  gran- 

.deurs  ^.  ^^yy  —  Ç^  -*-  ^^'^  ^y y  dans  lefquelles  j^  eft  au 
même  moindre  degré /égales  à  zéro,  ce  qui  donnera  l*éqaa- 

fion  i,a^  ryy:=z  —  -^yy-^cyyi  &  divifanc  chaque  membre 

-  bb  c 

f^r.ia^yy,  on  aura  r  = ^  ^  — j.  j  par  confequent 

'  b*b  'C  * 

if^yy  = —  - — xiiy^  ""^yy  ^^  ^^  troiCéme  partie  de  la' 
:¥aleur  de  x. 

bb 

Pour  continuer  Papproximation ,  on  fuppofeta j^yy 

^  — ryy'^  i&  as  gî  iBc  en  fubftituant  —  ^—^yy^  — tJ7 

•H  h  à  la  place  dej;  dans  la  féconde  transformée,  on  aur» 
la  xroifiéme  transformée ,  &c. 

Exemple     IV- 

J7;  X  RouvER  la  valeur  de  x  dans  l'équation  o=V—i«y 
'  —  hx^^^y^ — ^P — cy^  &c.  c*eft  le  fepciéme  exemple  delà 
première  méthode,  art,  m.  On  va  y  appliquer  la  féconde 
«éthode  pour  faire  voir  qu'elle  peut  s'appliquer  à  toutes 
les  équations  qu'on  peut  réloudre  par  la  première  méthode, 
cet  exemple  contenant  une  difficulté  particulière. 

I  \  Il  faut  fuppofer  jc  =:/>/-♦-  ^  -h  r^  -H  jy4  ^à.  /y5  &c, 
T^^^^^Sy  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées ,  qui  repré-»» 
fentent  avec  les  puiflances  de  y  dont  elles  font  les  cocficiens^   . 
les  parties  de  la  valeur  de  x  3  &  fervent  à  les  trouver. 

2<^.  Pour  trouver  la  première  partie  de  la  valeur  de  x^ 
repréfentée  par/^,  il  faut  concevoir  py  fubftituée  à  la  place 
de  X  dans  la  propofée ,  &  Ton  aura  //  — -  ^/  —  byy  &c.  =  o, 
^  Afin  que  rînconnue j^  fort  au  même  degré  linéaire  dans 
fy""  &  dans  —  ay^  il  faut  mettre  au  lieu,  de  fy"^^  la  grandeur 
y'^^^fy  qui  lui  eft  égale,  &  fuppofer  les,  deux  grandeurs 

Nnn  iij 
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f^^fy^—^y^  dans  lefquelles j^  eftau  même  moindre  degré;! 
égales  a  zçro  j  xe-xjuî  donnera  1 -équation  f  "  ^fy^ssay^  d^où- 

i  JL«x^  I  i 

Ton  déduira /ï=r^"y'  ,.&  par  confequent  pyssa^y  eff: 
là  première  partie  de  là^  valeur  de  x  que  Ton  cherchoic.  > 

Il  faut  fiippofér^y  ^/=s  x,  &  fubftituer  .i"/ ^-/à  U^ 

place  de  x-  dans  la.  propofee,  8c>  Pon  aura  la  première  trans^ 
formée,. 

^*  =^     ^^^H-i^'^i'^/H^r.H.^^^^^^  Sot- 

Kliis  on  prendra  de  termes  de  là  puîflance  a'' / -^  f  sst^c^^^ 
2  Signifie      &  plus  on  trouvera  de  parties  de  la  valeur  de^  x  que  Ponri 

^JtuTcme      clierche.  Les  quatre  termes  qu'on  en  a  pris  dans  cette  trans-»- 

matqm  pféJ      formée  ^  fuffiient  pour  faire  concevoir  T^application  de  lai 

cedt^  efi  eff^      ièconde  méthode  à  cet  exemple; 

^^^  3 ^. .  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  là  valeur  de j^,  re*- 

préfentée  par  ^^  il  faut  concevoir ^jf  fubftituée  à  la  place  ' 
de/ dans  la  première  transformée,  &  luppoiei:  les  grandeurs  « 

^  Ea  "*  y  "  qyy  ^-^'iyy%  dans  lefquellès  /  eft  aumême  * 
inoindre  degré ,. égales  â  zéro  j^  ce  qui  donnera  rëquatiom 

\a^  »  jr  •  '  qyy  ssz  hyyi  fit.  divifant  diaque.  membre  par^^ 


f^""^/  "  xjjy,rôn:aura^sss'^4  "/  ■   ^  ;  p^ar  co»fequen^ 


1.-  a     I  —  n  I^w 


qyy^=^\a  '  /i  "  lyyti^^a  "  ^X  "   efl là  féconde  partie  de' 
là  valeur  dé  x  que  Ton  cherchoit. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée^  il  fautremarquer  que^* 
là  féconde  partie  delà  valeur  de.  x  qu'on  vient  de  trouver,., 


I^n 


peut  s'exprimer  de  ces  trois  manières ^^^  "  y  "    byy^=^ 

}ta^^  by'^  a»i  a ^^y  ^ by.  Getœ  dernière  eftlà plus  com- 
mode pour  trouver  la  féconde,  transformée.  Jlinfi  on  fuppo^- 


I  -n 


ferais  ^  /"^j/H^2=:/,&on  fubftxtuera.cette  vakupdc/ 
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;à  'k  jilacc  de  /  âans  la  premief e  ^uransformée ,  i&  l'on  trou-  •-»  •_, 

▼era  la  féconde  transformée^  (-*-T'<''-r»«T"''*  V  "S 


n-<  n-1  •   I  j 


n— 1    p  — r  n—I      n*«*?I 

byv        =:  — tbyy 

4?.  Pour  troiïver  la  troîfîéme  partie  delà  valeur  àt  Xy  reu 
ifiréfentce  par  ly^y  il  faut  concevoir  /y'  fubftîtu^e  à  la  place 
dde  g  dans  la  féconde  transformée^  &  fuppofer  égales  à  zéro 


9  Signifie  que  la  graniem 
que  cette  matq%e.fficede^ 


n-I     n  —  I 


ies  grandeurs-*- 2.  x  ^  a'^bhy^  H-  t  ^  "  >'   "  ^'  —  O'S  <lans 
Hefquelles  j^  eft  au  même  moindre  degré  ^  -ce  qui  donnera 

réquationl^  ^/^r/  ^^\x^  d^Hhy^  H-  cy^-,  & 


»— I     n-l 


idivifant  chaque  membre  par ^si ^  '^  j^  °  x^,  on  trouvera 
r=. — jx^fs-'^  •*  %  "  -H-^^  "  ry  •  î  par  confequent 
ty'  =  — |xJ^'^   -    %    -    ^la   -  ry  "    =-„^x 

-^^  "^  y^byy-^^a  "  ^'^  rw^  eftla  troîfiéme  partie  de 
3a  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit. 

Pour  avoir  la  troi£éme  transfornvce^  il  faut  fuppoler 

1— xn       I  I  —  n      a 

^^ix^a  "  J^"^''*»^  '^  J^"m-H^=s:g,  &fubftituer 
cette  valeur  de  g  à  la  place  de  g  dlans  la  féconde  transfor- 
mée^ &  Ton  trouvera  la  troîfîéme  transformée. 

Mais  comme  il  n'y  a  plus  d'autre  difficulté  dans  le  refte 
de  l'opération,  que  celle  qui  vient  de  la  peSne  du  calcul ,  il 
€{[,  inutile  delà  continuer  ici,  les  opérations  précédentes 
fuffifant  pour  faire  concevoir  Tappllcation  de  la  féconde  mc^ 
Aode  à  cet  exemple. 

Remarques  oà  l'on  donné  la  àèmmfiratim  de  la  x^  méthode. 

58.  On  peut  appliquer  cette  féconde  méthode  à  tous  les  exem- 
pies  de  la  première  j  &  après  s'être  rendu  l'une  &  l'autre 
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bien  fa,mîlîeres,  on  verra  clairement  qu'elles  reviennent  l*one* 
à  Tautre  j  ainfi  la  première  étant  démontrée ,  la  féconde,  efl: 
auflî  démontrée,. 
* ^s^-     On  a  auflî  vâ,dàns  Ta  ieconde  &  troifîëme  Temarque^  *  que^' 
^^^'  cette  féconde  méthode,  la  quatrième  méthode  d'approxi- 
mation art;  i;59^'&  la  cinquième  méthode  d*approximatioa^ 
art.  1:66,  reviennent  à  une  même  méthode  ;  ainfî  la  démon* 
ftratîon  de  ces  deux,  dernières,  démontre  aufl[t  la  fécondé: 
méthode.. 

,  Enfin  les  parties  ou  lès  termes  dé  là  valeur  dé  xque  Ton* 
trouve  par  cette  féconde  méthode,  deviennent  des  fraâîôns . 
qui  vont  toujours  en  diminuant  à  mefure  qu'on  continue:- 
râpproximation  de  la  valeur  dex5  d'où  t!6n  voit  qu'après 
dès  approximations  infinies,  le  dernier  terme  ou  le  terme 
infinîtiémev  pouraihfî  parler,  doit  être  zéro  5  comme  dans 
une  progrefljon  géométrique  qui. va  en  diminuant,. on  re- 
;ardele  dernier  <erme  comme  devenant  zéro.  L'on  conçoit 
ionc  qu'après  des  appproxîmatibns  infinies  l'on  arriveroit  a 
la  racine. véritable  que  l'on  cherche  j  par  confequent  plus  on 
continuera  l'approxiniatian,  &plus  on  approchera  de  cette: 
véritable  valeur  dé  x. . 

La  même  méthode  peut  s'appliquer  aux  équations  quii 
ont  pltrs  de  deux  inconnues. 

A  y  E    R'  T   r  s   s    E  M  E    N   T. 

C  P  M  ME  l'on  pourroît  trouver  delà  difficulté  à  réfoudre 
^         par  cette  féconde  méthode  les.  équations  qui  contiennent 
4es  difFerences^  on  va  faire  l'application  de  cette  féconde- 
méthode  à  ces  équations,  ScTon  verra  qu'elle  peut  leur  être^ 
appliquée  avec  la  même,  facilité  que  la  premiereméthode. 

Exemple.    V., 

^59'    JL  R  o  u  v  E  R  là  valeur  approchée  de  x  dans  l'équation  dif- 
ferentielle  i- —  gî*  -^-^^  ==0  j  c'eft  l'onzième  exemple  de. 
là  première/méthode  art.  119.- 

1°.  11  faut  fuppofér  x  =  ifj^  -f-  ^y  h-  cy^^h  ef  &cc.  lès  gran-  - 
deurs  a^  b^  Cy  e^  &c.  font  indéterminées,  &  elles  rèprcfentenc 
avep  les  puiflknce^  de/y^  lés  parties  de  la  valeur4ie  x  que  l'on  ^ 
cherche , .  &  elles  ferviront  à  les  crou ver.  / 
.  2.?,,  Pour  trouver  la  première  partie  de. la  valeur  de  x^ . 

répréfentée* 


■^ 


L  I  T  IL  E     VIL  47) 

Yepréfentëe  par^^  il  faut  concevoir  ay  fubftituée  à  la  place 
<le  X  dans  la  propofée  de  cette  manière  s  il  faut  fuppofèr 
X  p=  ^j^  ;  en  prenant  les  diâerences  de  chaque  membre  on 

^ura  dx  =  ady^  Sc^^sssia,  &  35^  =  ait. 

Il  faut  concevoir  aa  fubftituée  à  la  place  de  ^ ,  les  deux 
'^grandeur^  où  y  ne  Te  trouve  point  font  i  —  ^^^  il  faut  les 
luppofer  égales  à  zéro ,  &  Ton  aura  Téquation  aa=ni'j  par 
•confèquent  ^  =  i  ^  ainlî  ay^^sz  \y  eft  la  première  parrîe  de 
3a  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  il  faut  iuppoïèr  \y 
--1-/=^  x^  fQfk  une  inconnue  ou  variable  j  en  prenant  les 

jdifierences  de  chaque  membre,  on  aura  vdy  -^d/sssd^ySc 

» 

Jîvifimt  par  dy,  on  aura  i  4-^  =  ^s  &  tjuarrant  chaque 
membre,  on  aura  n-iflf^^  =  gî.  H  fout  fubftituer  dans 
la  propofée  i  —  gi  ^  :^  ==  o ,  les  valeurs  de  g;  i  la  place 
xie  gi,,  on  aura  la  première  transformée. 


d^  _  xàf       df' 

dy''^       *         ^  ~  "^ 


I 


30.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x,  re- 
préfentée  par^' ,  il  faut  concevoir  by^  fubftituée  à  la  place 
de/dans  la  première  transformée. 

Pour  faire  cette  iubftitutîon ,  on  fuppofera  by^  =/5  pre- 
nant les  difièrences  de  chaque  membre ,  on  aura  ibyydyzszzdf^ 
&  ^^  =  775  &  quarrant  chaque  membre,  on  aura  ^hby^ 


Concevant  â  prêtent  3i(j^  fubftituée  à  la  place  de  ^  dans 
la  première  transformée ,  &  ^bby^  à  la  place  de  fy~ ,  les  gran- 
deurs dans  lefquelles  y  eft  au  même  moindre  degré ,  font 
^lyy  —  1  ^  ^byy  3  il  /aut  les  fuppofer  égalés  à  zéro,  &  l*oa 
aura  Téquation  6iyy=sziyyi  divifant  chaque  membre  par  6yy, 
on  aura  ^  =  |  j  par  confèquent  6y^  =  |y  eft  la  féconde 
partie  de  la  valeur  de  x  que  Ton  cherchoit. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée,  il  faut  fuppofer  î^' 
-H  g  ==  /,  g  eft  une  inconnue  5  en  prenant  les  différences 
de  chaque  membre  on  aura  Ijydy  ^dg^s^df^  &  divifanc 

Tvmt  I.  .  Ooo 


/• 


f 
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P«  ^>  l/>^  -*•  jf  »  2^î  qaarranc  chaque  membre  ,.  ca 
tara  ly^^y^i^^j^.  n  faut  i  prefcot  fiibftitaer  les 
valeurs  de  J^&  de  ^  dans  la  première  transformée,  &  Voo, 
aura  la  féconde  transformée. 


*s%w^        «»i  T*  =  —  *fy—  -T^ 

wque  cette  «|«     yy   ssae  «^    ^  yy 

lïwryttf  /Vf.  "^-^  ^-^ 

^f^f  f/}  f/a.      4«.  Pour  avoir  la  troifiéme  partie  de  la  racine  repréftai^ 

^^'  técp^rcvs^  il  faut  concevoir  cjf^  fubftituée  à  la  place  de  ^: 

dans  la  féconde  transformée  :  mais  pour  faire  cette  fiiMîtu- 

tion ,  il  faut  fùppofer  cy^  =s  g  j  par  confequent  ^c/dy  sss  dy^, 

Il  faut  à  prefent  concevoir  5^)^^  fubftituée  à  la  place  de  ^ 
dans  la  féconde  transformée^  &(i  Ton  veut  %^cf  a  la  place 
de  ^,  &-H^* —  ^^*  —  lory*;  ou  bien^^* —  ïOfy\  feront 
les  grandeurs  dans lefquelles^  eft.au  même  moindre  degré  ;. 
il  faut  l^s  fuppofier  égisties  à  zéro ,  ce  qui  donnera  Téqua- 
cîon  lory'^sssl^^.  divrtanc  chaque  membre  par  lOf'^,  on  aura^ 
c  =^5  par  confèquent  ry^  «sss -^^5  eft  la  troifîcroe  partie 
de  la  valeur  de-x  que  Ton  cherche  5  l'on  a  donc  déjà  x=^\y 
-H  iy  ^  ^y^  &C.  Se  Ton  peut  continuer  Tapproacimadon 
tant  qa'i>n  voudra  ).  il  n'y  a  plus  de  difficulté  dans  le  refte  de 
Tôperation  que  celle  qui  vient  de  là  peine  du  calcul. 

On  réfoudra  de  la.  même  aianiere  coûtes  les  équations^ 
diâer^ndeliesi 
_^"  ExeaipleV  I. 

tôo.  POtTR  tixwver  la  valeur  de  x  dans  Tëquation  dîfFercntîèlle' 
:çxdy^  ^^^yydydx  ^-^nndy^^  nydf-^^o^  H  faut  d'abord  dîvi- 
fer  chaîque  terme  par ^^,  &l*ôn  aura  réquation  préparée. 
XX  — ^-^  —  »»  -H  «y  =  o ,.  dans  laquelle  la  diflfercnce  dy 
eft  dans  le  dénominateur.  Après  cette  préparadoa , 

I".  Ilfautfiippoferxt=srirH-^-^^/-l-iy'&G.  a.b^^ye^&c. 
font  indéterminées,  &:  repréfentent  avec  les  puiflances  de^^. 
les  parties  de  la  valeur  de.x,.&  elles  fervent  à  les  trouver. 


«> 
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1».  Pour  trouver  la  première  parcfc  repréfentée  par  a^  il 

faut  concevoir  a  iubrflituée  à  la  place  de  x  dans  la  propofée, 

.-&  fuppofer  aa—-mt=iQ^ d'où  l'on  aura  <*!»«> ainfî  »  eft 

ia  première  partie  de  la  valeur  de  ;«; 

Pour  avoir  la  première  transformée,  il  faut  fuppofer  n-^f 

«=  X,  dt-où  Ton  déduira  <^=  ^xi  &  fubftituant  les  valeurs 

de  X  &  de  dx  dans  Jà  propofée,  on  aura  la  première  «ran*- 

ibrméc, 

-.  1    /-         1  Preroieie  itansfortiréc. 

3<».  Pour  trouver  la  féconde  /.     ^      «,  ^ 

|>arrie  de  la  valeur  de  at  ,  re-         ^-v  =-  •*-  '  «»  -+•  *"-^"^<^^«  ^gl' 

préfentée  par  ^y,  il  faut  con-  "*"«»=»       *  »»  dtur  gw 

<evoir/5yfnbftrtuéeàlaplace  "*"   «r«-*-     «T  *""*n 

•de/,  &  fuppofer  enfuîtez»4y  — ^5^«  — j:g£  l»$iT 

— —  »y  =  o ,  d'où  l'on  déduira 

i  =  — T»  &  4y  =  "*■  r/ ^cra  la  féconde  partie  de  la  valeur 
^e  X  que  l'on  cherche. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée ,  il  feut  fuppofer  — ^  ly 

g  =/,  d'où  l'on  dédtrîra  — \  àv-^dg  =^df^  &  — *^ 

§  =  jf .  II  faut  enfuire  fubftitner  les  valeurs  de  /&  de  ^ 

i  la  place-<fc  ces  grandeurs  dans  la  première  transformée' 

êi  l'on  aura  la  féconde  transformée.      c      j         c.    , 

4*.  Pour  trouver  la  troifîé-        /•/•  » 

me  partie  de  la  valeur  de  x,  ***"**'*■  JJ7''^yS'**S& 
xepréfentce  par  cyvj  il  faut   •*-*«l^=' — *»y^^»S. 
•concevoir  cyy  fubitituée  i  la   "*-  «J'  =*-»-*  »K 
place  de  g  dans  la  féconde  — -î^^^sa  ^-iw  — îZitr 
transformée  ,&  fuppofer  z«n^         '  *  .  *" 

^  i/^  -♦-  i^  =  <3,  d'où  l'on  déduira  c  «  —  ^,  &  fyj^« 
—  lij'/  ^éra  la  3  «  partie  de  la  valeur  de  x  que  l'on  cherche. 
Pour  avoir  la  troîfîéme  transformée,  îïfaut  fuppofer— jïgyj^ 

rt- ^  ==  g>  d'où  Pon  déduira  —  i^ijr -H  iA&  =  4  *  &  —  ^/ 
"•"  4>  '^  #  J  il  ^*"t  fubftituer  dans  k  féconde  transforme'e 
les  valeurs  deg  ^c  de  ^,  &  Ton  aura  la  troiHéme  transfor- 

'  \  Trohiéme  tsmsfouaée. 

5*.  Pou»  trouver  la  4*  partie 
ée  la  valeur  dex,  xepréfentée 
l^r  ef ,  il  faut  concevoir  «5 
ftbfHtuée  à  îa  place  de  h.  Si 

'    Ooo  îj 


xng^-^t\yy^xnh 
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s=5  o ,  <l*où  Von  déduira  ^  ==  —  fg^,  &  r^3  es  — ^  f^î^  fcr«^ 

la  4  partie  de  la  valeur  de  x. 

On  a  donc  x  =  «  —  i>^  — ^  ^j^  —  r^r.^^  &«• 

On  peut  continuer  ^approximation  autant  qu'on  voudht. 

Setondè  manière  de  ti foudre  le  fixiéme  exemple. 

isté I.  Si  «  cft  moindre quej^  dans  l'équation  xx  —  ^^ -^^ — »»-i* «y 
ss  o ,  il  faut  que  les  expofans  des  y  qui  doivent  diftinguer 
les  termes  de  la  valeur  de  ;c,  deviennent  négatifs  j  c'eft-à^ 
dire.,  que  \ts  y  fè  trouvent  dans  les  dénominateurs  des  tejr. 
mesi  de  la  valeur  de  j^^  afin- que  ces  termes  aillent  en  dimî« 
nuant  de  valeur.  Voici  la  manière  de  le  faire  par  la  féconde 
méthode*. 

llfautfuppofer  que  là  valeur  indéterminée  dex  eftxsss^ 
^by?  -^  cy'^^  -4-  ey'^  •+-  ff'^  -h  &c..  ayb^  c,  &c.  font  des  in- 
déterminées. Pour  en  trouver  les  valeurs.,  i5î^.-il  faut,  conce- 
voir le  premier  terme  indéterminé  -§-  ay  fubftitué  à  la  place 
de  X  dans  la  prppofée ,  Se  la.  différence  de  ay^  qui  efl  ady^ 
fubflituée  à  la  place  de  dxi&c  faire  une  équation  deis  gran- 
deurs aay^  — ^^^=:  q,  dans  lefquellesj^  eftau  degré  le  plus 
élevé  5  Ton  en  déduira  ^ss  i,ain(î  le  premier  terme  de  la 
valeur  de  x  eft  rjr,  &  Ton  a  déjà  x  =  i/. 

Il  faut- pour  faire  la  première  transformée,  fuppofêr  ir-h/ 
i=X3  d'oiiPon  déduira  dy^df^  ^x,&  i  ^%=^%^fSL 
fubflîtuer  dans  la  propofée  ces  valeurs  de  x  &  de  jy  à  leur 
place,,  &  Ton  aura  la  première  transformée  -^ny  —  ^ 


Pour  trouver  le  fécond'  terme  de  là  valeur  de  x ,  rcprél 
fente  par  bf^  il  faut  concevoir  bf^  fabftituéc  à  là  place  dé  / 
dans  la  première  transformée,  &  là  di^rence  de  ^j^°,qui  eft" 
zéro  ,>  la  place  dé  ^x;&fàire  une  équation  des.  grandeurs 
-4-  «^  -*-  1^  =5  o*,  dans  Icfquelles^  eft  au  mêmedegré  le  plus 
élevé  j  on  trouvera  par  cette  équation^  =~«y^^  ainfilè 
&cond  terme  de  la  valeur  de  x  eft  — \nf^. 

Pourfatpe  là  féconde  transformée ,  il  faut  fuppofèr — \  ny^ 
H-  g  =/,  d'où  l!on_  déduira  -4-^g  s=dfy'6c  lubftîtuer  les 
valeurs  de /&  de  dfi  leur  place  dans  la  première  tranfop». 
jnée,  &  Ton  aura  là. féconde,  transformée—  ^m  —  ^^ 


1 1  TIC  s   vir. 

Four  troivcr  le  troîfiéme  terme  de  la  valeur  dex,  repré- 
fenté  par  cy^^  il  faut  concevoir  -+•  cy^^  fubftitué  à  la  place 
de  g  dans  la  féconde  transformée ,  &  la  difibrence  de  ^cy''\ 
qui  eft  —  ^f^dy,  fubftituce  à  la  place  de  dgi  &  faire  une 
équatâon  des  grandeurs  «~  1  »»  ^-  3rsaas  o ,  dans  lefquelles  y 
ne  &  trouve  points  &  Ton  en  déduira*  c=zJhj^nni  ainfî  le 
troifîéme  terme  de  la  valeur  de  j^  eft  -v  ^««y"^ 

Pour  faire  la.  troificme.  transformée  ^  il  faut  fùppofef 

H-  l  nny^^  ^  A.=a=:g^  d'où  Ton  déduira  —  |*  »«/""''  -*-  S 
6tss;g;  8c  fuBftituer  ces  valeurs  de  g  &  de  ^  à  leur  place 
dans  la  féconde  transformée^  &  Ton  trouvera  la  troîfiéme 
transformée  —  l'»^"^    —  ^  -^  lyh  ^hb^=i(X: 

Pour  tfouver  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  j^,  rtf. 
préfenté  par  -i-  ey''^  if  faut  concevoir  ^-9^"^  fubftitué  dans 
là  troifiéme  transformée  à  la  place  de  ^^  &  la  différence  de 
-H  ey^^y  qui  eft  —  ^ey^^^  fubftituée  à  la  place  de  dhyic 
Élire  une  équation  des  grandeurs  —  1^»'^/"''  +  4fy"^î=:o^ 
dans  lefquelies^  eft  au  même  moîhdrcdegré  négatif  j  ôcTôiï 
en  dédufra  e  ^=±^^  u^^y^^s  ainfî  le  quatrième  terme  de  là 
valeur  de  x  eft  -«-f^,»^jjf"V&l*on'a  déjà  x^=ss:J^y  —  ^ny^^ 

•4-  \  f^y'^^  -♦-  ^  n^y"^.  On  peut  continuer.  Tapproximatioiv 
par  cette  féconde  méthode. tant  qu'on  voudra,  &  les  ope- 
rations  qu'pn  vient  de  faire  fuflSfent  pour  faire  clairement 
concevoir  lar  manière  d'appliquer  la^iecondffmréthode  aux 
équations  qui  contiennent  des  différences,  quand  les  expo:: 
fans  des  ^  dans  la.  fuite  qui  eft  la  valeur  de  Xj  doivcttt  être 
pofitifs ,  &.  quand  ils  doivent  être  négatifs. 

On  peur  facilement  appliquer  la  même  méthode  aux» 
équations  qui  contiendront  des  fécondes  difTere&ces,  des^ 
troifiémes  différences ,  &c. 

Remarqua  four  les  équations  différentielles^ 

L 

1.  La  fecofide  méthode  fait  trouver^  pour  lès  équations  difî 
ferentielles  la  fuite  des  expofans  des  j^  qui  doivent  diftinguei 
lès  termes  de  la  valeur  de  x  ^  avec  la  même  facilité &:  la  même 
certitadè  qu'elle  les  fait  découvrir  £our  les  équations  c^i 

OoQ  îij. 
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n*ont  poîttc  de  diftercnccs  j  &  voici  ce  qu'oa  doit  oonfiderer 
pour  les  avoir,  a**.  Les  expoiàns  desj^  dans  la  valmr  de  ;c 
doivent  être  en  progreflîon  arithmétique,  £c  aller  en  aag- 
jnencant  quand  ils  font  tou^  pofîtifs  ^  &  en  augmentant,  pour 
ainfî  dire,  en  négation,  quand  ils  font  tous  négatifs  -,  A  com* 
mencer  par  diminuer  qiiaod  Us  commemxnt  parère  pofi^ 
tifs ,  &  augmenter  enfuiteen  né^ation^  des  qu'ils  deviennent 
négatifs,  i?.  Le  premier  &le  fécond  ^^  &  même  tous  les 
fuivans  y  la  méthcxie  étant  uniforme^  doivent  être  pris  tels 
que  les  quantitez  oh  l'inconnue  ;((  ne  fe  trouve  point,  vieà« 
nent  à  être  détruites  par  d'autres  femblables  qui  ayent  dei 
iîgnes  contraires  dans  la  fuite  de  Toperation ,  &.  qu'elles  (èx^ 
•vent  à  former  les  équations  qui  doivent  déterriiîner  les  ter- 
mes delà  valeur  de  x  les  uns  après  les  autres,  de  manière 
qu'il  ne  refte  pas  de  ces  quantitez  qui  foient  inutiles  i  la  ré- 
/olurion.  3*'.  Il  faut  avoir  égard  à  la.  propriété  particulière 
des  différences,  qui  eft  que  la  différence  d'une  quantité 
confiante  eft  zéro  j  ainfi  étant  fubftituée ,  elle  rend  égale  i 
zéro  la  quantité  où  elle  eft  fuhftitacej  que  la  différence  d'un 
produit  qui  contient  une  puiflance  de  y^  dîvîfce  par  dy^  eft 
ce  produit  même  où  Texpoiânt  de^  eft  diminué  d'une  unité 
s'il  eft  pofîtîf,  &  augmenté  d'une  unité  s'il  eft  négatif  j  d'où 
il  fuit  que  la  différence  de  ay^  dinCéc  par  dy^  eft  la  feule 
conftante  a  {znsy^ 

lï. 

Après  ces  confîderatiom  on  n^aura  aucune  difficalcé  d 
trouver  les  expofans  des  y  dans  la.  valeur  xie  x  y  par  exemple 
A  les  expofans  des  y  doivent  être  pofîtifs,  qu'il  y  ait  une 
quantité  toute  connue  fànsjr  dans  une  équation  propo^; 
éc  que  la  quantité  où  eft  ^  n'ait  que  des  confiantes,  le  pre* 
mier  terme  de  la  valeor  de  x  diott  ayoir  y^  ic  il  le  fkut  fup- 
pofer  repréfenté  par  ay^  car  la  diffîsrence  de  ay  divifée  par 
dy  étant  a^on  pourra  faire  une  équation  de  ^  &c  de  la  quan- 
tité de  la  propofée  qui  eft  fans  y  y  laquelle  fervîra  à  déter- 
miner a.  Mais  fî  les  mêmes  choies  étant  fuppofées,  rincon*- 
nue  j/t  fë  trouve  dans  la  quantité  où  eft  ^,  comme  dans  le 

iîxîéme  exemple,  où  l'on  a  ^,  il  faut  que  le  premier  terme 
de  X  foit  repréfenté  par  la  feule  conftance  a  fins  y. 
Dans  le  même  cas  des  expofans  pofîtifs  de^  dans  la  valeur 
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de^j  poar  avoir  rexpofânc  de^  dans  le  fécond  terme  delà 
valeur  indéterminée  de  Xj  dont  le  cocficienteft  reprcfenté 
par  ^  3  il  faut  le  fuppoicr  tel  cet  expofàot  de  y  dans  by^  qu'en 
fubilituant  by  â  la  place  de  Tinconnue  /  dans  la  première 
transformée^  on  puiûe  avoir 4Ui  moins  deux  quantitez  dans 
lefquelles  y  foit  au  même  moindre  degré.  Oo  trouvera  de 
même  les  expoiàns  des^  dans  les  termes  fuivans:  mais  com« 
me  ils  font  en  pro^reffion  arithmétique,  dont  on  a  les  deux 
premiers  termes ,  on  les  a  tous  làns  les  chercher. 

Ces  remarques  fuiEfent  à  ceux  qui  fe  font  rendu  la  féconde 
méthode  familière ,  pour  trouver  les  expofans  des^  dans  la 
▼alenr  de  x ,  dacrs  tous  les  cas  qin  peuvent  fe  preiènter. 

Quand  en  fuivant  les  règles  qu*on  a  pre£::rites,  on  ne  peut 
)9as  trouver  de  valeur  de  jr  ^  c'eft  une  marque  que  TéquatiqiP 
fie  peut  pas  être  réiblue ,  du  moins  fans  préparation, 

E  x  £  )if  p  L  £   VIL  àans  lequel  il  y  a  trois  incmnner. 

x&l*  1;  O  u  Bi  trouver  par  la  ieconde  méthode  la  valeur  de  x  daos^ 
réquatîon  ï^ — x  —  «=o,  où  ^=  n-ar-i^.  jj  ^^^^  ^^p_ 

poier  que  la  valeur  indéterminée  de  x  cft >; = ^^C*/  -*-  ^K^y^ 

"*"^Cy  -♦"^CV-*"  Sec.  a^  byC^  &c.  font  indéterminées. 

Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur  repréfenté 

.    par  ax^^j  il  faut  fubftituer  dans  la  propofôè  *^c!y*  ^  ^^  place 

de  A?  3  &  la  differencede  a^y  dîvilce  par  i^,  ( -qui  eft  -♦-  az^^ 

—  ^^y  ^  ^  &  qui ,,  en  fubftîtuant  au  lieu  de  j-  fa  valeur 

^*<"jKi  devient  -h^<7^  — Az^y  — ^CV»  )  ^  ^^  place 

âx 

de  j;-j  6c  fiure  une  équation  des  grandeurs  -+-  ^  —  «  =»  o  ^ 

dans  lefquelles ,  après  la  fiibftîtutîon ,  j'  ne  fe  tr<yi\v^  point  ^ 
9c  Ton  déduira  de  cette  équation  asss^^^n'y  ainfi  le  premier 
terme  de  la  valeur  de  x  eft  -4-  nsC^y  &  ^'oti  'a  déjà  x  =r 
-H  «Cy  P^^^^r  avoir  la  première  transformée ,  il  feut  fup. 
pofer  -I- «<"'/ -4-/=;x  ;  &  prenant  les  diflerences,  &  divi*. 

fent  par  dy^  on  aura-»-  «<7'  —  ^ /      "^  "^  ^"  "Ç  '  '^^^ 

mettant  au  lieu  de  -^  fa  valeur  i  -h^*^,  l'on  aura  ^  =s 

-+■  nsQ^  —  nsCy  —  »C'/  •♦-  —  r  îl  f*^  fttbftitueir  dan?  la 
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propofce  les  valeurs  de  x  &  de  ;^,  &ron  aura  la  première 

2df        - 

transformée  —  ^tif^^  -t-  X  •*-/ =  Q* 

Tour  trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x ,  reprë- 
fentc  par  -*-  ^<"!y*  »  *^  ^^'^  fubftituer  -i-  ^C^  dans  ia  pre^ 
îriiere  transformée,  à  la  place  de/,  &  la  différence  de  hz^Y 

divlfée  par  <^,  ( qui  eft  xhsC^y  —  ^  ^T  ^  -,  &  qui ,  en 

fubftituant  la  valeur  de  ^ ,  devient  -*-  i^C^  —  i^C'^' 

ii<^',)  ida  place  de-^j  &  fidrc  une  équation  des 

grandeurs  —  a^C'jK-i-i^C'/  =o^  dans  lefquelles  j^  eft  au 
inême  moindre  degré ,  &  l'on  en  déduira  ^  ==  -h  n  >  aînfî  le 
fécond  terme  de  la  valeur  de  x  eft  -h  »<"y,  &  Ton  a  déjà 


X  =^.-4-  nz^y  -4-  «cy 


Pour  avoir  la  feconde  transformée,îl  faut  fuppoïèr  -4-»i?;7*^* 
^g  =/;  on  e;î prendra  la  différence,  qu'on  dîvîferapar  dy^ 

&  l'on  aura  z«c>  -  ^^O^^  +  .|  :«  |  j  &  en  y 

mettant  la  valeur  de  ^^^  on  aura  i»^;^  —  zifccy  —  i»cîy^ 

-f-  -^  =  ^5  il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  /&  de  -jr-  dans 
la  preniiere  transformée,  &  Ton  trouvera  la  feconde  trans- 
formée — 4»cy  -i-  ^r  ^-.g  ~  o. 

Pour  trouver  le  troîfiéme  terme  de  la  valeur  de  x,  repréi 
fenté  par  h-  CT^^y^ ,  il  faut  fubftituer  dans  la  feconde  trans- 
{oTXixét  Ht- c^Y  ^^  ^^^  de  g,  &  la  différence  de  C2;;;Y  divi- 

fée  par  ^,(qui  eft 4-  s^cV*  —  ?I5LZ_S^  &  qm^  en  y 
mettant  la  valeur  de  -^^  devient  •4-3r<"y  —  5^C^' 
—  3  ^C^^»  )  i  la  place  de  -^  j  &  faire  une  équation  des 

grandeurs  * —  4«C  j^*  -*-  3  ^K^Y  "^  ^  >  ^^^^  lefqueUes  y  eft 
au  même  moindre  degré  ^  &  Ton  en  déduira  c=z^ni  stitid 
Ifi  troifîéme  terme  de  la  valeur  de  xcA^à  »c!^'* 

Pour  avoir  la  troifîéme  transformée  /  il  faut  fuppofcr 
H-  f  n^Y  +  i&  =5s  gi  pu  eji  déduira ,  en  prenant  les  diffé- 
rences 


n 
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tenées  &  dm^knt  par  <^^  ^4ajçj^y*-«  d£5^JL_5-  4-  ^ 

CH^  }  &  mettant  au  lieu  de^  &  valeur  x  h-  <**/>  ^*°^ 

aura  ^  «1-4. 4»cy  —  4»Cy  —  4»Cy •*•  'ïf'  ^^  ^"^ 


Tubftiuier  dans  la  a*  cransformce  ks  valeurs  de  g  &  de  %^ 
A:ron  trouvera  la  3^ansfoxTO^e  -—  ^»cy -«-"X"-*-^»»:^* 

'On  trouvera  le  4*  terme  de  la  valeur  de  x,  reprcfent-é 

Îar  r<7y^  en  fubftituant  dans  cette  5^  transformée  -4-/C!f* 
la  place  de  A^ &  la  diflfërence  de  h-  fC V^  diviféepar  ^^, 

j(  qui  eft  -H  4^C!y*  —  ^^J^^^  ^  ^^^  •  ^  mettant  la 

valeur  d«  r,  devient  •»-  4^cy  "^  4^Cy  —  4^Cy  ^  ) 

à,  là  place  dexj  &  en  faifant  une  équation  des  grandeurs 

—  j  n^^y  -*-  4^C  ^^'^  =  ^  >  ^^^5  leiquelles  y  eft  au  même 
moindre  degré,  on  en  déduira  e=z^^  n^ss ^^^  n î  ainfi 
le  4'  terme  de  la  valeur  de  x  eft  -*-  "  «C^^t  2c  l'on  a  déjà 

On  peut  continuer  Tapproximation  de  la  valeur  de  m  tant 
•qu'on  voudra  ^  les  opérations  qu'on  vient  de  faire  Tuffifenc 
pour  faire  clairement  concevoir  la  manière  d'y  appliquer  la 
leconde  méthode^ 

s  E  C  T  I  O  N     VI. 

]éllppUcatïon  des  méthodes  du  fécond  FrohUme  aux  équéu 

tiens  déterminées^  cefi^^dire  aux  équations 

qui  nom  qu  une  feule  inconnue^ 

AvEUTISSEMlKT. 

X^Es  méthodes  du  (ëcond  Problême  peuvent  s'appliquer 
aux  équations  qui  n'ont  qu'une  feule  inconnue^  en  prenant 
\ine  des  lettres  connues  de  l'équation  pour  tenir  Heu  de  la 
ieconde  inconnue  y  ;  &  quand  les  lettres  connues  de  la  pro«* 
t>ofée  B^ont  pas  les  difpoiîtions  qu'il  faut  pour  ces  méthodes^ 
il  faut  la  leur  donner,  &  préparer  l'équation  comme  on  le 
verra  dans  le  fécond  exemple. 

Têwu  /.  Ppp 


4Slt  AhALTSX      DEMtONTlLB*£t: 

"     '-  E-xJs.M  p  t  I     L.    • 
^4-  Tr 


-  -■    • 


x^  ^npx 


ouvER  là  valeur  approchée  de.  X  dans  rëquatJôijti 
^px—f^  sss:  o ,  fie  continuer  rapproxîmation  â  l'înfinî^T 


«»X—  2»^ 


On  prendra  la  lettre  connue  p  pour  tenir  lîèu  de  la  feconde 
îbconnue  y,  fie  enfuîte  on  trouvera  la  valeur  approchée  de  x* 

Êar  kqi^elle  on  Voadra.des  deux  méthodes  da  iecond  Ero«f^ 
Icme.. 

PnfiMlElkE     MeTHODB. 


i^.C/N  fuppofèra  xss^a'^ip'JhCpf^dp^'^e^Sce.  ^^f,  f^- 
d^  ficc.  font  de^  grandeurs  indéterminées.  "* 

.'  On  prendra  les  valeurs  de  x  par  le-moyen  de,  cette  équa^ 
don  indéterminée ,  on  les  fubflituera  dans  la  propofée  à'ia: 
fUcc  àex,SLon  aura  r^quâtion  changée  fuivance, 


o  =^  '^npx 


nnx=sz^nna 

Aî 


laabp 

H-  labbpp 

^b^f 

H-  iaacpp 

-H  64^/' 

' 

•f-  laddf'' 

1 

nap 

-H  nipp 

-*-hcp* 

&c.. 

nnbp 

-h  ntupp 

-1-  nndf^ 

&c. 

• 

-  t' 

'f 


2°.  On  fuppofèra  chaque  terme  de  cette  équation  chaip. 
gée  égal  àzero  j  ce  qui  donnera  les  équations  particulières^ 
dont  on  a  befoin  pour  trouver  les  valeurs  àts  indéterminées* 
a  y  6  y  Cj  ficc. 

3°.  Parla  premîere/lê ces  équations  ^*^r««^rr-i«'s=5  0^, 

on  trouvera  4»»»»^  car  ^,-'— ssao^^eft  un  divifeur  exa<2:: 

de  cette  équation,  "     ^.         > 

Enifubftituant  n  âJà  plarede^^  dans  là  ièccmdë }M&-h  »)7^' 
BBS — na^  ontrouYCtatzasi'-^^^^Jipsjsz.—Sp., 

En  fubfbituant  les  valeurs  de^  fie  de  i  dans  la  troifîéme: 
i^ac  -4-  fmc  ==  —  }at&  — .  «^  ^  on  trouvera  c 
.    Enfubftituantlesvaleursdç^,^,r,dan^la  quatrième  3^//i/ ■ 
»|i»0ii^'sss«— ^^^  —  étiàc  ^-^M-Jh  1.,  on  trou vera^J = H^  |^,., 

4,0.  On  foMituera  les  valeurs  de^,^  ^^^  i/^  &c^  dans  x  ==> 
^^/  -4-  r/j)  +.  ^j^*  ficc;  fie  Ton  aura  x=^  —  7/  •+"  éè^-Pf 
*►-  rrï^»/  &c.   On  |)eut  Continuer  Pap^toximation  autarit: 
qu'on voud^..  ''    ^       '"  \  ' 


I 

n' 


t'T 


V 
X 


t\ 


f 

•Second!    Méthode. 

IP  0  o  ■»  trouver  parla  féconde  jnéchode  k  valeur  approchée 
jde  X  dans  l'équation  x^  -4-  f^x  —  /3  -=^  o  ^ 

«^.  On  fuppoféra  x  =  a^bp^  cfp^  dp^  &c.  Ici  gracu 
tdeiirs  a^  i^  e,  dy^c,  font  indéterminées^  &.ei]ei  repréfen. 
<tent  avecles  puiflances  d^p^  les  parties  de  la  valeur  de  x  que 
lITon  çher^bç  ^  &  elles  CsTvcnt  à  les  trouver. 
^  2°.  Pour  avoir  la  première  partie  de  la  valeur  de  x^  repré- 
ièntée*pâr  a  y  il  faut  concevoir  a  fubfticuée  à  la  place  ae  x 
•dans  la jpropofce^  &  fttpppfèrles  grandeurs  ^tIt  »iu-^i»^, 
^ans  lefquelles  / ne  fç  trpwe  point,  égalas  d  zéro,  Sc.ron 
aura  Téquation  a^  -f-  nna  -~  z;i3  =,  6  ^  dont  ^  — -9  =»» o  eft  un 
dlvîfeur  exad  j  aînfî  ^s=8»  eft  la  première  partie  de  là  va- 
leur de  x  que  Ton  cherchoit. 

.  Pour  avoir  la  premlçie  transformée^  w  fuppoféra  n  *>-/ 
ss:s  ;i?  5  on  fubftjtu^ra  n  ^f  i  la  place  de  j^  dans  la  wonofée^ 
^  Ton  aura  la  première  transformée. 


^  npX  =5a  4-  »»^  -I-  »^  dtur  que  cettg 


■r»- »l^  w»  .^  <  *$»        . 

3*.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  râleur  de  x  re- 
présentée çsLT  ip,  il  faut  concevoir  6f  fabAituée  à  la  place 
ie/4aqç  U  prf  ii»i^r«  wtRsformde ,  &  foppofer  égales  À  zéro 
i^s  gri»Q<ienFs  4»9i^^  -^r  «n/i  :pM  q  ^  q9  qui  doniiera  iJ  «»»  i^  {., 

^  ^  '^'•^ypffkU fee«ndç  ^tks de kralottr (k  x ^u« 
l'on  çhçrchqif. 

Pour  avoir  la  f^een^ie  «««sfaïniée,  w  fiippdfcr*  -«.  ^ji 
**•  g  ^/i  <M>^  fqWHçwr*  ^  I  jf  HP  g  à  U  placo  dQ  /  «Un»  U 
première  transformée ,  &  on  aura  la  (êcoqd^  Cf  ftosfonnée  * . 


w 


4ft4;  Analyse    BMu6vrxi^M: 

40.  Pour  trouver  k  croiiiéme  partie  de  la  valeur  de  jr ,  re^ 
préfentée  par  cff^il  faut  concevoir  cpf  fubftituée  â  la  plaqe 
de  g  dans  la  féconde  transformée ,  &  fùppofèr  égales  à  zéro 
les  grandeurs  j^nncff  —  r^  nff=zOi  cq  q\a  donnera  r  = 

'^èiy^^I^f^^ff  fe^^  *^  troifiémc  partie  de  la  valeur 
de  X  que  Ton  cherchoit. 

Pour  avoir-  la  troifiéme  transformée,  on  fuppofera  ^  f^^ 

•1^  A  x=  g  ;  &  on  fubftituera  ^ff  -h  A  à  la  place  de  g  dans  la 

&conde  transformée,  &ron  aura  la  troifiéme  transformée 

j«>.  Pour  trouver  la  quatrréme  partTe  de  ta  valeur  de'Ar,  re^ 
préfentée  par  df\  ilfout  concevoir  ^//  fubftîtuée  â  la  place 

de  i&,  &;  fùppofèr  égales  â  zéro  les  grandeurs  ^ndf^ —  |l| 

BBS  G,  d'oiîf  Ton^  déduira  d's=^  ^'^  j  par  conféquent  dp^\ 

H-  fïiimf^  ^^  1^  quatrième  partie  deila  valeur  de  x  que  Vom 
cherchoit;,. 

L'on  a  donc  x«*  «'—  i>^.  ^,/ï>  +  y|,^J.^'  &c. 

On  peut,  continuer  l'approximation  autant  qu'on  voudra^ 

A  ▼  £   &:  T   I    s*  s   B   M   £   N    T. 

Oin  étoîk  moindre  que;^,  il  faudroit  trouver  une  valeur  dejr 
dans  laquelle  les^fuflèiM:  au-dénominateur^.c'eft-d-di/e,  il^ 
faudroit  que  les  expofans  deis  p  dans  la^  fuite  qui  efl  la  valeur 
de  x^  fufl^nt  négatifs  ^  ce  qui  efl:  fi  facile  â  taire  par  la  pre^ 
miere  &  par  la  féconde  méthode  du  fécond  Problême,  aprè». 
tous  lés  exemples  aufquelS'On  les- a  appliquées,  quUl  çA  inu^'- 
tile  de  s'y  arrêter; 

Cet  exemple  fuffit  pour  faire  entièrement  concevoir  la. 
manière  d'appliquer  les  deux  méthodes  du  fécond  Problê^ 
meaux  équations  qui  n'ont  qu'une  fëule  inconnue,  jorfq 
la  lettre  connue  qui  tient  lieu  delà  féconde  inconnue  j^^ 
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xé^.    Jt  RouviK  la  valeur  approchée  dc;*  dans  Téquacion  x^' 

On  ne  fçauroit  appliquer  les  méthodes  du  fécond  Pro^ 
blême  à  cette  équation ,  dont  les  racines  font  incommeiv 
furables.  Il  faut  la  préparer,  c'eft-à-dire,  il  faut  la  changer 
en  une  équation  qui  foit  lïi  même ,  de  manière  que  les» 
coëfîciens  ou  produits  connus  de  lapropofée  confervent  tou« 
jours  la  même  valeur  dans  ce  changement  y  &  que  cepen» 
dant  les  grandeurs,  de  ces  produits  connus  ^ient  tels  qu'on- 
y  puifle  appliquer  les  méthodes  du  fécond  Problême.  Pa^r 
exemple,  on  pourra  changer  la  propofée  x^—  innx  -4-11* 
caa  o,  en  cette  équation  x* — 3))^x  -h /'^r  sss  o ,  qui  fera  la 
même  que  la  propofée  en  fuppoiant  — »3^^.=s  ..^  ^nn^  6c 
•+./^rsK-4r«V  Ce  changement  fe  fera  dafls  cet  exemple,, 
en  prenant  une  grandeur  connue  arbitraire  /  tant  petite 
qu'on  voudrai,  &  faifant  cette  proportion ^.  m:  n.q^on 
aura  -—  }^f=  —  inm  mettant  f^  au'  lieu  de  nn  dans  n\, 
4>n  aura  n^=np^i  &  faifant  p.  n;:  f.r,  oaaura^/rstay^j. 
&  par  confequent  ffr  ^s^ n\ 

Ptour  trouver  i^  prefent  liai  valeur  approchée  de  x  dans* 
Féquation^  préparée  x' —  3/^x  -^ pjfrssso^  on  prendra/ 
pour  tenir  lieu  de  la.  féconde  inconnue  v^  &c  otrfç  fèrvira: 
de  celle  qa'bn  voudra  des  deux;  méthooes  du  fécond  Pro^ 
blême.  On  emploiera  ici  la  féconde. 

i<>.  Onfoppoierax5==4r/-H^/;^H-r/'&c.^,  6^  Cj  ibntdes^ 
grandeurs  indéterminées ,  fc  elles  repréfentenc  lès  parties^ 
de  la  vateur  de  x  que  Ton.  cherche; 

1^  Pour  trouver  la  première  partie  repréfëntée  par^iar/,. 
fl  faut  concevoir  ap  fubmtuée  dlà  place  de  x  dans  Tëquatioa^ 
préparée,  &  fuppofer  —  34r/>/^4-//r=oy  d*6ù  Ton  dé/- 
duira  ^ sas  ^  ri  &  par  confequent  af  s=s  ^^p  eft  la  première- 
partie  de  la  valeur  de  x  que  Ton^  cherchoir. 

Pour  avoic  la  première  transformée,,  on  fùppofëra j^^ 
-i^/sssx  j  &  on  (libftituera^  ^p  -)^/â:la  place  de  x^;&  Tom 
aura  la  première  transformée , . 

--yfîf  „     .... 

Ppî)  lij! 


\ 
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^    3  o.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x  rcpré-r 
fentée  par  ipp^  ii  faut  (Sb^evoii:  àff  fubûituce  à  Fa  place 

i^ïe/^  Ù  fuppofer  ^fm^  i^P'i  «5  0,  xl'où  ton  dédûFra 

^  ssss  -H  ^  V  p^^  confequent  ^^pp  ^^  la  iècoade  partie 
•die  la  valeur  de  m  que  l'on  cherchpie.  Le  nftede  roperacioa 

«ft  haït  ^  &  ii  eft  inucile  d'en  groffir  ce  traité. 

• 

•X  éâ#  jL  P  JL  S  ^j/i  )i  efi^rchinc  la  première  farde  de  la  yalei«: 
-d9^  dam  les  équations  qui  mit  deux  incotiiiues  jr  £c/j  ofi 
fCioiive  qu'il  faut  ri((Hidr0  une  équatioa  canpofi^  donc  ik 
'îfacine^eft  ineommenlûrable,  mi  pourra. préparer  l'équation 
'aoffiiiie  dâfis  Texemple  précedçnc^  €e  cnfujte  00  rrouvera 
ta  valeur  appréciiez  de  la  première  partie  de  la  valeur  jde  m 
.4|ue  l'on  eberciioir ,  par  la  m  Ame  méthode  ^  ou  bien  on  U 
ir«ii¥era  cette  vaûur  approchée  p»r  le  premier  Problème.  ^ 


m  dM  premier  V^kme^ 


•-     '•» 
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Ji  P  P  R  0  B  j4  T  I  O  N,. 

O  u  9  avons  16  par  Tocdte  de  Moofeigpeut  le  Garde  des  Sceaux  « 
les  deux  OtiTrages  de  Mathématique  du  Pei e  Rstheav,* 

Prêtre  de  l'Oratoire,  intitulez  :  l'un,  ta  Science  dm  Calcul^  8cc.  9c'. 
l*àutre  Vjinalyfe  Démontrée  ^  &c.  Nous  avons  déjà  approuvé  avec*' 
éloge  ces  deux  Ouvrées  dans  une  première  édition^  &  nous  avons 
ea  le  plaifîr  de  voir  notre  Approbation  fuivie  de  celle  du  Public  ^v. 
l'-eftime  des  Sçavans&  eeae  nouveUe  leâure  nous  onr  confirmé  de 
plus^en  plus  dans  le  jugement,  avantageux  que  nous  en  avons  porté.  .^ 
FaitàPârîs  le  +  Decembre  i/i5.  5*/g»^,  SAURIN.       '  -    ' 

— — ■•— MM— iJfc— — — ^— — ^— — ^fci^^-^p^— i^t— ■  — — ^— M— —i— 

PRIFILEGE    DV     ROY. 

LOTTIS   PAZ  LA  GRACE    DB  DIEU,    ilOV  DE  FRANCK. 
^ET  DB    NATARRii   â  nos  amcz  ^  feanx  Cofticilters  les  Oerts  tenariS^ 
nolVreurs  die  Parlement,'  Maîtres  des  Requêtes  ordinaaires  de  notre  Hdtel;  G^ai^cf  ^ 
Confeil>  Prev6t  de  Paris ,  Bailiifs ,  SénédlStik^  leixr  Lieftrtenàns Civils-,  ^  autres* 
nos  Jufticiers  qu'il  appartiendra»  Salut.    Notre  bien  amé   Gab&ibl- 
François  Qp  i  l  i.  a  n  Fils ,  Imprimeur  &  Libraire- Juré  de  l'Univerfîté  à  Paris, 
^9oiis  "ayant  fait  remontrer  Qu'il  Cofthaiteroit  imprimer  on  raffe  fmprîmer  #(• 
daiincrau  Pubilc  ha  Sâencc  au  Calcul  des .Gtandtwfi  ouïes  Ekmenf  dfi  Mathe^- 
iHmiqtttt '&  tTbiafyfe  démotnrée,  s*il  Nous  plaifbit  lui  accorder  nos  Lettres  tlé* 
Privilège  fur  ce  necédàires,  oâtaïKpMH  cet  cfletdc  k  fiiire  imprimer  en  bon 
papier  8C  beauir  cara^eres  fuivant  la  feuille  unprîmée  êc  attachée  pour  modèle- 
lous le contre-Scel des  Prefiwte».   A   es»   causbs,  voubiK  iraiter  favorable- 
ment ledit  ExpofâAt,  No«s  lui  ayon&.^fmif  &  pemeteons  par jces  Prelèmesde 
faire  imprimer  ledit  Ouvrage  ci-defTus  fpéciffî  en  un  ou  plufieurs  volumes  con- 
JDÎntement  oufeparément,^  8c  autant  de  tois  que  bon  lui  feioblera  fîir  papier  fie  ca^ . 
hiÀeres  coniformes  à  ladite  feuille  imprimée  &  attachée  pour  modèle  fous  notoeiKc^ 
contre-Scel  y  de  de  le  vendre,  &ire  vendre  &  débiter  par  tout  notre  Rôy^knme  pen^ 
dantlc  temtde  dix  années  confécutives-,  à  comprei  do  ^omdc  la  dattdcfdÎKS  Pice« . 
fèutei  :  Faiftnt  déicnfcs  .à  toutes  forte»  de  perfmincs  de  ouelqiw  c|ualité  U 
oonditioB  <}u*elle6  foiem  d*en  introduire  d'tmpreâion  étcangm  dans  aucun  liev* 
de  notre  obéHIànce ,  comme  auflîâ  tous  Libraires- Imprimeurs  &  autres  »d'impri«' 
mer ,  faire  imprimer ,  vendre ,  faire  vendre,  debher  ni  contrefaire  ledit  Ouvrage  ' 
ci-de(Ihs  cxpofé  en  tout  ni  en  panie,  ni  d*en  faive  aucun»  Extraits  fous  quelque^ 
prétexte  que  ce  Toit,  d'augmentation,  cerreâîon,  changement  de  dtreoirautie^ 
ment,  fans  la  permiiEon  expre£  êc  par  écrit  doÀ  ExpoGint  oo  deceavqqi  ao*^ 
font  droit  de  lui,  i  peine  deconfifcation  des  exemplaires  contrcÊiiu ,  de  quinze' 
cens  livres  d'amende  contre  chacun  des  contrevenam  ^ dont  un  tiers  à  Nous,  un/ 
^ers  à  l'Hôccl-Dieu  de  Paris ,  l'autre  tiers  audit  Expofant,  fie  de  tous  dépens  >  dom-* 
Images  fie  intérêts  ,  à  la  charge  que  ces  Prefentes  leccmt  enregiftrées  rout  au  long'- 
fbr  le  Regiftre  de  la  Communauté  des  Libraires  fie  Imprimeurs  de  Paris  ^  le  g# 
dàns.ttois.Riais?4le  là  Jatc  xilicellés  ,,^que  l'impreflion  de  ce  Livre  fera  £&ite  dans** 
notre  Rojaume  6c  non  ailleurs  ^  8c  que  Tlmpétrant  fe  conformera  en  tout  aux 
Reglemens  de  la  Librairie,  fie  notamment  à  celui  du  lo  Avril  1715  ;  fie  qu'avant* 
que  de  l'expofèr  en  vente  le  Manufcrit  ou  Imprimé  qui  aura  fervi  de.copieà  l'im- 
preffîon  dudit  Livre,  fera  remis  daiis  le  même  état  où  l'Approbation  y  aura  été' 
ëbnnée  es  mains  de  notre  très-cKer  8c  (étil  Clcvalier  Garde  des  Sceaux  de  France,  . 
lé  'Sieur  F  \t  WKiAjy'  »'A«R^ii  •41'o^jf  f  i  Li  Commandeur  de  nos  Ordres  ;  8c  ' 
qu'il  en  fera  enfuite  remis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothèque  publique, 
un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre  ,  8c  un  dans  «elle  de  notre  très- cher  8C 

MAR  1  7 192Î 


ftal  Ck«?aiiet  Girde  des  Setàn  de  Fniîee  le  Siear  Fttoitutf  ft^Anf iHeifntt\;r 

Commandeur  de  nos  Ordres,  le  tout  à  peine  de  nullité  des  Pre fentes,  du  coni«< 
tenu  defijuelles  Vous  mandons  &  enjoignons  de  laire  jouir  rEzpo(knc  ou  Ca 
âpns  caufe  pleinement  Ac  -paifiblement  >  fans  (ouSrir  qu'il  leur  (oit  fait  aucun 
trouble  ou  empêchement  i  Voulons  que  la  eopje  deflites  Présentes  qui  fera  jm*. 
primée  tout  au  long  au  commencement  ou  à  la  fin  i^ndic  Livre ,  Ait  tenue  pour 
duement  dgnifiée  ,  de  qu'aux  copies  coUatîonnées  par  Tun  de  nos  amea  Se  féaux 
Confeillersft  Secreuires  foi  foit  ajoutée  comme  à  rOriginalj  Commandons  au 
premier  notre  HuiiSer  ou  Sergent  de  {aire  pour  Texecudon  dScelles  tous  Aête$ 
requis  ft  ncceiTairet  fans  demander  autre  permiSon,  nonobftant  Clameur  de 
Haro,  Cbarte  Normande  êc  Lettres  â  ce  contraires.  Ctr  tel  eft  Botte  pUific 
D  o  N  -N  b'  à  IParis  le  douzième  jour  de  Décembre ,  l'An  de  grâce  mil  fept  ouït 
▼iagt  fix,  <c  de  nocre  Règne  Je  douzième.  Par  le  Roj  en  m»  Confiai» 

Sipé,  Dl  S.  HILAIRl,4fvr^^4pfc. 


Mig^ijkf  k  Rigifite  VI.  4e  U  Chmmhrt  Aaysie  Jet  Lêhaint  Imprimims  it 
fmrisy  N^  f^é»  f^l.  4)4-  conformémem  mue  étnàitu  Rigiemais^  ti^rmés  fm 

tdmàtxtfivriifiji^,  A  PmsUdéx-net/ Dtamhe  mifipstmvmgi'fif^ 
Sipif  BRUN&T^   Sjndic 


ÀfTROBjâTJON  UU  T.R.T.  SVP:ERIEVR  GENERAL 

dit  la  Confft^athn  di  f  Oratoire^ 

JESUS  îjg{  MARIA. 

NO  u  s  Pierre-François  dé  la  Tour ,  Pr£cre  ic  Superiear  General 
de  la  Congrégation  de  l'Oratoire  de  J  e  s  u  s-C  h  n  i  s  t  nocre 
Çeignetir ,  Vu  par  Nous  le  Privilège  du  Roy  Se  l'Approbation  des 
Examinateurs,  permettons  à  Jacaues  Quillau ,  Libraire  8c  Imprimeur, 
dTimprlmer  un  Livre  intitulé ,  i  Andyfe  Démêmrée ,  compolé  par  le 
Père  Charles  R  a  t  n  a  atj  ,  Prêtre  de  notre  Congrégation ,  confor- 
jmément  au  Privilège  à  nous  accordé  par  les  Lettres  Patentes  du  Roy 
•ndate  du  x6  Mars  1689»  enregiftrées  au  Grand  Confieil  le  15  Avril 
de  la  même  année,  par  lefquelies  il  eft  défendu  à  x»m  Libraires  6c 
Imprimeun  d'imprimer  fc  vendre  aucuns  Livres  compoiozjpar  ceux 
de  notre  Congrégation ,  fans  notre  permiflîon  expreffe ,  fous  les  peines 
portées  par  ledit  Privilège.  Donné  à  Paris  ce  uentiéme  Décembre 
pûl  iêpt  c€Bs  fept. 

Siiné,  P.  F.  DE  LA  TOUR^ 


]De  tùtirt  de  natte  Revetfeiid  Père  General 
SiipÊi,  G.W.  DEMOVTfiUL,  Secfcttîri» 
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